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摘  要 

分数阶流变本构方程因其在刻画复杂黏弹性流体行为方面的优势而受到广泛关注。然而，现有相关研究

多侧重于本构关系的数学推广，对模型所对应的力学结构及其热力学相容性缺乏系统分析，物理合理性

有待进一步解释。基于经典Jeffreys模型，本文从力学结构的角度出发，构建了一种修正的五参数Jeffreys
本构方程。进一步对该模型的热力学相容性进行了系统研究，给出了满足热力学第二定律的充分条件，

验证了模型的物理合理性。这项研究为黏弹性本构方程的构建提供了有价值的理论参考。 
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Abstract 
Fractional rheological constitutive equations have attracted considerable attention due to their 
ability to describe complex viscoelastic fluid behaviors. However, most existing studies primarily 
focus on the mathematical generalization of constitutive relations, while the corresponding me-
chanical analogues and thermodynamic compatibility have not been systematically examined, 
leaving the physical rationality of such models insufficiently clarified. Based on the classical Jef-
freys model, a modified five-parameter Jeffreys constitutive equation is constructed from the 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2026.153104
https://doi.org/10.12677/aam.2026.153104
https://www.hanspub.org/


李华芳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153104 267 应用数学进展 
 

perspective of mechanical modelling. Furthermore, the thermodynamic compatibility of the pro-
posed model is systematically investigated, and sufficient conditions ensuring compliance with the 
second law of thermodynamics are established, thereby verifying its physical admissibility. This 
study provides valuable theoretical insight into the construction of viscoelastic constitutive mod-
els. 
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1. 引言 

黏弹性流体作为非牛顿流体的一个子类，在化妆品、乳制品、涂料、聚合物熔体和溶液、纸浆、生物

流体等各个行业都有广泛的应用[1]。其流变行为通常表现出显著的记忆效应和非指数型松弛特征。经典

黏弹性模型，如 Maxwell 模型、Kelvin-Voigt 模型及 Zener 模型，虽然在一定程度上能够描述材料的应力

–应变关系，但其整数阶微分形式在刻画长记忆效应和幂律衰减行为方面仍存在明显局限。分数阶微积

分因其核为幂律形式，被广泛引入流变本构关系的建模中，为描述复杂黏弹性流体的动力学行为提供了

更为灵活的数学工具。Song 和 Jiang [2] [3]建立了分数阶 Maxwell 模型和分数阶 Jeffreys 模型，并通过树

胶材料的动弹性模量实验对模型进行了验证，结果表明理论预测与实验测量具有良好的一致性。Glockle
和 Nonnenmacher [4]采用分数阶迟滞函数对一类特殊的非马尔可夫过程进行了刻画。Koner [5]等人将分

数阶 Jeffrey 本构方程应用于时间周期电渗透流，以检验离子分配对溶质输运现象的影响。Liu 等人[6]构
建了一种广义分布阶数的本构关系，以深入研究黏弹性流体的流动、热传递和质量传递机制。Mao 等人

[7]利用双参数分数阶麦克斯韦本构关系推导出了分数阶积分微分控制方程，以研究在牛顿加热和热辐射

条件下黏弹性纳米流体的瞬态自由对流流动情况。 
分数阶模型在描述应力松弛、蠕变响应等黏弹性响应方面相较于经典整数阶模型具有明显优势。然

而，许多分数阶本构关系往往是通过将经典模型中的时间导数替换为分数阶导数而直接推广得到的，而

对其背后所隐含的力学结构及热力学相容性关注不足。事实上，在现代连续介质力学与非平衡热力学框

架下，一个本构方程要具有物理可接受性，不仅需要满足热力学第二定律所要求的非负耗散条件，还应

与自由能函数的合理构造、材料客观性保持一致。对于具有记忆效应的复杂流体而言，热力学相容性还

意味着模型必须能够在任意加载历史下避免非物理预测(如负耗散或能量自发产生)。Bagley 和 Torvik [8]
对分数阶 Zener 模型的热力学一致性进行了讨论。Friedrich [9]对分数阶 Maxwell 模型的热力学相容性进

行了分析。针对广义 Jeffreys 流体，Song 和 Jiang [3]给出了满足热力学相容性的参数约束条件，随后 Yang
和 Zhu [10]指出其中存在不足，并提出了修正后的热力学相容性条件。Feng 团队[11]提出了一个符合热力

学相容性的分数阶 Kelvin-Voigt 本构关系来推导纳米流体的热边界层方程。 
基于上述背景，本文旨在构建一种修正的五参数广义 Jeffreys 本构方程。该模型在保持明确物理背景

的同时，满足热力学第二定律所要求的相容性条件。 
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2. 力学元件与经典 Jeffreys 模型 

2.1. 基本力学元件 

黏弹性模型通常可以通过理想化的力学元件来描述，其中最基本的元件包括弹簧和阻尼器。弹簧用

于表征材料的弹性响应，如图 1(a)所示。其应力应变之间满足胡克定律，即 

 ( ) ( ) ,t m tσ ε=  (1) 

其中 ( )tσ 表示应力， ( )tε 表示应变， m 为弹性模量。阻尼器用于刻画材料的黏性行为，如图 1(b)所示。

其本构关系为 

 ( ) ( ) ,t tσ ηε=   (2) 

其中η表示黏度系数。通过弹簧和阻尼器的层级排列(如梯子、树枝和分形网络)，可以得到一种分数阶力

学元件(又称 Scott-Blair 元件) [12]，如图 1(c)所示。该元件的本构关系可表示为 

 ( ) ( ) , 0 1,tt E D tγ γσ τ ε γ= < <  (3) 

其中 tDγ 表示 Riemann-Liouville 分数阶导数，定义为[13] 

 ( ) ( )
( )

( )10

d1 d .
d

n t
t n n

f
D f t

n t t
γ

γ

ξ ξ
γ ξ + −=

Γ − −
∫  (4) 

当 0γ = 和 1γ = 时，该元件退化为弹簧和阻尼器。 
 

 
Figure 1. Mechanical elements: (a) spring, (b) dashpot, (c) fractional element 
图 1. 力学元件(a) 弹簧，(b) 阻尼器，(c) 分数元件 

2.2. 经典 Jeffreys 模型 

经典 Jeffreys 模型是描述黏弹性流体的重要本构模型之一，其力学结构通常由一个阻尼器

( ) ( )1 1 1t tσ η ε=  与一个 Maxwell 元件并联而成，如图 2 所示。其中，Maxwell 元件由弹簧和阻尼器串联而

成。串联结构中各元件应力相同，而总应变为各分应变之和。对于 Maxwell 元件有 

 ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 .t t t

m
η

σ σ η ε+ =   (5) 

由于并联结构中各元件的应变相同，而总应力为各分应力之和，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2 1 2

1 2
1 2

d
,

d
t

t t t
m m t

εη ηη
σ σ η η ε

η η
 

+ = + + 
+  



  (6) 

改写这个等式可以得到经典 Jeffreys 模型 
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2
0

η τ
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η
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Figure 2. Mechanical structure of the classic Jeffreys model 
图 2. 经典 Jeffreys 模型的力学结构 

3. 修正的五参数 Jeffreys 模型 

经典 Jeffreys 模型能够在一定程度上描述黏弹性流体的松弛行为，但由于其采用整数阶导数形式，对

复杂材料中普遍存在的长记忆效应和幂律松弛特征的刻画仍显不足。为此，本节在经典 Jeffreys 模型基础

上，引入分数阶元件，对其本构方程进行推广。 
具体而言，用两个分数元件 ( )1 1, ,E λ α 和 ( )2 2, ,E λ β 分别替换 Maxwell 元件中的弹簧和阻尼器，同时

保留并联阻尼器 ( )3 3,E λ 。该修正后的力学模型由一个阻尼器与两个分数元件串联形成的广义 Maxwell 元
件并联构成，其力学结构示意如图 3 所示。对应的应力–应变关系为： 

 ( ) 1
1 3 3

d ,
d

t E
t
ε

σ λ=  (8) 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 .t t tE D E D t E E D tα α β β α β α βλ λ σ λ λ ε++ =  (9) 
 

 
Figure 3. Mechanical structure of the modified five-parameter Jeffreys model 
图 3. 修正的五参数 Jeffreys 模型的力学结构 

 
在并联结构下，阻尼器和广义 Maxwell 元件的应力满足 ( ) ( ) ( )1 2t t tσ σ σ+ = ，应变满足 

( ) ( ) ( )1 2t t tε ε ε= = 。因此，可以推导出修正 Jeffreys 的本构方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2 3 32 2
2 2 3 3

1 1 1 1

.t t t t t
E EED t D t E D t E D t D t

E E

ββ
α β β α β α β

α α

λ λλ
σ σ λ ε λ ε ε

λ λ
+ + ++ = + +  (10) 

在不失一般性的前提下，设 1α β+ > 。令 ( ) ( )1

1 2 2 1 1E E
β αβ αθ λ λ
−

= 可得 
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 ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 3 3 1 .t t t t tD t D t E D E D E D tα β α β β α β α β α βσ θ σ λ λ λ θ ε− + − −+ = + +   (11) 

对式(11)两边乘 1
αθ 可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 2 1 3 3 1 3 3 1 .t t t t tD t D t E D E D E D tα α β β β α α β α α β βθ σ θ σ λ θ λ θ λ θ ε+ −+ = + +   (12) 

令 3 3Eη λ= ， ( ) ( )1 1

2 2 2 1E
α ββ αθ λ θ η
+ −

= 可进一步化简为 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 1 .t t t t tD t D t D D D tα α β β α β α β α α β βθ σ θ σ η θ θ θ ε+ − + −+ = + +   (13) 

式(13)包含五个参数，即 1 2, ,θ θ η 以及α 和 β ，因此称之为修正的五参数 Jeffreys 模型。当 1α β= =

时，式(13)退化为经典 Jeffreys 本构方程。与经典 Jeffreys 模型相比，该模型通过引入两个独立的分数阶

阶次，能够更灵活地描述不同时间尺度下的松弛行为，从而能够自然描述材料中普遍存在的长程记忆效

应。 

4. 热力学相容性 

对于所建立的流变本构方程(13)，我们分析了模型的热力学行为。由于热力学第二定律对物理上可实

现的过程施加了限制，因此有必要考虑给定流变本构方程的热力学相容性。 
在零初始条件假设下，对式(13)作 Laplace 变换，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 1 ˆˆ .s s s s s s s sα α β β α β α β α α β βθ θ σ η θ θ θ ε+ − + −+ = + +  (14) 

取 ( ) ( )t H tε = ，则它的 Laplace 变换为 ( ) 1ˆ s
s

ε = ，代入上式可得松弛函数在 Laplace 域中的表达式 

 ( )
( ) ( )1 1 1 1

2 1 1 1 2 1

1 1 1

1ˆ .
1

s s s s s
G s

s s s

α β α β α α β β α α β β β α β α

α α β β β α β α

θ θ θ θ θ θ
η η

θ θ θ

+ − + − − + − − − −

− −

+ + + +
= =

+ +
 (15) 

利用 Mittag-Leffler 函数的 Laplace 逆变换公式 

 ( ){ } ( )1 1
, ,0

e dst st E ct t E ct t
c s

α β
β α β α

α β α β α

−
∞− − −− = − =

+∫ ，  (16) 

可得松弛函数的表达式 

 ( ) ( )2
,1

2 1 2 1

,t tG t E t
α β α

β α

β

α
θη ηδ

θ θ θ θ

− −

− −

       = − +            
 (17) 

其中 ( ),Eα β ⋅ 为 Mittag-Leffler 函数， ( )tδ 表示脉冲函数。 

根据 Mittag-Leffler 函数的渐进性质，当 z →∞且 β α≠ 时，有 

 ( ) ( )
1

,
1 .E z zα β β α

−− ∝
Γ −

 (18) 

由此可分析松弛函数在不同时间尺度下的行为。 
当 10 t θ<  时， ( )1t β αθ −

趋于零，利用 Mittag-Leffler 函数在小参数区间内的级数展开，有 

 ( ) ( )
2

2 1 2

.
1

tG t
β α

θη
α θ θ θ

−
   

≅    Γ −    
 (19) 

另一方面，当 1t θ 时，利用 Mittag-Leffler 函数在大参数区间内的渐进展开，可得 
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 ( ) ( )
2

2 1 11
.tG t

α β β
θη

β θ θ θ

+ −
   

≅    Γ −    
 (20) 

根据热力学第二定律，材料的机械能耗散率满足 

 0,m fδ ρ= Φ − ≥  (21) 

其中Φ 为应力功率， ρ 为密度， f 为单位质量自由能的变化率。在阶跃松弛实验中，施加的应变被突然

移除，此时 0Φ = 。在此条件下，耗散不等式简化为 

 0,m fδ ρ= − ≥  (22) 

这意味着 0f ≤ 。这表明松弛过程与应变突变期间储存的自由能释放相关联。因此，松弛本质上是储

存自由能的释放过程，通过非负耗散条件与热力学第二定律保持一致。这一解释确认了阶跃应变后的松

弛是一个自发过程，能量从高状态流向低状态，符合熵产生原理。因此，松弛函数 ( )G t 必须是正的、单

调递减且渐进趋于零的函数。这些性质确保了松弛过程引起的能量耗散满足热力学第二定律。因此，在

不失一般性的前提 1α β+ > 下，松弛函数 ( )G t 呈现幂律衰减形式，并在 t →∞时渐进趋于零，表明式(13)
建立的广义本构方程符合热力学原理。 

5. 结束 

本文构建了一个修正的五参数 Jeffreys 模型，利用 Laplace 变换及 Mittag-Leffler 函数的渐进性质，对

模型的松弛函数进行分析。结果表明，在合理的参数范围 0 , 1α β< < 且 1α β+ > 内，松弛函数在整个时

间区间内保持非负性，并随时间呈幂律形式单调衰减，在长时间极限下渐近趋于零。与经典的 Jeffreys 模
型相比，修正的五参数 Jeffreys 模型提供了一个更具灵活性且在物理上更具意义的框架，能够捕捉长记忆

效应、幂律弛豫以及黏弹性响应。因此，所提出的修正五参数 Jeffreys 模型不仅在数学结构上是自洽的，

而且在物理层面满足热力学约束，为其在黏弹性材料及复杂流体建模中的应用提供了可靠的理论依据。 
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