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摘  要 

最小全支配集(MinimumTotal Dominating Set, MTDS)问题旨在在图中寻找一个最小顶点集合，使得每

个顶点至少与集合中的一个顶点相邻，该问题在网络监测与故障检测等领域具有广泛应用。针对现有启

发式方法在复杂图结构下性能受限的问题，本文提出了一种基于深度强化学习的端到端求解方法。该方

法采用自回归方式逐步生成候选解，并利用消息传递神经网络刻画图结构中的局部依赖关系，以指导节

点选择决策。此外，本文设计了一种新的奖励函数，对解的构造过程进行约束，从而保证结果的可行性

与有效性。实验结果表明，该方法在不同规模和结构的图上的解质量均优于多种经典启发式算法。 
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Abstract 
Finding a Minimum Total Dominating Set (MTDS)—a minimal vertex set where every graph node 
has a neighbor in the set—is a critical task in network monitoring and fault detection. However, 
existing heuristic approaches often suffer from limited scalability on complex graph structures. To 
overcome this, this paper presents an end-to-end deep reinforcement learning solver. The pro-
posed model operates in an autoregressive manner, utilizing a Message Passing Neural Network 
(MPNN) to encode local topological dependencies and guide decision-making. Additionally, we 
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design a constraint-aware reward function to regulate the solution construction process, ensuring 
both feasibility and effectiveness. Experimental results confirm that our method achieves superior 
solution quality compared to standard baselines across a wide range of graph sizes and configura-
tions. 

 
Keywords 
Combinatorial Optimization, Graph Neural Networks, Deep Q-Learning, Total Dominating Set 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

支配(Domination)作为图论中的基本概念之一，长期以来在理论研究与工程应用中受到广泛关注[1]。
该理论为刻画图中节点之间的覆盖关系提供了统一的数学工具，并在多种实际问题中具有重要应用价值，

例如复杂生态系统建模[2]、编码理论中的结构优化[3]，以及电力网络[4]和通信监控系统[5]的设计等。关

于支配理论的系统性研究及其典型应用，可参考 Abu-Khzam 与 Haynes 等人综述与专著[6] [7]。 
在通信基础设施、传感器网络和分布式计算平台等系统中，系统结构通常可以抽象为图模型，其中

顶点表示系统中的实体，边刻画实体之间的交互或通信关系。在此类系统中，一个核心问题是在资源受

限的条件下选取尽量少的关键节点，以保证系统整体的可观测性、可控性或容错能力。典型应用包括通

信网络中的传感器部署、分布式系统中的控制节点选择，以及容错架构中的验证节点配置等。 
为了对上述问题进行统一的数学刻画，相关研究通常将其抽象为图论中的支配模型。给定图

( ),G V E= ，其中 V 表示节点集合，E 表示边集合，若存在顶点子集 S V⊆ ，使得图中任意顶点要么属于

S，要么与 S 中至少一个顶点相邻，则称 S 为一个支配集(Dominating Set) [8]。等价地，支配集要求所有

顶点的闭邻域覆盖整个顶点集。最小支配集问题旨在寻找基数最小的支配集，该问题在图论及其相关应

用领域中已被广泛研究。 
然而，在许多安全关键或对抗性环境中，节点通常不具备自监测能力，而必须依赖邻居节点进行监

督。在此情形下，引出了全支配集(Total Dominating Set, TDS)问题[9]。若顶点集合 S 满足图中任意顶点

均至少与 S 中的一个顶点相邻，则称 S 为一个全支配集。该定义排除了顶点对自身的支配，因此仅当图

中不存在孤立顶点时，全支配集才存在。与经典支配问题相比，全支配约束引入了更严格的结构要求，

使问题在组合性质和算法设计方面均更加复杂。全支配及其相关变体已发展成为图论中的一个重要研究

分支，其系统性综述可参见文献[10]-[13]。 

1.1. 研究背景 

相较于标准支配问题，全支配问题引入了更为严格的约束，即图中每个顶点必须由其邻域中的某个

被选顶点所支配。该约束在局部连通层面隐含地要求一定程度的冗余覆盖，因此在容错网络建模、通信

调度等应用场景中具有更强的现实意义。然而，这一额外约束也显著压缩了可行解空间，使节点选择之

间呈现出更强的依赖关系。同时，单个节点的选取不仅影响其自身的支配状态，还会改变多个邻居节点

的可行性，从而对后续决策产生连锁影响，使解的构造过程具有明显的路径依赖性。 
在这一背景下，节点选择不再构成可分解的局部决策问题，而是需要在全局层面刻画重叠邻域之间
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的相互作用。这种结构性依赖破坏了问题的可分解性与局部最优性质，使得可行解空间呈现出高度受限

的组合结构，从而增加了问题的求解难度；事实上，MTDS 问题已被证明是 NP-难问题。 
现有针对 MTDS 的求解方法主要依赖人工设计的启发式规则、近似算法或分布式策略。这类方法通

常建立在特定图结构假设之上，例如度数受限、平面性或图直径较小等，在这些场景中能够取得较为理

想的效果。然而，在一般图结构下，全支配约束所引入的局部依赖关系会显著增强决策之间的结构性耦

合：单个节点的加入或移除往往会同步改变多个邻居节点的可行状态，从而破坏问题的局部可分解性，

使得这类启发式算法容易产生累积误差，并过早陷入局部最优。 
近年来，已有工作开始尝试引入学习驱动方法解决图上的组合优化问题。图神经网络(Graph Neural 

Network, GNN) [14]通过邻域信息传播与聚合机制学习节点间的结构表示，而强化学习(Reinforcement 
Learning, RL) [15]则可将组合优化过程形式化为序列决策问题，使智能体能够通过与环境交互逐步构造

解。然而，将 RL 直接应用于 MTDS 问题仍面临以下两个挑战：一方面，满足全支配约束的中间状态在

搜索空间中高度稀疏，使得有效探索面临较大困难；另一方面，在不引入额外修复或回溯机制的前提下，

如何在策略层面显式建模并保证动作序列的可行性约束，仍缺乏通用且有效的方法。 

1.2. 相关工作 

强化学习已被广泛应用于组合优化问题的求解，其核心思想是将组合优化过程形式化为序列决策问

题，使智能体能够通过与环境交互逐步构造解，从而在无需显式设计复杂规则的情况下学习有效的优化

策略[16]。 
Khalil 等人提出了将结构化图嵌入(Structure2Vec, S2V)与 Q 学习相结合的框架(S2V-DQN)，系统性

地将深度强化学习引入图上的组合优化问题。该方法通过对图结构进行嵌入表示，在此基础上学习节点

级动作价值函数，并采用贪婪策略逐步生成解，在最小顶点覆盖、最大割和旅行商问题等任务中验证了

其在不同图规模上的可迁移性[17]。随后，Guo 等学者进一步提出了一种结合模仿学习辅助与密度初始化

的深度强化学习模型，通过将设施重定位任务建模为 MDP 并引入基于交换操作的 PPO 算法，在求解效

率与收敛速度方面均取得了显著提升[18]。 
针对最小全支配集(MTDS)问题，现有研究仍主要依托于近似算法与分布式计算框架展开。在特定图

结构(如树图、平面图或度受限图)下，已有工作给出了若干多项式时间算法或常数近似解法；而在一般图

情形中，Chlebík 和 Chlebíková、Zhu 等人的研究系统刻画了该问题在近似意义下的理论界限。尽管这些

结果在理论分析上具有重要价值，但往往依赖较强的结构假设，难以在复杂异构网络中保持稳定的解质

量[19] [20]。 
在分布式计算环境中，相关研究进一步考虑了通信复杂度与局部信息限制等因素。Alipour 等人针对

不含特定短圈的平面图设计了可在常数轮通信内完成的分布式近似算法；Belhoul 等人则从自稳定计算角

度出发，研究了最小全支配集的分布式构造问题。然而，这类方法通常侧重于保证“极小性”意义下的

可行解，或依赖较强的图结构假设，难以确保解的全局最优性[21] [22]。 
总体来看，现有针对 MTDS 的求解方法多建立在启发式规则、局部搜索机制或线性规划松弛基础之

上，并在不同程度上受限于图结构的规则性假设。面对一般异构图或大规模复杂网络，这些方法在泛化

能力、可扩展性以及解质量稳定性方面仍存在明显不足。 
从方法论角度而言，神经组合优化(Neural Combinatorial Optimization, NCO) [23]逐渐成为组合优化领

域[24]-[27]的重要研究方向，也为缓解上述局限提供了新的思路。早期工作主要集中于旅行商问题、车辆

路径规划等经典任务，通过监督学习或强化学习直接学习构造策略；随后，端到端强化学习框架被提出，

以减少对人工启发式规则的依赖。然而，尽管传统启发式策略凝聚了大量领域经验知识，在面对结构复
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杂、约束高度耦合的组合优化问题时，这类基于经验的设计往往难以覆盖所有边缘情况，从而导致求解

结果陷入局部最优[28]。 
近期，一些基于图神经网络(Graph Neural Network, GNN)的强化学习方法被用于求解最大独立集、顶

点覆盖等图结构优化问题。这类方法通常在策略层引入松弛或局部搜索操作以处理非法动作，尽管在部

分任务上取得了一定效果，但在一般图结构下，仍缺乏一种能够以端到端方式直接生成满足全支配约束

的 MTDS 解的深度强化学习框架。另一方面，将强化学习引入经典启发式框架、构建混合驱动的求解策

略已成为新的研究趋势，该类方法利用智能体的自主探索能力挖掘潜在优化规则，在提升算法泛化能力

的同时，有效降低了计算开销[29]-[31]。 

2. 论文方法 

本节首先对最小全支配集(MTDS)问题进行形式化定义，随后介绍本文提出的基于图的强化学习求解

框架。具体而言，我们说明了图结构的表示方法，并系统地描述了强化学习模型的构建过程，包括状态

空间、动作空间、奖励函数以及策略的设定。此外，还详细阐述了一种用于引导模型训练的密集奖励设

计机制。整体方法框架如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Flowchart of the reinforcement learning algorithm framework 
图 1. 强化学习算法框架流程图 

2.1. MTDS 问题定义 

在一个无向图 ( ),G V E= ，对于任意节点 v V∈ ，记 ( )N v 为所有与 v 直接相连的邻居节点集合，该集

合不包含节点 v 本身。在该图中，若一个节点子集 S V⊆ 满足对任意节点 v V∈ ，其邻居集合中至少存在

一个节点属于 S，即 ( ),  v V N v S∀ ∈ ∩ ≠ ∅，其中 ( ) ( ){ },N v u V v u E= ∈ ∈ ，则称 S 为一个全支配集(Total 
Dominating Set)。该定义要求每一个节点都必须通过邻接关系被支配，因此节点不能通过自身满足支配条

件，同时集合 S 中的节点也必须被集合中的其他节点支配。 
在所有满足上述条件的全支配集中，节点数量最少的集合 *S 被称为最小全支配集(Minimum Total 

Dominating Set, MTDS)，该问题的目标是在保证全支配约束成立的前提下，使被选中节点的数量尽可能
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小。 

{ }* argmin :  is a total dominating set of .
S V

S S S G
⊆

=  

2.2. 图形表示 

虽然过去的研究常使用 DeepWalk、LINE 和 Struc2Vec 等方法来探索图嵌入，但在本文中，我们选择

了一条不同的路径。为了有效建模图结构中的拓扑关系以及节点之间的长距离关系，本文采用消息传递

神经网络(Message Passing Neural Network, MPNN)作为状态编码器，对当前图状态进行表示学习。 
在时间步 t，图的状态由节点特征矩阵表示。对于每个节点 v V∈ ，其初始特征向量定义为： 

( ) ( ) [ ] ( )( )0
, localConcat , , ,v t v th x deg v v S vρ= ∈  

其中， { }, 1,1t vx ∈ − 表示节点当前是否被选中， ( )deg v 为归一化后的节点度数， [ ]tv S∈ 为指示函数，用

于表示节点是否属于当前支配集 tS ， ( )local vρ 表示节点 v 的邻居中已有多少节点被选入支配集。这些特

征综合刻画了节点的局部结构信息以及当前决策状态。 
为了传播图结构信息并捕获高阶邻域关系，本文采用一个包含 K 层的 MPNN 进行迭代更新。第 k 层

中，每个节点首先从其邻居节点聚合消息： 
( )

( )

( ) ( ) ( )( )1 1,k k k k
v u v

u N v
m h h− −

∈

= ∑   

随后根据自身上一层表示和聚合消息更新节点嵌入： 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 ,k k k k
v v vh h h−=   

其中， ( ) ( )k ⋅ 和 ( ) ( )k ⋅ 分别表示第 k 层的消息函数和更新函数。本文采用求和作为聚合算子，以保留邻

域规模相关的信息。经过 K 层传播后得到的节点表示 ( )k
vh 被用于后续的 Q 值估计。 

2.3. 强化学习 

本文采用强化学习算法对 MTDS 问题进行求解。在明确给定状态空间、动作空间及奖励函数的基础

上，选用双重深度 Q 网络(DoubleDeepQ-Network, DDQN)作为求解算法。 

2.3.1. 强化学习建模 
本文将 MTDS 问题建模为一个马尔可夫决策过程(MDP)，其核心要素定义如下： 
1) 状态 ts ：状态由图的拓扑结构与节点属性共同构成，用以刻画当前解的整体配置。具体而言，状

态包含节点的选择状态(是否属于当前集合 tS )、邻域覆盖统计信息，以及若干反映局部结构变化的辅助

特征，从而为决策过程提供必要的结构信息。 
2) 动作 ta ：动作定义为对某一顶点 v V∈ 的选择状态进行翻转。设二值变量 { }0,1vx ∈ 表示节点 v是

否属于当前集合 tS ，则执行动作 ta v= 等价于更新 

1v vx x← −  

当节点状态发生变化时，其邻域 ( )N v 的相关覆盖信息将同步更新，并反映在后续状态表示中。 
3) 奖励 tr ：奖励函数用于刻画当前状态对全支配约束的满足程度及解规模的优劣。本文设计了一种

与全支配结构一致的稠密奖励机制，使智能体在构造解的过程中能够逐步向可行区域收敛，并倾向于生

成规模较小的解。奖励函数的具体形式将在第 2.4 节中给出。 
4) 动作价值函数 ( ), ;s a θ ：采用参数为θ 的深度 Q 网络对动作价值函数进行近似，用于评估在状
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态 s 下选择动作 a 的期望累计回报： 

( )
0

, ; ,
T

k
t k t t

K
s a r s s a vθ γ +

=

 
≈ = = 

 
∑  

网络输入为图的嵌入表示，输出为针对每个顶点的 Q 值估计。 
5) 策略 π：在训练过程中，采用  -greedy 策略进行动作选择，即以概率 随机选择动作进行探索，以

概率1− 选择当前 Q 值最大的动作： 

( ) ( )π arg max ,
v V

v s s v
∈′

= ′  

2.3.2. DDQN 
为了保障训练过程的稳定性并有效缓解标准 DQN 算法中常见的价值高估偏差，本文采用了双重深

度 Q 网络(Double Deep Q-Network, DDQN)架构。不同于传统的构造式方法，我们将最小全支配集(MTDS)
求解建模为一个支持状态回溯的可逆马尔可夫决策过程。在此框架下，智能体的动作空间定义为对图上

顶点状态的“翻转”操作(Flip Operation)，即允许将顶点加入解集中也允许从解集中移除。这种非单调的

状态转移机制使得智能体能够在解空间中进行灵活的探索与利用，从而以此跳出局部最优陷阱。在每一

个时间步 t，智能体基于当前图的全局状态与局部拓扑特征，利用由 Q 函数导出的策略选择能够最大化

长期回报的翻转动作，而相应的目标值 ty 则通过独立的目标网络θ −进行计算： 

( )( )1 1, arg max , ; ;t t t ta
y r s s aγ θ θ −

+ +′
= + ′   

其中，θ 表示在线 Q 网络的参数，而θ −则代表目标网络的参数。通过将动作的选择过程与评估过程进行

解耦(decoupling)，DDQN 有效地抑制了 Q 值的高估现象。 
该 Q 网络的训练目标是最小化预测 Q 值与目标值之间的均方误差(MSE)损失： 

( ) ( )( )21 , ;
2 t t ts a yθ θ= −   

我们利用梯度下降算法对在线网络的参数进行迭代优化，而针对目标网络，则采用软更新策略来实

现参数的平滑同步： 

( )1θ τθ τ θ− −← + −  

其中， ( )0,1τ ∈ 是用于控制参数更新速率的超参数。 

2.4. 基于约束感知的稠密奖励机制 

奖励函数的设计逻辑：本文的奖励函数旨在引导智能体依次达成两个连续的优化目标：(i) 首先确保

满足总支配集的约束条件，(ii) 在获得可行解的基础上，进一步最小化解的规模。为了克服稀疏奖励可能

引发的训练不稳定性，同时将需要调节的超参数数量降至最低，我们构建了一个简洁的密集奖励(dense 
reward)公式，该公式仅由三个具有明确物理意义的系数控制。设 tS V⊆ 为第 t 步时选定的顶点集合。我

们引入两个归一化指标来刻画当前的解状态，即合法性比率 tρ 和归一化规模 tσ ： 

( )1
t t

v V
N v S

V
ρ

∈

= ∩ ≠ ∅  ∑
 

t
t

S
V

σ =  

其中， ( )N v 表示顶点 v 的开邻域(即不包含 v 自身的邻居集合)。当且仅当指标 tρ 达到 1 时，当前的解集

https://doi.org/10.12677/aam.2026.153110


黄堪谦，何伟骅 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.153110 344 应用数学进展 
 

才被视为一个合法的总支配集。基于此，我们将“单步改进量(step-wise improvement)”定义如下： 

1t t tρ ρ ρ+∆ = −  

1t t tσ σ σ +∆ = −  

0tρ∆ > 标志着解的可行性得到了增强(即更接近合法解)，而 0tσ∆ > 则意味着解集规模的有效缩减。 

2.4.1. 可行性约束的满足 
当解处于不可行区域(infeasible region)时，优化的首要任务是最大化节点的覆盖范围。为此，奖励函

数被设计为一方面激励能够提升合法性比率的动作，另一方面则根据当前状态与完全可行状态之间的距

离(distance to feasibility)施加惩罚： 

( )invailid 11t tR λ ρ λ ρ += ⋅∆ − ⋅ −  

其中， 0λ > 是一个调节系数，用于设定约束满足任务的优先级。该数学形式利用 tρ∆ 的符号特性，将针

对建设性(即修复)动作与破坏性(即损伤)动作的反馈机制，巧妙地统一在同一个框架之内。 

2.4.2. 解集合优化 
一旦达成有效性约束条件( 1 1tρ + = )，算法的目标便切换为解集规模的最小化。此时，奖励机制将严

格地仅针对那些成功减小集合大小的动作发放正向反馈： 

vailid tR µ σ= ⋅∆  

其中，系数 0µ > 决定了修剪冗余成分的力度。若动作导致解的大小不降反升，随之产生的负 tσ∆ 将直接

转化为负向反馈。 

2.4.3. 统一奖励函数 
为了提升搜索效率并抑制潜在的策略震荡，我们在每一个时间步都引入了一个微小的常数级时间惩

罚 0c > 。综上所述，第 t 步的最终统一奖励函数定义如下： 

invalid 1

valid 1

,  if 1
,   if 1

t
t

t

R c
r

R c
ρ
ρ

+

+

− <
=

− =




 

本文的奖励函数由三个标量系数 λ、µ 及 c 共同调控。在整个训练周期内，我们对这些超参数采用了

固定赋值策略。值得强调的是，尽管参数本身保持恒定，但得益于奖励函数的分层设计，不同的奖励项

会在状态空间的不同区域交替占据主导地位：这一机制使得模型能够在决策初期优先致力于满足可行性

约束，而在一旦搜索到合法解后，则自动将重心转向对冗余节点的有效剪枝。 

3. 实验与结果分析  

3.1. 实验生成 

为保证所学习策略在不同图结构下的鲁棒性，本文设计并实现了一个定制化的随机无孤立图生成器

(random non-isolated graph generator)用于模型训练。与基于固定数据集的训练方式不同，该生成器能够在

训练过程中在线动态生成多样化的图实例，从而显著提升训练数据的覆盖范围。针对最小全支配集问题

的结构约束，我们在图生成过程中引入了以下两项关键机制以保证实例的有效性： 
 动态密度机制：对于每一个训练样本，连接概率并非固定设定，而是在区间[0.2, 1.0]内进行均匀采样。

该设计有助于避免模型过度适应特定稀疏或稠密模式，从而促使智能体学习到对不同图密度具有良

好适应性的通用决策策略。 
 连通性保障机制：鉴于最小全支配集问题要求图中不存在孤立节点，生成器在构造图结构后会对所
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有节点的度数进行校验。一旦检测到度数为 0 的节点，系统将强制为其随机添加一条连接边。该机

制确保所有生成实例在数学上均存在合法的全支配集解，从而保证训练过程的可行性与稳定性。 
在训练阶段，我们仅使用节点规模为 N = 20 的小规模随机图进行模型优化。为了评估模型在未见拓

扑结构上的零样本泛化能力(zero-shot generalization)，测试阶段额外构建了独立数据集，其中包含高度规

则化的结构图，包括三角晶格图(Triangular Lattices)和网格图(Grid Graphs)，用于检验模型在强结构约束

场景下的表现。 

3.2. 实验设置 

为验证所提出方法的有效性，本文选取经典贪婪算法(Greedy baseline)作为对比基线。该算法在每一

步迭代中选择能够覆盖最多当前未被支配节点的顶点，属于解决支配类问题的标准启发式方法。 
在评价指标方面，我们主要关注解的规模，即总支配集的节点数量|S|。由于本文提出的深度强化学

习智能体在所有测试实例上均能够稳定生成满足约束条件的可行解，因此评估过程不涉及可行性统计，

而仅聚焦于解质量的对比。 
在实现细节方面，本文方法基于 PyTorch 框架实现。MPNN 编码器 K = 3 个消息传递层构成，隐藏

维度设为 64。训练阶段采用 Adam 优化器，学习率为 1 × 10−4，总训练步数为 800,000。探索率 ϵ 在前

10,000 步内由 1.0 线性衰减至 0.05。经验回放池容量设为 100,000，批次大小 32。所有实验均在 NVIDI-
ARTXA6000 GPU 上完成。 

3.3. 结果分析 

3.3.1. 随机图环境下的性能评估(ER 与 BA) 
为了验证模型在不同图密度及拓扑结构下的鲁棒性，我们在具有多样化参数配置的 Erdos-Renyi (ER)

和 Barabasi-Albert (BA)图上进行了实验测试。将 Gurobi 求解器得到的解作为最优解基准，计算本文模型

(Ours)与其的差距(Gap)。 
在 ER 随机图中，在节点规模较小(N = 20)时，本文方法能够接近最优解(Gap 仅为 0%~12.5%)。随着

图规模的增长(N = 200)，虽然与最优解的 Gap 有所扩大，但相对于传统启发式算法仍保持显著优势。以

ER (p = 0.1, N = 200)为例，虽然我们的解(26.0)与 Gurobi (15.0)存在差距，但相比于 Greedy (85.0)和 GA 
(47.0)，我们的方法分别实现了 69.4%和 44.7%的性能提升。这表明在处理大规模稀疏图的长程依赖问题

时，基于 GNN 的智能体虽然难以达到理论最优，但其决策能力远超传统的贪婪策略，见表 1。 
 

Table 1. Evaluation of ability on ER graphs 
表 1. ER 图上的能力评估 

p Nodes Ours Gurobi GA Greedy Gap (%) 

0.1 

20 9.0 8.0 8.0 10.0 12.50 

40 13.0 12.0 14.0 19.0 8.33 

80 14.0 12.0 24.0 30.0 16.67 

100 17.0 13.0 27.0 41.0 30.77 

200 26.0 15.0 47.0 85.0 73.33 

0.3 
20 3.0 3.0 3.0 4.0 0.00 

40 5.0 4.0 6.0 14.0 25.00 
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续表 

 

80 10.0 5.0 9.0 27.0 100.00 

100 13.0 5.0 12.0 39.0 160,00 

200 26.0 6.0 41.0 82.0 333.33 

 
在 BA 无标度网络图中，实验结果表明，该模型对无标度拓扑具有较强的适应性。在小规模图上(N = 

20, 40)：无论 m = 4 还是 m = 8，模型均能多次达到最优解(Gap = 0%或接近 0%)，证明了其在低维空间的求

解精确度。在大规模图上(N = 200)：面对复杂的连通结构，Greedy 算法的性能急剧下降(例如 m = 8 时解集

大小达 82.0)，而我们的模型将解集控制在 29.0。尽管此时 Gap 达到 107.14%，但相对于 Greedy 算法，解

集规模缩减了近 65%，有力证明了 RL 策略能有效避免解集在大规模网络中的爆发式增长，见表 2。 
表中 Gap (差距)定义为 

Ours gurobi 100%
gurobi
−

×
 

 
Table 2. Evaluation of ability on BA graphs 
表 2. BA 图上的能力评估 

m Nodes Ours Gurobi GA Greedy Gap (%) 

4 

20 2.0 2.0 2.0 5.0 0.00 

40 6.0 6.0 8.0 11.0 0.00 

80 16.0 11.0 22.0 33.0 45.45 

100 19.0 12.0 25.0 44.0 58.33 

200 45.0 25.0 75.0 91.0 80.00 

8 

20 2.0 2.0 2.0 7.0 0.00 

40 4.0 3.0 5.0 12.0 33.33 

80 12.0 7.0 13.0 31.0 71.43 

100 14.0 8.0 20.0 40.0 75.00 

200 29.0 14.0 58.0 82.0 107.14 

3.3.2. 规则格点图上的零样本泛化 
为了验证模型是否具有泛化能力，我们将仅在 N = 20 随机图上训练完成的模型，直接部署到节点规

模从 20 到 200 不等的三角晶格和网格图上进行测试，且未进行任何微调(fine-tuning)。实验结果有力地证

实了该框架具备出色的零样本迁移性能。尽管训练数据仅局限于小型的随机拓扑，但模型依然成功地识

别并利用了晶格图内在的规则结构，见表 3： 
 三角图(Triangular Graphs)：我们的模型在三角晶格结构上展现了卓越的寻优能力。在测试的 10 组不

同规模中，模型在 5 组(N = 20, 30, 40, 80, 120)中均达到了与 Gurobi 求解器完全一致的最优解(Gap = 
0.00%)。特别是在 N = 120 的中等规模下，传统的贪婪算法解集大小为 32.0，而我们的模型精准地找

到了理论最优解 28.0，实现了 12.5%的性能提升。即便在难度最大的 N = 200 设置下，模型依然保持

了对贪婪算法的优势(50.0 vs 53.0)，证明了其在规则稠密图上的稳健性。 
 网格图(Grid Graphs)：模型在此类图上同样表现出极高的鲁棒性，能够跨越训练分布的限制。在 N = 
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20 至 N = 100 的范围内，模型在绝大多数案例(如 N = 63, 81, 100)中均成功收敛至最优解。以 N = 100
为例，与贪婪基线(34.0)相比，我们的解集规模显著缩小至 30.0 (与 Gurobi 一致)，性能提升约 11.76%。

这种随着图规模增大仍能频繁命中各类最优解的现象，充分证明了 MPNN 编码器真正捕获了支配问

题的局部拓扑法则，而非仅仅是固态地记忆了全局的图模式。 
本文模型的求解结果如图 2~5 所示，其中图 2、图 3 为 Grid 图上的展示，图 4、图 5 为 Tri 图上的展

示。 
 

Table 3. Evaluation of zero-shot generalization ability on regular grid graphs 
表 3. 规则格点图上的零样本泛化能力评估 

图类型 Nodes Ours Gurobi GA Greedy Gap (%) 

Grid 

20 8.0 8.0 8.0 8.0 0.00 

36 12.0 12.0 13.0 12.0 0.00 

63 20.0 20.0 24.0 23.0 0.00 

72 24.0 22.0 33.0 24.0 9.09 

81 25.0 25.0 35.0 28.0 0.00 

100 30.0 30.0 46.0 34.0 0.00 

120 37.0 36.0 56.0 41.0 2.78 

128 40.0 38.0 60.0 42.0 5.26 

Triangular 

20 6.0 6.0 6.0 6.0 0.00 

30 8.0 8.0 9.0 9.0 0.00 

40 10.0 10.0 10.0 11.0 0.00 

50 12.0 12.0 17.0 14.0 9.09 

60 15.0 14.0 21.0 16.0 7.14 

80 19.0 19.0 26.0 21.0 0.00 

100 24.0 23.0 33.0 27.0 4.35 

120 28.0 28.0 47.0 32.0 0.00 

160 39.0 36.0 65.0 41.0 8.33 

200 50.0 44.0 87.0 53.0 13.64 

 

 
Figure 2. Solution of MTDS on grid graphs (n = 20) 
图 2. 网格图上的 MTDS 求解结果(n = 20) 
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Figure 3. Solution of MTDS on grid graphs (n = 36) 
图 3. 网格图上的 MTDS 求解结果(n = 36) 

 

 
Figure 4. Solution of MTDS on triangular lattice graphs (n = 20) 
图 4. 三角格点图上的 MTDS 求解结果(n = 20) 

 

 
Figure 5. Solution of MTDS on triangular lattice graphs (n = 40) 
图 5. 三角格点图上的 MTDS 求解结果(n = 40) 

3.3.3. 计算开销分析 
从算法复杂度角度分析，基于 GNN 的 RL 在单次推理时间上相较于贪婪基线存在一定开销。这一现

象符合预期，因为贪婪算法仅涉及简单的节点度数统计，而本文方法需要执行神经网络的前向传播计算，

主要开销来自于多层消息传递过程中的矩阵运算。 
尽管如此，我们认为该额外计算代价在组合优化场景中是可以接受的。一方面，两种方法在时间复

杂度上均保持多项式级别；另一方面，相比于毫秒级的推理时间差异，解质量往往是更为关键的评价因

素。实验结果显示，在可接受的计算开销下，所提出方法能够稳定地将解规模平均降低最高达 14.3%。 
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此外，相较于精确求解器(如 Gurobi)所面临的指数级时间复杂度瓶颈，本文方法在保证多项式复杂度

的同时，仍能够获得显著优于启发式基线的解质量，从而在效率与性能之间提供了一种更具实践意义的

折中方案。 

4. 结论 

本文针对最小全支配集问题，提出了一种端到端的深度强化学习求解框架。通过将 MTDS 建模为序

列决策过程，并引入基于消息传递神经网络的状态表示以及约束感知的稠密奖励机制，模型能够在无需

后处理或启发式修复的情况下，直接生成满足全支配约束的可行解。实验结果表明，所提出的方法在不

同规模和结构的图数据上均表现出良好的泛化能力，并在解的规模上稳优于传统贪心策略。上述结果验

证了该框架在处理强结构约束组合优化问题时的有效性与鲁棒性。未来工作将进一步考虑将该方法扩展

至更大规模的图实例，并探索其在其他具有复杂约束条件的图优化问题中的适用性与潜在优势。 

代  码 

[GitHub] (https://github.com/Hyelow0/RL-Total-Dominating-main) 
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