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摘  要 

本文旨在研究一类带有对数非线性项的Kirchhoff型方程规范解的存在性问题。文章首先分析了与方程对

应的能量泛函在不同参数范围下的几何结构，随后运用变分方法中的极小化序列技巧，结合集中紧性原

理研究了该方程是否存在规范解。主要结果表明：在质量次临界和质量临界情形下，该方程存在一个全

局基态解；而在质量超临界情形中，则存在一个局部基态解。对比目前现有的结果，本文的结论是对现

有相关结果的推广。 
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Abstract 
This paper aims to investigate the existence of normalized solutions to a class of Kirchhoff-type 
equations with logarithmic nonlinearities. The paper first analyzes the geometric structure of the cor-
responding energy functional under different parameter regimes. Subsequently, variational methods, 
specifically the technique of minimizing sequences, are applied in conjunction with the concentra-
tion compactness principle to systematically explore whether normalized solutions exist for the 
equation. The main results show that in mass subcritical and mass critical cases, the equation 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2026.154138
https://doi.org/10.12677/aam.2026.154138
https://www.hanspub.org/


陆瑞康，谢启林 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.154138 79 应用数学进展 
 

admits a global ground state solution; whereas in the mass supercritical case, a local ground state 
solution exists. Compared to existing results, the conclusions of this paper extend the current find-
ings in the field. 
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1. 引言 

Kirchhoff 方程是一类非线性偏微分方程，由 Kirchhoff 在 1883 年研究弹性弦横向振动的物理问题时

所提出，是经典波动方程 d’Alembert’s 方程的推广。目前，Kirchhoff 方程在流体动力学、波动力学等领

域有着广泛的应用，并且在解决等离子体物理、电磁波传播等现代科学问题中显示出其重要性，因而具

有重要的理论研究价值。由于 Kirchhoff 方程包含有一项非局部项，使其分析与经典的波动方程相比更

为复杂。然而，在 Lion [1]引入了一种抽象函数分析框架之后，该方程引起了众多数学工作者的研究兴

趣[2] [3]。近来，带对数非线性项的波动方程成为了一个新兴的研究热点。例如，Zloshchastiev [4]提出

的一类量子波动方程，便揭示了对数非线性项对真空色散关系的修正机制。值得强调的是，尽管目前尚

无法将这些方程逐一与具体的物理模型完全对应，但对这类非线性波动方程的拓展研究仍具有重要的理

论价值。基于上述背景，本文主要研究一类带有对数非线性项的 Kirchhoff 方程 

 ( )3
2 22d log pa b u x u u u u u uλ α µ −− + ∇ ∆ = + +∫R   (1) 

在质量约束条件为 

 3
2 du x c=∫R  

下的规范解的存在性，其中， ,a b是正常数， c是正参数， 2 6p< < ， ,α µ∈R ， λ∈R 作为 Lagrange 乘
数。 

特别地，当 1, 0a b= = 时，方程(1)就退化成经典的 Schrödinger 方程 

 22log pu u u u u uλ α µ −−∆ = + + 。 (2) 

在 , ,cα µ 和 p取不同假设条件下，Shuai 和 Yang [5]证明了方程(2)的基态解和激发态解的存在性，同

时研究了当 0µ → 时基态解的渐近行为。 
如果将方程(1)中 2logu uα 替换成

2qu u−
，则它变成了带组合非线性项的 Kirchhoff 方程。关于这类

方程的研究已经有非常多的结果。Li [6]等建立了在 2 10 3p< < ，14 3 6q< ≤ 情况下，方程(1)存在多个

规范解的结果，并且分别研究了当 0µ → 和 0b → 时规范解的渐近行为。 
值得提及的是，14 3是 Kirchhoff 方程的 2L -临界指数，其决定了方程对应泛函的几何结构。于是，

在 1α = 、 0c > 和 0µ > 的假设下， p的取值范围可划分为 2 14 3p< < 、 14 3p = 、14 3 6p< < 这三种情

形。本文将运用变分法中的极小化序列技巧和集中紧性原理来证明方程(1)在这些情形中的规范解存在性。

此外，本文还考虑了 1α = 、 c 0> 、 0µ ≤ 以及 2p > 的情形。 
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2. 预备知识及主要结果 

虽然方程(1)在形式上具有与能量泛函 

( )
3 3

3 3

3

2 2

22 2 2

( ) d d
2 2

d log d
4 2

dp

aI u u x u x

b u x u u x

u x
p

λ
α λ

α

µ

−
= ∇ +

+ ∇ −

−

∫ ∫

∫ ∫

∫

R R

R R

R

 

相关的变分结构，但是该能量泛函在常规的 Sobolev 空间上无法良好定义。而 Cazenave [7]提出了一种新

的研究思路，可以考虑把能量泛函放在 Banach 空间 

 ( ){ }3
1 3 2 2: log dW u H u u x= ∈ < ∞∫RR  (3) 

上进行研究，该空间具备的范数定义为 

 ( ) ( ){ }1 3 3
1: inf 0 d 1 ,W Hu u k A k u x−= + > ≤∫R R

 

其中 

 ( )
2 2 3

2 3 6 3

log ,   0
3 4 ,   

,
: s s s eA s

s e s e e s

−

− − −

− ≤ ≤
= 

+ <−

当

当 。
 (4) 

事实上，由文献[7]可知， :I Wλ → R 是良好定义的且光滑的。因此，方程(1)的解可变为求能量泛

函 

 
( )

3

2 4 2
2 2 2

2 2

:
2 4 2

log d
2

p
p

a bI u u u u

u u x u
p

α

α µ

= ∇ + ∇ +

− −∫R
 

在约束条件 

 { }3
2: dcS u W u x c= ∈ =∫R  

下的临界点来获得。 
首先回顾 Gagliardo-Nirenberg [8] [9]不等式：对所有 ( )1 3u H∈ R ， 2 6t< ≤ ，有下面不等式 

 ( )1
2 2| ,t tt tt t

t tu uC uγ γ−≤ ∇  (5) 

其中 ( )2
2: 2 tt

tC t Q −= ，且 ( ) ( ): 3 2 2t t tγ = − ，其中Q 满足 

 2 2
2 2 2 p

pQ pQ Q∇ = = 。 

下面介绍本文中的主要结果。定义 I 在 cS 上的下确界为 

 ( ) ( ): inf
cu S

m c I u
∈

= 。 

定理 1.1：假设 1, 0cα = > 。如果下列三个条件中有一个成立 
1) 0µ ≤ 且 >2p ； 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.154138


陆瑞康，谢启林 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.154138 81 应用数学进展 
 

2) 0µ > 且 2 14 3p< < ； 

3) 0, : 14 3p pµ > = = 且
( )

2
1

4
pp

p
p

bpc
C

γ

µ

− 
<   
 

； 

则下确界 ( )m c 存在一个极小化元 cu S∈ 。此外， u 是正的、径向对称的、递减的函数，并且是方程

(1)的全局基态解。 
当 0µ > 且14 3 6p< < 时，可容易推出 ( )inf

cu S
I u

∈
= −∞。因此，在这种情况下，方程(1)没有全局基态

解。受到文献[10]的启发，这里引入下列 Pohozaev 流形 

 ( ){ }0 ,c cu S P u= ∈ =  

其中 

 
( ) 2 4

2 2:

3
2

p
p p

P u a u b u

cu αµγ

= ∇ + ∇

− −
 (6) 

且 ( )3 2 2p p pγ = − 。如果 u W∈ 是方程(1)的弱解，则 u 满足Pohozaev恒等式 ( ) 0P u = 。对任意 cu S∈ 和

s∈R ，定义伸缩变换 

 ( ) ( )3 /2 3: s ss u x e u e x x= ∈R, ,  

则 

( ) 2 42 4
2 2

3
2

p pp ss s
p p

cP s u ae u be u e uγ αµγ∇ −= + ∇ − 。  

Pohozaev 流形 c 与下列的纤维映射紧密相关 

 
( ) ( )

3

2 4
2 4
2 2

2 2 2 2
2 2

Ψ :
2 4

3 log d
2 2 2

p

s s

u

p s
p
p

ae bes I s u u u

s eu u u u x u
p

γα α α µ

= = ∇ + ∇

+ − − −∫R
。


  

通过直接的计算，可以得到对任意 cu S∈ 和 s∈R ，有 ( ) ( )'Ψu s P s u=  。由此可见纤维映射 ( )Ψu s
的临界点可将函数投影至 Pohozaev 流形 c 上。因此， ( )Ψu s 的单调性与凸性将显著影响 c 的结构。为

了寻找方程(1)的局部基态解，定义下列集合 

 { }0

2
02:k cV u S u k∈ ∇ <= ， 

其中 0k c< 为常数，并且定义 I 在
0kV 上的下确界为 

 ( )
0

: inf
k

c u V
m I u

∈
= 。 

定理 1.2：假设 1, 0,14 3 6pα µ= > < < 。存在常数 * 0c > ，使得当 *0 c c< ≤ 时，下确界 cm 存在一个

局部极小化元
0ku V∈ 。此外， u 是正的、径向对称的函数，并且是方程(1)的局部基态解。 

在本文中，我们使用以下符号： ( )3p pL L= R 表示赋范空间，其范数表示为 3( )pL pu u=R
。而 ( )1 3H R

表示常规的 Sobolev 空间，其范数表示为 ( )( )1 3 3

1/22 2
( ) dHu u u x= ∇ +∫R R

。和→分别表示在相关函数

空间中的弱收敛和强收敛。 
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3. 相关引理 

在本节中，首先给出定理 1.1 和定理 1.2 所需要的一些引理。定义函数 

 ( ) ( )2 2: log ,B s s s A s= +  

其中， A 由式(4)所定义。由引理 1.2 [7]可知， A 是一个正的凸增函数，并且对于任意 0s > ，存在一个

常数 0qK > ，使得 

 ( ) 10 ,   2,
3

q
qB s K s q  ≤ ∀ ∈ 

 
。 (7) 

另外，定义集合 

 ( ) ( ) ( ){ }1 3 1 3: locV u L A u L= ∈ ∈R R 。 

引理 2.1：(引理 2.1) [7] 
1) V 是与 A 对应的 Orlicz 空间。V 是一个自反 Banach 空间，并且具备下列范数 

 ( ){ }3
1inf 0 d 1:Vu k A k u x−>= ≤∫R

。 

2) 对于任意 u V∈ ，有 

{ } ( )

{ }
3

2

2

inf , d

sup ,

V V

V V

u u A u x

u u

≤

≤

∫R

。
 

3) 如果 nu u→ 在 3R 中几乎处处收敛，并且 ( ) ( )3 3d dnA u x A u x→ <∞∫ ∫R R
，则当 n →∞ 时，

0n Vu u− → 。 
定义 

 ( )1 3: ,r rW W H= ∩ R  

其中W 由式(3)所定义。因为 ( )1 3H R 和V 都是自反的 Banach 空间，所以W 也是一个自反的 Banach 空

间。在定理 1.1 的证明中，引理 2.1 将保证极小化序列在 rW 中是有界的且强收敛的。 
引理 2.2：(命题 2.7、命题 3.1) [7]下列结论成立 
1) ( )1 ,I W∈ R 且对于任意 u W∈ ，有 ( )DI u Lu= ，其中 

( )3
2

22

d Δ

ulog p

Lu a b u x u

u u uα µ −

= − + ∇

− −

∫R

。
 

2) 从 rW 到 ( )2 3L R 的嵌入是紧的。 
由于引理 2.1 保证了极小化序列在 rW 中是有界的，故引理 2.2 可推出极小化序列在 ( )2 3L R 中强收

敛。 

4. 定理证明 

定理 1.1 的证明：首先证明 ( )m c ∞> − 且 

 ( ) ( )
( )

( )
1 3

: inf
c r

r
u S H

m c m c I u
∩∈

= =
R

 

对于情况 1： 0µ ≤ 且 2p > 。令 2 10 3q< < ，对于任意 u W∈ ，由式(7)可以推出 
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( ) ( )

( )

( )

3

3

4
2

4
2

1
4 2
2 2

1 d
4 2
1 d
2

1
4 2

1
4 2

q
q

p
p

q
q q

q
qq

q q

bI u u A u x

B u x u
p

b u K u

b u C K c u
γ

γ

µ

−

≥ ∇ +

− −

≥ ∇ −

≥ ∇ − ∇

∫

∫

R

R

。

 (8) 

对于情况 2： 0µ > 且 2 14 3p< < 。类似式(8)，对于任意 u W∈ ，可以得到 

 
( )

( )

( )

1
4 2
2 2

1
2

2

1
4 2

q
q

p
p

q
qq

q q

p
pp

p

bI u u C K c u

C c u
p

γ
γ

γ
γµ

−

−

≥ ∇ − ∇

− ∇ 。

 (9) 

对于情况 3： 140,
3

p pµ > = = 且
( )

2
1

4
pp

p
p

bpc
C

γ

µ

− 
<   
 

。同样类似式(8)，对于任意 u W∈ ，可以得到 

 
( )

( )

( )

1
42
2

1
2

2

4

1
2

p

q
q

p
p
p

q
qq

q q

bI u C c u
p

C K c u

γ

γ
γ

µ
−

−

 
 ≥ − ∇
 
 

− ∇

 (10) 

因为对于任意 ( )2,10 3q∈ ，有 2qqγ < ，所以在定理 1.1 的假设条件下， I 在 cS 上是强制的。于是，

( )m c ∞> − 。 
接下来证明 ( ) ( )rm c cm= ，由于 ( ) ( )rm c cm≤ 是显然的，所以只需证明 ( ) ( )rm c cm≥ 即可。假设

{ }n cu S⊂ 是 ( )m c 的一个极小化序列，设 *
nu 为 nu 的对称递减重排。由章节 3.3 的(iv)~(v)和引理 7.17 [11]

可知 

 3 3

2 2* d d ,n nu x u x∇ ≤ ∇∫ ∫R R
 

 [ ]3 3
* d d , 2,6

r r
n nu x u x r= ∀ ∈∫ ∫R R

。 

由前面的介绍可知 A 和 B 是定义在 ( )0,+∞ 上的正的、凸的、递增的函数，结合章节 3.3 的(v) [11]，
可以得到 

 ( ) ( )3 3
* d d ,n nA u x A u x=∫ ∫R R

 

 ( ) ( )3 3
* d d ,n nB u x B u x=∫ ∫R R

 

这意味着 

 3 3

2 2 2 2* *log d log dn n n nu u x u u x=∫ ∫R R
。 

因此 

 ( )
( )

( ) ( ) ( )
1 3

inf inf
cc r

r u Su S H
m I u Ic u m c

∈∈ ∩
= ≤ =

R
。 
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最后证明 ( )m c 在 cS 中是可达的。假设{ } ( )1 3
n c ru S H⊂ ∩ R 是 ( )m c 的一个极小化序列。由式(8)~(10)

可以推得{ }nu 在 ( )1 3H R 中是有界的，并且 ( ){ }3 dnA u x∫R
 也是有界的。根据引理 2.1，可以得到{ }nu 在

V 中是有界的，接着 { }nu 在 rW 中也是有界的。因此， nu u 在 rW 中弱收敛。再结合引理 2.2，有

nu u→ 在 ( )2 3L R 中强收敛，并且 ( ) ( )nu x xu→ 在 3R 中几乎处处收敛。当 0µ > 时，我们可以推得 

 ( ) ( ) ( )1 3
nB u B u L→ R在 中强收敛, 

 ( )3
n

pu u L→ R在 中强收敛。 

因此 

 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

3

3

3

2 4 2
2 2 2

2 2

2 4 2

2 2 2lim

lim

1
2 4 2

1 log d
2

1inf
2 4 2

1 d
2
1 d
2

inf

p
p

n n nn

n

p
p

nn

a bm c I u u u u

u u x u
p

a bu u u

A u x

B u x u
p

I u m c

µ

µ

→∞

→∞





≤ = ∇ + ∇ +

− −

≤ ∇ + ∇ +

+ 


− −

≤ =

∫

∫

∫

R

R

R

。

 (11) 

于是， ( ) ( )I u m c= ， nu u→ 在 ( )1 3H R 中强收敛和 ( ) ( )nA u A u→ 在 ( )1 3L R 中强收敛。结合引理

2.1，可以得到 nu u→ 在V 中强收敛。因此， nu u→ 在 rW 中强收敛。 
当 0µ ≤ 时，可以采用相同的论证。通过弱下半连续性，有 

 3 3infm d dli pp
nn

u x u x
p p
µ µ

→∞

 
− ≤ − 
 

∫ ∫R R
。 

类似式(11)，可以得到 nu u→ 在 rW 中强收敛。由于 u 是方程(1)的一个非负非平凡弱解，利用椭圆

正则性理论可以得到 ( )2 3Ru∈ 。最后根据强最大值原理[12]可推出 0u > 。证毕。 
定理 1.2 的证明：首先证明下列结论。 
当 0µ > 且14 3 6p< < 时，存在一个常数 *c ，如果 ( ) 0P u ≤ 且

2
02u k∇ = ，则 *c c≥ 。此外，如果

( ) 0P u ≤ 且 *c c< ，则
2

02u k∇ ≠ 。 
由 ( ) 0P u ≤ 可得 

 2 4
2 2

3
2

p
p pa u b u u cµγ∇ + ∇ ≤ + 。 

结合 Gagliardo-Nirenberg 不等式可得 

 
( )1

2 4 2
2 2 2

3
2

p
p

p
pp

p pa u b u C c u c
γ

γµγ
−

∇ + ∇ ≤ ∇ + 。 

令
2

02u k∇ = ，则 

( )1
2 2 2

0 0 0
3
2

p pp p
p

p pak bk C c k c
γ γ

µγ
−

+ ≤ + 。 
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存在一个 *c ，使得当 *c c≥ 时，上述不等式成立。由此可推出如果 ( ) 0P u ≤ 且 *c c< ，则 2
2 0u k∇ ≠  。 

接下来证明 cm 是在
0kV 中是可达的。设{ }nu 是 cm 的最小化序列，类似于定理 1.1 的证明，可以推得

nu u→ 在 rW 中强收敛。因此，只需要证明
0ku V∈ 即可。事实上，如果

2
02u k∇ = 且 *0 c c< < ，由前面的

证明直接推得 ( ) 0P u > ，故存在 0 0t < 使得
00 kt u V∈ 且 ( ) ( )0 cI t u I u m< = 。这与 cm 的定义矛盾。 

另一方面，如果
2

02u k∇ = 且 *c c= ，可以分为三种情况讨论。 
(i)：如果 ( ) 0P u < ，类似于前面的证明，可以得到 *c c> ，与假设矛盾。 
(ii)：如果 ( ) 0P u = ，由 Gagliardo-Nirenberg 不等式可以得到 

 
( )1

2 4 2
2 2 2

3
2

p
p

p
pp

p pa u b u C c u c
γ

γµγ
−

∇ + ∇ ≤ ∇ + ， 

其中，等式仅在 Gagliardo-Nirenberg 不等式的最佳常数取得时成立，由文献[9]可知 u 满足 

 2 2
2 2u u=∇ ， 

这与 0k c< 矛盾。因此， 

 
( )1

2 4 2
2 2 2

3
2

p
p

p
pp

p pa u b u C c u c
γ

γµγ
−

∇ + ∇ < ∇ + 。 

因为
2

02u k∇ = ，可以得到 *c c> ，与假设矛盾。 
(iii)：如果 ( ) 0P u > ，则存在 1 0t < 使得

01 kt u V∈ 且 ( ) ( )0 cI t u I u m< = 。与 cm 的定义矛盾。 
综上所述，

0ku V∈ 且 ( ) cI u m= 。最后，结合
2

02u k∇ < 和命题 A.1 [13]，可以得出 u 是 I 在 cS 上的正

的、径向对称的临界点。证毕。 
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