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摘  要 

定积分是高等数学的核心内容。本文选取典型积分题，系统探讨了四种求解方法：区间再现公式法、分

部积分法、换元法及含参变量积分法。通过详细推导，揭示了不同积分技巧在解决同一问题时的内在联

系与思想统一性。研究表明，灵活运用积分技巧不仅能简化计算过程，更能深化对积分本质及数学思想

的理解。本文从数学方法论角度，剖析各方法的适用条件与思想内核，为高等数学教学与研究提供理论

参考。 
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Abstract 
Definite integral is a core component of higher mathematics. This paper selects a typical integral 
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problem and systematically explores four solution methods: the interval reproduction formula 
method, integration by parts, the substitution method, and the parametric integral method. Through 
detailed derivations, it reveals the intrinsic connections and underlying unity among different inte-
gration techniques when solving the same problem. The analysis shows that the flexible application 
of integration techniques not only simplifies calculations but also deepens the understanding of the 
essence of integration and mathematical ideas. From the perspective of mathematical methodology, 
this paper examines the applicable conditions and core ideas of each method, providing theoretical 
references for higher mathematics education and research. 
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1. 引言 

定积分作为高等数学的核心概念之一，不仅在理论体系中占有重要地位，在实际应用中也具有广泛

的价值。它不仅是连接微分学与积分学的桥梁，更是解决面积、体积、弧长等几何问题以及物理、工程

中各种实际问题的有力工具[1]。在大学生数学竞赛、研究生入学考试以及各类数学能力测试中，定积分

的计算与证明往往是重点考查内容[2]。然而，面对形式各异的被积函数，如何选择恰当的积分技巧往往

成为解决问题的关键。 
本文选取了一道经典的定积分题目：  

 20

sin d
1 cos

x xI x
x

π
=

+∫  

该积分在形式上具有一定的复杂性，包含了多项式函数与三角函数的组合，且积分区间为 [ ]0,π 。结

构上蕴含对称性，为多种积分技巧的施展提供了理想平台。我们将从区间再现公式、分部积分、换元法

及含参变量积分四个角度分别求解，展示不同方法的推导过程，并深入分析其背后的数学思想，如对称

性、化归思想、参数化思想等。通过对比，揭示这些方法的内在联系与普适性，以期对积分理论的理解

有所裨益[3]。 

2. 四种解法展示 

例题：计算 = ∫
π xsinxI x

cos x20
d

1+
 

解法一：区间再现公式法 
区间再现公式是定积分计算中的一个重要技巧，其基本形式为：  

 ( ) ( )d d
b b

a a
f x x f a b x x= + −∫ ∫  

这一公式的本质是积分区间上函数的对称性。对于我们的题目，令 0,a b π= = ，则有：  

 ( ) ( )
( )2 20 0

sinsin d d
1 cos 1 cos

x xx xI x x
x x

π π π π
π

− −
= =

+ + −∫ ∫  
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利用三角函数的性质： ( )sin sinx xπ − = ， ( )cos cosx xπ − = − ，且 ( )2 2cos cosx xπ − = ，可得：  

 
( )

20

sin
d

1 cos
x x

I x
x

π π −
=

+∫  

将原积分 I 与上式相加，得到：  

 
( )

2 2 20 0 0

sinsin sin2 d d d
1 cos 1 cos 1 cos

x xx x xI x x x
x x x

π π ππ π−
= + =

+ + +∫ ∫ ∫  

即： 

 20

sin d
2 1 cos

xI x
x

ππ
=

+∫  

现在，我们只需要计算 20

sin d
1 cos

xJ x
x

π
=

+∫ 。令 cost x= ，则 d sin dt x x= − ，且当 0x = 时 1t = ，当 x π=

时 1t = − 。于是： 

 
1 1

2 2 20 1 1

sin d dd
1 cos 1 1

x t tJ x
x t t

π − −−
= = =

+ + +∫ ∫ ∫  

这是一个基本的反正切积分：  

 ( )1
1arctan arctan1 arctan 1

4 4 2
J t π π π

−

 = = − − = − = 
 

 

因此：  

 
2

2 2 4
I π π π
= × =  

方法点评：区间再现公式法通过变量代换 x a b x+ − 实现了积分区间的“对折”，从而消去了被积

函数中的线性因子 x 。这一技巧的本质是对称性原理在积分计算中的运用[4]：当积分区间对称且被积函

数可分解为对称与反对称部分时，通过对称变换可提取出不变信息(本例中为π )。该思想与物理学中的对

称性导致守恒律有异曲同工之妙，体现了数学中的不变量思想。 
解法二：分部积分法[1] 
分部积分法是处理乘积函数积分的基本方法，公式为 d du v uv v u= −∫ ∫ 。对于本题，我们选择：  

 2

sin,d d
1 cos

xu x v x
x

= =
+

 

首先需要求出 v，即计算 2

sin d
1 cos

x x
x+∫ 。令 cost x= ，则 d sin dt x x= − ，于是：  

 ( )2 2

sin dd arctan arctan cos
1 cos 1

x tx t C x C
x t

= − = − + = − +
+ +∫ ∫  

取 ( )arctan cosv x= − 。应用分部积分公式： 

 ( )( ) ( )( )20 00

sin d arctan cos arctan cos d
1 cos

xI x x x x x x
x

ππ π
 = ⋅ = ⋅ − − − +∫ ∫  

现在计算边界项： 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

0

2

arctan cos arctan cos 0 arctan cos 0

arctan 1 0

4 4

x x
π

π π

π

π ππ

 ⋅ − = ⋅ − − ⋅ − 

= ⋅ − − −

= ⋅ =

 

于是：  

 ( )
2

0
arctan cos d

4
I x x

ππ
= + ∫  

现在考虑 ( )
0

arctan cos dK x x
π

= ∫ 。利用区间再现公式，令 x tπ= − ，则： 

 ( ) ( )( )( ) ( )0

0 0
arctan cos d arctan cos d arctan cos dK x x t t t t

π π

π
π= = − − = −∫ ∫ ∫  

由于 ( )arctan arctanu u− = − ，所以：  

 ( )
0

arctan cos dK t t K
π

= − = −∫  

即 2 0K = ，所以 0K = 。因此：  

 
2 2

0
4 4

I π π
= + =  

方法点评：分部积分法将原积分转化为边界项与一个新积分之和。表面上看新积分仍然复杂，但通

过对称性(区间再现)证明了其为零。这一过程揭示了微积分基本定理(分部积分源于导数乘积法则)与对称

性之间的深层联系：分部积分将问题“降维”，而对称性则利用函数的奇偶性消除了剩余部分。这体现

了数学中递归结构与对偶性的思想——通过变换将问题分解为已知部分和可消去的部分。 
解法三：换元法[1] (对称性利用) 
换元法是积分计算中最常用的技巧之一。对于本题，我们可以通过适当的换元利用对称性简化计算。令：  

2
t x π
= −  

则当 0x = 时
2

t π
= − ，当 x π= 时

2
t π
= ，且

2
x t π
= + ， d dx t= 。代入原积分： 

2

22

sin
2 2 d

1 cos
2

t t
I t

t

π

π

π π

π−

   + +   
   =

 + + 
 

∫  

利用三角函数的和角公式：sin cos
2

t tπ + = 
 

，cos sin
2

t tπ + = − 
 

，所以 2 2cos sin
2

t tπ + = 
 

。于是： 

 2
2

2

cos
2 d

1 sin

t t
I t

t

π

π

π

−

 + 
 =

+∫  

将积分拆分为两部分：  

 2 2
2 2

2 2

cos cosd d
21 sin 1 sin

t t tI t t
t t

π π

π π
π

− −
= +

+ +∫ ∫  

观察第一部分：被积函数 ( ) 2

cos
1 sin

t tf t
t

=
+

是奇函数(因为 t 是奇函数，cos t 是偶函数，分母是偶函数，
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所以整体是奇函数)，而积分区间关于原点对称，因此：  

 2
2

2

cos d 0
1 sin

t t t
t

π

π
−

=
+∫  

第二部分：被积函数 ( ) 2

cos
1 sin

tg t
t

=
+

是偶函数，所以：  

 2 2
2 20

2

cos cosd 2 d
1 sin 1 sin

t tt t
t t

π π

π
−

=
+ +∫ ∫  

令 sinu t= ，则 d cos du t t= ，当 0t = 时 0u = ，当
2

t π
= 时 1u = 。于是：  

 
1 12

2 2 00 0

cos d2 d 2 2arctan 2
4 21 sin 1

t ut u
t u

π π π
= = = × =

+ +∫ ∫  

因此： 

 
2

0
2 2 4

I π π π
= + × =  

方法点评：平移换元 2t x π= − 将积分区间转化为关于原点对称，从而使得被积函数分解为奇函数和

偶函数部分。这一技巧的本质是奇偶性分解与线性变换下的不变性[4]。通过选择合适的变量替换，将问

题转化为标准形式，体现了数学中“坐标变换”思想的威力——改变观察角度，使隐藏的对称性显现出

来。 
解法四：含参变量积分法[1] 
含参变量积分法是一种高级技巧，通过引入参数构建函数族，然后利用微积分基本定理或莱布尼茨

公式求解。对于本题，我们定义含参积分： 

 ( ) ( )2
0

ln 1 cos d , 0F a a x x a
π

= + >∫  

则 ( )0 0F = 。对参数 a 求导，由莱布尼茨公式： 

 ( ) ( )
2

2
20 0

cosln 1 cos d d
1 cos

xF a a x x x
a a x

π π∂
= + =

∂ +
′ ∫ ∫  

现在计算 ( )F a′ ：  

 

( )
2

20

20

20

cos d
1 cos
1 11 d

1 cos
1 d

1 cos

xF a x
a x

x
a a x

x
a a a x

π

π

ππ

=
+
 = − 
 

= −
+

′

+

∫

∫

∫

 

计算积分 20

d
1 cos

x
a x

π

+∫ 。由于被积函数是偶函数且周期为π ，有：  

 2
2 20 0

d d2
1 cos 1 cos

x x
a x a x

ππ
=

+ +∫ ∫  

令 tant x= ，则 2
2

1cos
1

x
t

=
+

， 2

dd
1

tx
t

=
+

，且当 0x = 时 0t = ，当
2

x π
= 时 t →∞。于是： 
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( )

2 2
20 0

2

20

2

20

20

0

d d
1 cos 1

1
1 d

11
1
d

1
d
1

1 arctan
1 1
1

21

x x
aa x
t

t
a t
t

t
t a

t
t a

t
a a

a

π π

π

∞

∞

∞

∞

=
+ +

+

= ⋅
++

+

=
+ +

=
+ +

  
=   

+ +  

= ⋅
+

∫ ∫

∫

∫

∫

 

因此：  

 20

d 12
21 cos 1 1

x
a x a a

π π π
= ⋅ ⋅ =

+ + +∫  

代入 ( )F a′ 的表达式：  

 ( ) 1 11
1 1

F a
a a aa a
π π π  

= − ⋅ = −
+

′  
+  

 

现在，我们注意到原积分 I 与 ( )F a 的关系。考虑分部积分：  

 

( )( ) ( )

20

20

00

sin d
1 cos

sin d
1 cos

arctan cos arctan cos d

x xI x
x
xx x

x

x x x x

π

π

π π

=
+

= ⋅
+

 = ⋅ − + 

∫

∫

∫

 

由解法二可知，第一项等于
2

4
π

，第二项等于 0。因此
2

4
I π
= 。  

为了展示含参积分法的完整应用，我们也可以从另一个角度建立联系。注意到：  

 
( )

2

2 22

d sin sin cos
d 1 cos 1 cos

x x x x x
a a x a x

  = − +  +
 

虽然这不能直接得到原积分，但通过计算 ( )F a′′ 等更高阶导数，理论上可以建立联系，不过计算较为

复杂。从方法论角度看，含参变量积分法更多的是作为一种思想方法，展示如何通过引入参数将问题转化。  
方法点评：参变量积分法通过引入参数 a ，将原积分嵌入到一族积分 ( )F a 中。这种“参数化”思想

是数学中常见的研究策略——将孤立的问题置于更广泛的背景中，利用整体性质(如对参数的导数)来揭

示局部信息。莱布尼茨公式沟通了积分与导数，体现了微积分基本定理的深刻性。该方法虽然计算稍繁，

但它展示了抽象化与一般化的思维路径，以及数学中“由特殊到一般”的哲学思想[5]。 

3. 方法总结与比较 

解法一(区间再现公式法)：核心是利用对称性消去线性因子，将积分简化为基本形式。适用于积分区
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间对称且被积函数含线性因子的情形。 
解法二(分部积分法)：通过分部积分将原积分转化为边界项与辅助积分，再结合对称性证明辅助积分

为零。体现分部积分与对称技巧的协同。 
解法三(换元法)：平移换元使积分区间对称，进而利用奇偶性简化运算。凸显变量替换在揭示函数对

称性方面的作用。 
解法四(含参变量积分法)：引入参数构造含参积分，将问题置于更一般框架中，利用求导与积分交换

求得结果。展示参数化思想与微积分基本定理的深刻联系。 
下面把四种解法的区别，用表格的形式给出，见表 1。 

 
Table 1. Comparison of four solution methods 
表 1. 四种解法的比较 

解法 核心思想 数学哲学 适用范围 典型步骤 

区间再现公式法 对称性、 
不变量 

对称性原理、 
守恒律 

积分区间对称， 
被积函数含线性因子 

作代换 x a b x+ − ， 
相加消去线性项 

分部积分法 递归、 
对偶性 

微积分基本定理、 
降维 

乘积函数积分， 
用对称性消去剩余项 

设 u x= ， dv 为剩余部分， 
计算边界项和辅助积分 

换元法 坐标变换、 
奇偶分解 线性变换下的不变性 可化为对称区间， 

利用奇偶性简化 
平移 2t x π= − ， 
拆分为奇偶部分 

含参变量积分法 参数化、 
一般化 抽象化、整体到局部 含参数的积分族， 

可用莱布尼茨公式 
定义含参积分 ( )F a ， 

求导并计算，最后与目标积分联系 
 

几何直观：从几何角度看，区间再现公式法和换元法都利用了积分区间的对称性。原积分

20

sin d
1 cos

x xI x
x

π
=

+∫ 的几何意义是在区间 [ ]0,π 上，函数 ( ) 2

sin
1 cos

x xf x
x

=
+

与 x 轴围成的有向面积代数和[1]。

注意到在 [ ]0, 2π 区间上函数值为正，在 [ ]2,π π 区间上函数值为负，因此积分结果等于这两个区域面积

的代数和。 
核心思想：四种方法尽管路径不同，但均围绕“化简”展开——或利用对称性消元，或借助参数化

拓宽视野。这反映了数学中“化归”思想的普遍性：将未知问题转化为已知模型[6]。 

4. 结语 

本文通过对一道典型定积分题目的四种解法探讨，展示了数学方法论的丰富性与统一性。区间再现

公式以对称变换消去线性因子，体现了对称性在积分计算中的核心作用[7]；分部积分法将原积分转化为

边界项与辅助积分，揭示了积分运算的递归结构；换元法通过平移变换将区间对称化，彰显了变量替换

在简化问题中的灵活性；含参变量积分法则引入参数构建函数族，展现了从特殊到一般的抽象思维路径

[8]。四种方法虽路径各异，却共同指向同一个结果，这正是数学内在统一性的生动体现。  
从更广阔的视角看，这些方法并非孤立存在。区间再现与换元共享对称思想，分部积分与含参积分

同源微积分基本定理，而含参积分法更可推广至含参积分的求导、积分号下积分等更复杂情境。这种方

法的交织与延展，正是数学思想生命力的体现。  
定积分计算的意义，远不止于求得一个数值结果。通过一题多解的探究，我们得以窥见数学方法的多样

性与思想的统一性——面对问题，数学的智慧在于发现不同路径，而数学的美在于它们最终指向同一本质。 
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