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摘  要 

在本文中，我们考虑Boson star方程 

( ) ( )ti m V x
x

22 1
ψ ψ ψ ψ ψ

 
∂ = −∆ + − ∗ +  

 
在 3
 上。 

其中 ( ) ( )itt x x vt, e µψ ϕ= − 为行波孤立子，v 3∈ 表示速度。众所周知，Fröhlich、Jonsson和Lenzmann

证明了当 v 1< 时，存在一个临界常数 ( )cN v ，使得行波存在当且仅当 ( )cN N v0 < < ，其中 N 表示粒子

数。在本文中，我们考虑 ( )v ,0,0β=  (其中 0 1β< < )，并令 ( ) ( ) ( )c c v
N N v

,0,0β
β

=
= 。基于这一事实，当

0β +→ 时，对于满足 ( ) ( )cL
N2

2
1βϕ β β= − 的推进基态 βϕ ，我们计算其极限行为。 
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Abstract 
In this paper, we consider the Boson star equation  

( ) ( )ti m V x
x

22 1
ψ ψ ψ ψ ψ

 
∂ = −∆ + − ∗ +  

 
, on 3

  

where ( ) ( )itt x x vt, e µψ ϕ= −  refers to the travelling solitary waves, v 3∈  denotes the velocity. It 
is well known that Fröhlich, Jonsson, and Lenzmann proved that for v 1< , there exists a critical 
constant ( )cN v  such that travelling waves exist if and only if ( )cN N v0 < < , where N  denotes 
the particle number. In the present paper, we consider ( )v ,0,0β=  (where 0 1β< < ) and set 

( ) ( ) ( )c c v
N N v

,0,0β
β

=
= . Based on this fact, as 0β +→ , we compute the limit behavior of the boosted 

ground state βϕ  satisfying ( ) ( )cL
N2

2
1βϕ β β= − . 
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1. 研究背景及意义 

在本文中，我们研究玻色星方程 

 ( ) ( )22 1
ti m V x

x
ψ ψ ψ ψ ψ

 
∂ = −∆ + − ∗ +  

 
在 3
 上。 (1.1) 

该方程可用于描述玻色星的动力学行为的理论与方法[1]-[4]。其中，算子 2m−∆ + 表示动能算子，

这里 0m ≥ ；卷积核
1 
x
在合适的物理单位下代表牛顿引力势。 

其中外势 ( )V x 将满足： 
(V1) 1V C∈ 是单调递增且非负的径向对称函数； 
(V2) 存在常数 0 0C > 且 2p ≥ ，使得 

( )
0lim px

V x x
C

p x→∞

∇ ⋅
= ; 

(V3) 存在常数 1 0C ≥ 且 0 pα< < ，使得 

( ) 0
1lim

p

x

V x x C p x
C

x α→∞

∇ ⋅ −
= ; 

(V4) 存在常数 2 0C ≥ ，使得 
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( ) 0
2lim

p

x

V x C x
C

x α→∞

−
= . 

满足上述条件的外势 ( )V x 有很多类，例如调和外势
2x 以及更一般的多项式型外势

1

i
n p

i
i

a x
=
∑  (其中

0ia > ， 2ip ≥ )，本文主要讨论调和外势，即 ( ) 2V x x= 。 

已有大量文献致力于研究方程(1.1)。文献[5] [6]研究了柯西问题解的适定性；文献[7] [8]探讨了有限

时间爆破现象(这标志着玻色星“引力坍缩”的开始)；文献[9] [10]的作者则研究了散射问题。其他相关工

作可参见[11]-[17]及其参考文献。 
在本文中，我们重点研究形如 

 ( ) ( ), eitt x x vtµψ ϕ= − . (1.2) 

的行波孤立子，其中 µ∈，行波速度 3v∈ ， v 对应其速率。 
我们注意到，行波在反应扩散方程中得到了广泛研究，可参见文献[18]-[20]及其参考文献。关于方程

(1.1)的行波，已有一些研究结果：Fröhlich、Jonsson 和 Lenzmann [12]证明了当 1v < 时行波孤子(也称为

推进基态)的存在性( ( ) 0V x = )。 
引理 1.1 ([12]，定理 1.2)假设 0m > 且 0 1β≤ < 。则： 
(i) 当 ( )0 cN N β< < 时，问题(1.1)存在极小元 ( )1 2 3Hβϕ ∈  。 
(ii) 当 ( )cN N β≥ 时，问题(1.1)不存在极小元。 
随后在文献[21]中，他们进一步研究了当 1v  时行波孤子在外场势中的有效运动。Bellazzini、

Georgiev、Lenzmann 和 Visciglia 在[11]证明了当 1v ≥ 时行波孤子不存在。文献[22]研究了在 v 固定、

( )cN N v 时推进基态的渐近行为。文献[23]假设 ( ),0,0v β= ，其中 0 1β≤ < ， ( ) 0V x = 。将(1.2)代入(1.1)，
研究得到当 0v → 时行波孤子的爆破剖面。 

我们可假设 ( ),0,0v β= ，其中 0 1β≤ < ， ( ) 2V x x= 。将(1.2)代入(1.1)，可得到如下方程： 

 
1

2 22 1
xm i x

x
ϕ β ϕ ϕ ϕ ϕ µϕ

 
−∆ + + ∂ − ∗ + = −  

 
. (1.3) 

该方程可被视为下述极小化问题对应的欧拉–拉格朗日方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }3

21 2 3: inf : , dE N H x x Nβ β ψ ψ ψ= ∈ =∫


 , (1.4) 

其中 

 ( ) 31

2 2 2 221 1 1 1: , , d
2 2 4 2x

im x x
xβ

βψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
 

= −∆ + + ∂ − ∗ +  
 

∫


 . (1.5) 

在文献[12]中，问题(1.4)的极小元被称为推进基态。 
我们从文献[12]中回顾：当 0 1β< < 时，对应的 Gagliardo-Nirenberg 型不等式可写为 

 
( ) ( )3 1

2 21 2d , ,x
c

x i
x N

ψ ψ ψ β ψ ψ ψ
β

 
∗ ≤ −∆ + ∂  

 
∫


， (1.6) 

其中 ,⋅ ⋅ 表示 2L 内积，
( )
2

cN β
是最佳常数。此外，上述不等式的任意极值函数 ( )Q xβ 满足 
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1

21 0x vQ Q i Q Q Q
xβ β β ββ

 
− + + ∂ − ∗ =  

 
△ , (1.7) 

且有 

 ( ) 2

2
,c L

N Q Q Qβ β ββ = = . (1.8) 

令 ( )0c cN N= ，则由文献[12]中的式(2.9)可知，对 0 1β< < 有 

 ( ) ( )1 c c cN N Nβ β− ≤ ≤ . (1.9) 

我们注意到， cN 被视为“Chandrasekhar 极限质量”[2]。上述不等式意味着当 0β → 时 ( )c cN Nβ → 。

在文献[11]中，作者还证明了当 1β −→ 时 ( ) 0cN β → 。在[23]中，证明了 ( )cN β 是 Lipschitz 连续的。本

文证明了在调和外势下， 0β +→ 时，对于满足 ( ) ( )2

2
1 cL

Nβϕ β β= − 的推进基态 βϕ ，并计算其极限行为。 
定理 1.2 假设 0m > ， 0 1β< < 。令 βϕ 为 ( )( )E Nβ β  (见(1.4))的非负推进基态，其中 

( ) ( ) ( )1 cN Nβ β β= − 。则存在序列{ }kβ  (满足当 k →∞时 0kβ
+→ )和{ } 3

ky ⊂  ，使得 

1 2
0

lim
Hβ

β
ϕ

+→
= +∞，即

1
2, ~β βϕ ϕ β

−
−∆  

并且 

 ( ) ( )( )
3 1 3
4 2 2

0lim
kk k kk

x y Q x yββ ϕ β γ γ
→∞

 
+ = +  

 
 (1.10) 

在 ( )3pL  中强收敛，其中 2 3p≤ < ，这里Q 是下述方程的正基态： 

 21 0Q Q Q Q
x

 
−∆ + − ∗ =  

 
. (1.11) 

在文献[22]中研究了在 v固定、 ( )cN N v 时推进基态的极限行为。与之不同的是，本文研究的是当

0v →  (在上述定理中我们取 ( ),0,0v β= )时的极限行为，因此行波速度 v 不再固定，这带来了更多的困

难。 

本定理的关键在于，当 0β +→ 时，得到 ( )( )E Nβ β 和 3

2 21 dx
x β βϕ ϕ

 
∗  

 
∫


的两个最优估计，其中 βϕ

是 ( )( )E Nβ β 的推进基态。 3

2 21 dx
x β βϕ ϕ

 
∗  

 
∫


的上界容易得到，但其下界的推导则更为困难，这是因

为动量项
1

, xiβ βϕ ϕ∂ 和 ( )N β 会随 β 变化，我们需要利用这两项的一些性质。 

本文的结构安排如下：在第 2 节中，我们证明定理 1.1。 

2. 主要定理证明 

首先，我们有： 
引理 2.1 假设 0m > ，且 0 1β< < 。令 ( ) ( ) ( )1 cN Nβ β β= − ，则存在正常数 1C 和 2C ，使得当 0β +→

时， ( )( )E Nβ β 满足 

 ( )( )
1 1
2 2

1 2C E N Cββ β β≤ ≤ . (2.1) 

证明：设 ( )Q xβ 是(1.6)的一个极值函数，并令 ( )3 2Q Q xλ
β βλ λ=  (其中 0λ > )，则 ( )

2 2

22 cQ Q Nλ
β β β= = 。
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利用 Plancherel 的定理，我们可推导出 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

3

3

3

22 2 2 2

22

2 2 2

2 2

ˆ, d

ˆ d

1 ˆ d
2

Q m Q Q k k m k k

mQ k k
k m k

m Q k k
k

λ λ
β β β

β

β

λ λ

λ λ

λ

−∆ + − −∆ = + −

=
+ −

≤

∫

∫

∫







 (2.2)

 

由此可得 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

1

3 3

3 3

3

2

2 2 22

2 2 222

2 2

1 1

11 , ,
2 2

1 1 1d d
4 2

1 1 11 , d d
2 4 2

1 1ˆ1 d
4 4

c

x

E N E N Q

iQ m Q Q Q

Q Q x x Q x
x

Q m Q Q Q x x Q x
x

m Q k k
k

λ
β β β β

λ λ λ λ
β β β β

λ λ λ
β β β

λ λ λ λ λ
β β β β β

β

β β β β

ββ

β

ββ

λββ
λ

= − ≤ − ⋅

= − −∆ + + ∂


 − − ∗ +      
   = − −∆ + + ∗ +      

≤ − +

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 





3 3

22 2 2

2

1d d
2

Q Q x x Q x
x

λ
β β βλ

   ∗ +      
∫ ∫
 

 (2.3)

 

当 0β +→ ，取
1
2λ β

−
= ，我们可以得到 ( )( )E Nβ β 的上界。 

为了证明下界，我们发现对任意满足 ( ) ( )2
2 1 cNψ β β= − 的 ( )1 2 3Hψ ∈  ，由式(1.6)可知 

( )

( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

3 31

1 1

1 1

3

222 22

2

2

2 2 2
1 2 31 1

1 1 1 1, , d d
2 2 4 2

1 1, , ,
2 2 2
1 , 1
2
1 ˆ d , ,1
2

x

x x

x x

im x x Q x
x

im i

m i i

k k k k k kk m k k k

λ
β β

βψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

β βψ ψ ψ ψ ψ β ψ

ψ ψβ β β

ψ β β β

= −∆ + + ∂ − ∗ +

−
≥ −

 
  

∆ + + ∂ − −∆ + ∂

 = −∆ + + ∂ − − −∆ + ∂ 

= =+ − − −

 

 
−

∫ ∫

∫

 





 

定义： 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2
1 1 1: 1 1f k k m k k k k m k kβ β β β β= + − − − − = + − − − ， 

由于 1k k≤ ，则有 

( ) ( )
( ) ( )
( )

2 2 2

2

1

1 2

1 .

f k k m k

m k

m

β β

β β β β

β β

≥ + − + −

≥ − + −

≥ −

关于 取最小值  

因此我们得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

1
2 21 1ˆ d 1 1

2 2 ck f k k m Nβ ψ ψ β β β β β≥ ≥ − − ≥∫


 ， (2.4) 
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于是 ( ) ( ) ( )3

2 2
2

ˆ d 1 ck k Nψ ψ β β= = −∫


。 

引理 2.2 令 ( )1 2 3Hβϕ ∈  为 ( )( )E Nβ β 的推进基态，其中 ( ) ( ) ( )1 cN Nβ β β= − 且 0 1β< < ，则存在

与 N 无关的正常数 1K 和 2K ，使得当 0β +→ 时， 

 3

1 1
2 2

2 2
1 2

1 dK x K
x β ββ ϕ ϕ β

− − 
≤ ∗ ≤  

 
∫


. (2.5) 

由于 2m−∆ + ≥ −∆ ，通过(1.6)，我们有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

3 31

31

3

2 2 22

22

2 2

1

1 1 1 1, d d
2 4 2

1, d
2 2

1 d ,

c

x

x

E N E N

i x x x
x

i x x

C x
x

β β β β

β β β β β

β β β

β β

β β β ϕ

ϕ β ϕ ϕ ϕ ϕ

β ϕ β ϕ ϕ

β ϕ ϕ

= − =

 
≥ −∆ + ∂ − ∗ + 

 


 
 

≥ −∆ +

 

∂


≥



+

∗

∫ ∫

∫

∫

 







 

因此我们得到上界。当 0
10
2

β β< < < ，[23]中得到了对于固定的 00 1< < ，如果 1 2 00 1β β≤ < ≤ −  ，

则存在一个常数 0M > 使得 

 ( ) ( ) ( )2 21 2

2 2

1 2 2 10 c c L L
N N Q Q Mβ ββ β β β≤ − = − ≤ − . (2.6) 

这表明 

 
( )
( )

0 1
N
N

β
β

≤ ， ( ) ( )0
1
2

N N Nβ β  ≥ ≥  
 

. (2.7) 

由于 0 1β< < ，我们令 

 
1

, 0xiβ βϕ ϕ∂ ≤ . (2.8) 

假设
1

, 0xiβ βϕ ϕ∂ > ，取镜像函数 ( ) ( )x xβ βϕ ϕ= − ，我们有 

( ) ( ) ( )( )E Nβ β β β βϕ ϕ β< =  , 

(矛盾) 
结合(2.7)以及(2.8)我们得到了 

( )( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( )( ) ( )

0 0

3

1

3

0
0

2 20 0

0
0

2 20

1 d
4

,

1 d
14
2

x

N
E N

N

N N N
E N x

N N x

N
i

N

M
E N x

xN

β β β

β β β

β β

β β β

β
β ϕ

β

β β β
β ϕ ϕ

β β

β
β β ϕ ϕ

β

β β
β ϕ ϕ

 
 ≤ ⋅
 
 

  − = + ∗      

+ − ∂

 −
≤ + ∗      

 

∫

∫






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取 ( )0 1β γ β= + ，其中 ( )0γ > ，由(2.1)可得 

 

( )( ) ( )( )
( )

( )

( )

0
3

2 2 0

0

1 2 1 2
1 0 2

0

1
121 2 2

1 1* d 4
2

14
2

114
2

.

E N E N
x N

M

C C
N

M

C C

x

N
M

β β
β β

β β
ϕ ϕ

β β

β β
β β

γ
β

γ
−

−   ≥ ⋅     −  
− ≥ ⋅  − 

+ − = ⋅ ⋅ 
 

∫


 (2.9)

 

当 γ 足够大时，
( )

1
21 21

0
C Cγ

γ
+ −

> ，我们得到了(2.5)的下界。 

令 βϕ 为(1.4)的非负极小元。由于 2m−∆ + ≥ −∆ ，由式(1.6)可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

3 31

31

2 2 22

22

1

1 1 1 1, d d
2 4 2

1, d
2 2

,

c

x

x

E N E N

i x x

i x

x

x

C

x

β β β β

β β β β β

β β β

β β

β β β ϕ

ϕ β ϕ ϕ ϕ ϕ

β ϕ β ϕ ϕ

β ϕ ϕ

= − =

 
≥ −∆ + ∂ − ∗ +  

 

≥ −∆ + ∂ +

≥ −∆

∫ ∫

∫

 





 

由(2.1)，当我们可以得到 

 
1
2, Cβ βϕ ϕ β

−
−∆ ≤ . (2.10) 

现在定义 ( )2 3L  齐次化函数 

 
3 1
4 2:v xβ ββ ϕ β

 
=   

 
, (2.11) 

通过(2.10)以及引理 2.2，当 0β +→ ，存在常数 1K ， 2K ， M ， 3 0K > ，使得 

 3

2 2
1 2

1 dK v v x K
x β β

 
≤ ∗ ≤  

 
∫


, ,v v Mβ β−∆ ≤ , 3

22
3dx v x Kββ ≤∫



 (2.12) 

随后，通过文献[22]中的标准论证，可知存在子序列{ } 3yβ ⊂  、 0 0R > 和 0η > ，使得 

 
( )0

2

,0
inf dlim

B y R
w x

β
β

β
η

+→
≥∫ , (2.13) 

其中 ( )0,B y Rβ 表示以 yβ 为球心、半径为 0R 的球。 
现在令 

 ( ) ( )
1 1

3 4 2 2w x v x y x yβ β β β ββ ϕ β β
 

= + = +  
 

, (2.14) 

则由(2.13)有 

 ( )( )0

2

0,0
inf dim 0l

B R
w x xβ

β
η

+→
≥ >∫ . (2.15) 

注意到式(2.12)意味着当 0β +→ 时， ( )w xβ 在 ( )1 2 3H  中一致有界。因此存在子列{ }jβ ，使得 
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 0j
w wβ  当 j →∞，在 ( )1 2 3H  中弱收敛。 (2.16) 

由于 βϕ 是(1.4)的极小元，因此它满足 

 
1

22 1
xm i

xβ β β β β βϕ β ϕ ϕ ϕ µ ϕ
 

−∆ + + ∂ − ∗ =  
 

, (2.17) 

其中 βµ 是合适的拉格朗日乘子。事实上，由于 ( ) ( )2

2
1 cL

Nβϕ β β= − ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 3

2 21 1 12 1 d
1 2c

c

E N x
N xβ β β βµ β β ϕ ϕ

β β

   = − − ∗   −    
∫


. 

由此可知，式(2.14)中的函数
j

wβ 是下述方程的非负解： 

 
1

3 12 222 2 21
j j j j j j jj j x jm w i w w w x w w

xβ β β β β β ββ β β β µ
 

−∆ + + ∂ − ∗ + =  
 

. (2.18) 

于 ( )c cN Nβ → ，由式(2.1)和(2.5)可知，当 0jβ
+→ 时，

1
2

jj ββ µ 一致有界，且
1
2 0

jj ββ µ < 。因此，通过

选取子列，我们可假设当 0jβ
+→ 时，

1
2 0

jj ββ µ γ→ − < 。在式(2.18)中取弱极限(至多再取一子列)，可得 

 2
0 0 0 0

1w w w w
x

γ
 

−∆ − ∗ = −  
 

. (2.19) 

此外，由式(2.15)可知 0 0w ≡/ 。令 ( )
3

12
0 0w w xγ γ γ

− −= ，则 0wγ 满足 0β = 时的方程(1.7)，且
2 2

0 0 22
w wγ = 。 

引理 2.3 ([22]，定理 1.1)设 0 1β≤ < ，Qβ 为方程(1.6)的一个最优解，则有： 
(i) 对任意满足(1.7)的 ( )1 2 3u H∈  ，有 

22

2 2
LL

Q uβ ≤ . 

(ii) 下述 Pohozaev 恒等式成立： 

 ( ) ( )3 31

2 2 21 1, d d
2x cQ i Q Q Q x Q x N

xβ β β β ββ β
 

−∆ + ∂ = ∗ = =  
 

∫ ∫
 

. (2.20) 

对同一 β 的任意两个不同最优解Qβ 和Qβ
 ，必有 2 2L L

Q Qβ β=  。 
由引理(2.3)，在 0β = 的情形下，可得 

2

2 22
0 0 22c LN Q w wγ= ≤ = . 

另一方面，由 Fatou 引理可得
2

0 2 cw N≥ 。因此，
2

0 2 cw N= 。这意味着 0w wβ → 在 ( )2 3L  中强收敛，

且 

 ( )( )
3
2

0 0w Q x yγ γ= + , 3
0y ∈ ,  (2.21) 

其中Q 是 0β = 时方程(1.6)的最优解，且满足(1.7)。此外，由于{ }wβ 在 ( )1 2 3H  中一致有界，由 Sobolev
不等式可知 

 当 2 3q≤ < 时， 0k
w wβ → 在 ( )3qL  中强收敛。 (2.22) 

因此我们得到了(1.10)。 
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