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摘  要 

本文研究了非零边界条件下Novel Kundu-NLS方程的N孤子解。首先利用变换将边界问题转化为非零常

数边界问题，然后通过构造黎曼面将解析区域转换到仿射面上，对Jost解的解析性，对称性以及渐进性

进行了分析，构造了广义的Riemann-Hilbert (RH)问题，通过对离散谱以及RH问题的可解性分析得到方

程的N-孤子解。具体给出了孤子解在N = 1，2时候的表达式以及它们的演化图像，分析了不同参数对孤

子解动力学行为的影响。 
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Abstract 
In this paper, we focus on the N-soliton solutions of Novel Kundu-NLS equation with non-zero 
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boundary conditions. By transforming the above equation, we have converted it into an equation 
with non-zero constant boundaries. Combining with the related spectral problem of the new Lax 
pair, the Riemann-Hilbert (RH) problem was constructed by using the Jost function and the sym-
metry of the scattering data. Then we obtained the N-soliton solution of the above equation through 
the reconstruction formula. At the end of article, we have drawn the figure of 1-soliton and 2-soliton 
and analyzed their dynamic behaviors. 
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1. 引言 

非线性科学贯穿于物理学、数学、天文学及其他科学领域，是连接数学与其他学科的桥梁[1]-[4]。它

是继量子力学和相对论之后自然科学的又一重大发展。非线性微分方程将物理现象转化为数学语言，因

此研究非线性方程具有实际意义[5]-[7]。孤子是一种典型的非线性现象，源于演化系统中色散与非线性因

素之间的微妙平衡[8] [9]。孤子理论具有广泛而重要的应用[10]-[12]。 
1984 年，Kundu 证明了在非线性变换下，非线性薛定谔方程会导出一个具有可变系数的可积高阶非

线性方程，该方程被称为 Kundu-NLS 方程，形式如下 

 ( )2 22 2 0,t xx t x xx x xi i iµ µ αµ µ µ µ+ + − Θ +Θ − Θ + Θ =  (1.1) 

其中 ( ),x tΘ 为自由规范函数，α 为正数。该方程可通过拉克斯方程与 NLS 方程相关联，且不会改变色散

项。此后，许多学者对该方程进行了大量研究[13]-[16]。在文献[13]中，作者基于局部 2 2× 矩阵 ∂矩阵，

采用 ∂ -方法研究了上述方程，并得到了 N 孤子解。在文献[14]中，作者通过分析 Lax 对的谱问题构建了

黎曼–希尔伯特问题，并研究了上述方程的 N 孤子。在文献[15]中，作者研究了上述方程的达布变换，

并推广到了 n 重达布变换矩阵。随后，作者们得到了上述方程的呼吸子解和高阶怪波解。在文献[16]中，

作者们通过达布–着装变换获得了上述方程的局域波解并进行了讨论。 
在本文中，我们考虑了 Novel Kundu-NLS 方程 

 ( ) ( )2 22 2 4 4 4 0,t xx t x xx x x x xi i i iµ µ αµ µ µ µ µ βµ µ β+ + − Θ +Θ − Θ + Θ + − − Θ =  (1.2) 

其中，β 是一个正数。作为 Kundu-NLS 方程的推广，该方程在流体动力学、等离子体物理、非线性光学

等领域有着广泛的应用，并通过引入高阶非线性效应扩展了非线性薛定谔(NLS)方程，从而增强了其在实

际系统中的适用性。许多学者对该方程进行了研究[17]-[19]。在文献[17]中，作者通过一个 2 2× 矩阵谱问

题推导出了上述方程。他们通过求解代数方程给出了广义(n, N-n)阶达布变换的行列式表达式，并得到了

三种类型的解。在文献[18]中，作者通过逆散射方法研究了上述方程在零边界条件下的情况。通过劳伦级

数，他们得到了单极点和多极点解。在文献[19]中，作者研究了上述方程在非零和零背景下的鲁棒逆散射

变换。对于非零背景，他们推导出了呼吸子和怪波。对于零背景，他们得到了高阶孤子解。与上述论文

不同，本文在非零边界条件下利用 RH 方法研究 N 阶孤子，并通过数值方法绘制了 1-孤子和 2-阶孤子的

图像。 
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本文的结构安排如下：在第 2 节中，我们对方程进行了谱分析，并通过引入仿射参数构建了黎曼曲

面。在第 3 节中，我们构建了 Jost 解和散射矩阵，并证明了它们的解析性，对称性和渐近行为。在第 4
节中，我们构建了 RH 问题。在第 5 节中，我们给出了离散谱和留数条件，在第 6 节中，我们得到了求

解的重构公式，并验证了 RH 问题的可解性。在第 7 节中，我们得到了 N 孤子解，并绘制了 1 孤子和 2
孤子的图像。最后，第 8 节给出了相关结论。 

2. 谱分析和黎曼面 

本文考虑如下边界条件下的 Novel Kundu-NLS 方程： 

 
( ) ( )

( ) ( )1

*

2 ,

2 22 2 4

, e

4 4

, .

0,t xx t x xx x x

x

x

i t i t

xi i

x

i i

x t αδµ

µ

µ

µ αµ µ µ θ µ µ βµ µ β
− Θ

±

+ + − Θ +Θ − Θ + + −

→

Θ =

→ ±∞

−
 (2.1) 

其中 2 2
1 0 2δ µ β α= − ，µ± 是不依赖于 ,x t 的， 0µ µ± = ， ( )1,2L Rµ µ−− ∈ 以及 ( )1,2L Rµ µ+− ∈ 。方程(1)的

Lax 对定义如下： 

 
( ) ( )( )
( ) ( )

3

2 2
3 3 3

, , ,

, , 2 2 2 .

x

t x

x t k i k Q

x t k ik akQ i Q i Q Q

φ β σ α φ

φ σ ασ ασ αβ φ

= − + +

= − + − + −
 (2.2) 

其中 3

1 00 e
,

0 1e 0

i

iQ
µ

σ
µ

Θ

− Θ

   
= =   −−   

，为了将方程(2.1)变为常数边界，我们做如下的一个变换： 

 ( )1 1 32 ,e , e ,i t i x t i tαδ αδ σµ µ φ φ− Θ→ →  (2.3) 

那么方程(1.2)会变为： 

 22
02 2 4 0,t xx xi iµ µ αµ µ α µ µ βµ+ − + + =  (2.4) 

推导过程见附录 1。 
此时相应的边界条件为： 

 ( )lim , .
x

x tµ µ±→±∞
=  (2.5) 

Lax 对(2.2)变为： ,x tX Tφ φ φ φ= = 。其中 

 ( ) 3

0
, ,

0
X i k Q Q

µ
β σ α

µ
 

= − + + =  − 
 (2.6) 

 ( ) ( ) ( )22 2 2
3 3 0 32 2 .xT i k k Q i Q iβ σ β α ασ α µ µ σ= − − + − + + −  (2.7) 

在非零渐近边界条件下，Lax 对的极限谱问题为： 

 , ,x tX T± ±Ψ = Ψ Ψ = Ψ  (2.8) 

( ) ( )( ) ( )3 3, 2 2 2 ,X i k Q T i k k k Q k Xβ σ α β β σ α β± ± ± ± ±= − + + = − + − + = −  

矩阵 X ±的特征值为 iλ± ，其中λ 满足 ( ) ( )( )22 2
0 0 0k k i k iλ β αµ β αµ β αµ= + + = + + + − ，其支点为

0k iβ αµ= − ± 。将沿线段 0 0,i iβ αµ β αµ − − − + 割开的两个复平面 1S 和 2S 粘合在一起，我们可以得

到一个黎曼曲面，在 1S 平面上引入局部极坐标，令 

 1 2
0 1 0 2

3 ,   1,e , e , 2,
2 2

i i
j jk i r k i rθ θ θβ αµ β αµ π

+ + = + − = π− < < − =  (2.9) 
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我们在 Riemann 面上得到两个单值解析函数： 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1
221 2 1

1
221 2 2

e ,

e ,

i

i

r r S
k

r r S

θ θ

θ θ
λ

+

+


= 
−

 (2.10) 

为了避免 λ的多值性，我们引入仿射参数 z m λ= + ，其中m k β= + ，并且可以得到两个单值函数 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0

1 1, ,
2 2

m z z z z z zαµ λ αµ= − = +  (2.11) 

根据方程(2.10)，我们可以得到 

 ( )
( )

( )

1
1 221 2 1

1
1 221 2 2

sin ,
2I

s
m

in ,
2

r r S

r
k

r S
λ

θ θ

θ θ


= 

+

+
−


， ( ) ( )2 2
02

1Im Im ,
2

z z z
z

λ αµ= −   

 ( )
( ) ( ) ( )

2 2 22 2 0 0 2 2 20
0 02 2

1 2 Re ,
2 2 2

z z z zzz z z z
z z z

αµ αµαµλ αµ αµ
− + ++  = = = − +  

  

对于 1m P∈ ，有 ( )
2

2 2 10
0 21 2z m m m m m o m

m
αµαµ − 

= + + = + + + = + →∞ 
 

 。 

对于 2m P∈ ，我们有
2

2 2 0
0 2 2

0

0,z m m m
m m

αµαµ
αµ

−
= − + = → →∞

+ +
。             

3. Jost 函数的解析性、对称性以及渐近性 

3.1. Jost 函数 

由于 X ±具有两个特征值 iλ± ，我们可以得到 X ±和T± 的两个特征向量 

 3

1
,

1

i
izY I Q
zi

z

αµ

σ α
αµ

±

± ±

±

 
 
 = = +
 
 
 

 (3.1) 

故 X ±和T± 可以表示为  

 ( ) ( )( )1 1
3 3, 2 .X Y i Y T Y i k Yλσ β λσ− −

± ± ± ± ± ±= − = − −  (3.2) 

将(3.2)代入(2.8)，我们可以得到 ( )1 1
3x

Y i Yλσ− −
± ±Ψ = − Ψ，( ) ( )1 1

32
t

Y i k Yβ λσ− −
± ±Ψ = − − Ψ，由此可以得到

渐近谱问题(2.8)的解 ( )
3ei zY θ σ±Ψ = ，其中 ( ) ( ) ( )( )2z z x k z tθ λ β = − − − 。因此，Lax 对具有渐近于 

( ), ,x t zφ± 的 Jost 解 ( ) 3~ e ,i zY xθ σφ± ± →∞。通过变换 ( ) 3e i zθ σϕ φ −
± ±= ，可以得到 ~ ,Y xϕ± ± → ±∞ 。进一步可以

得到等价 Lax 对 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
3 3, , 2 , ,

x t
Y i Y Y Q Y i k Y Y Tϕ λ ϕ σ α ϕ ϕ β λ ϕ σ ϕ− − − − − −
± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±− = ∆ − − =     ∆   (3.3) 

其中 ( )X X X Q Q Qα α± ± ± ±∆ = − = − = ∆ 并且 T T T± ±∆ = − 。上述两个式子可以写成如下的全微分： 
( )( ) ( ) ( )3 3ˆ ˆ1 1d e e d d ,i z i zY Y Q x T tθ σ θ σϕ α ϕ− −− −

± ± ± ± ± ±
 = ∆ + ∆   

由此可以得到两个 Volterra 积分方程 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.154198


许志鹏，张玲玲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.154198 752 应用数学进展 
 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3

3

ˆ 1

ˆ 1

, , e , , , , d ,

, , e , , , , d

x i x y

i x y

x

x t z Y Y Y Q y t z y t z y

x t z Y Y Y Q y t z y t z y

λ σ

λ σ

ϕ α ϕ

ϕ α ϕ

− − −
− − − − − −−∞

+∞ − − −
+ + + + + +

 = + ∆ 

 = − ∆ 

∫

∫
 (3.4) 

3.2. 散射矩阵 

由于φ± 为 Lax 对 ,x tX Tφ φ φ φ= = 的两个矩阵解，那么φ+ 和φ− 线性相关，因此存在矩阵 ( )S z 使得 

 ( ) ( ) ( )3 3e e ,i z i z S zθ σ θ σϕ ϕ+ −=  (3.5) 

其中 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

s z s z
S z

s z s z
 

=  
 

。令 ( ),1 ,2,ϕ ϕ ϕ± ± ±= ，那么可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 11 1 21 2 2 12 1 22 2e , e .i z i zs z z s z z s z z s z zθ θϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ−
+ − − + − −= + = +  (3.6) 

3.3. ϕ±和 ( )S λ 的解析性 

定理 3.2.1. 对于 ( )1L Rµ µ±− ∈ 以及 t R+∈ ，存在唯一特征函数ϕ± 满足(3.7)式。 
证明：我们仅证明ϕ− 的第一列，其余类似。记 ( ) 1

,1, ,x t z Yω ϕ−
− −= 那么ϕ− 的第一列可以表示为 

 ( ) ( )
1

, , , , d ,
0

x
x t z F y t z yω ω

−∞

 
= + 
 

∫  (3.7) 

其中 ( ) ( )( ) ( )2 1, diag 1,e i x yF F x y z Y z X Yλ − −
− − −= − = ∆ 。令 ( ) ( )( )0 0\D D B i B iε

ε εαµ αµ+ += ∪ − ，其中 

( ) { }0 0 0:B i z C z iε αµ αµ ε αµ± = ∈ < ，定义递推序列 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 11
, , , , , d , 1, 2, ,

0
xn nx t z F y t z y nω ω ω+

−∞

 
= = = 
 

∫   (3.8) 

由此构造了一个 Neumann 级数 

 ( ) ( ) ( )
0

, , , , .n

n
x t z x t zω ω

+∞

=

= ∑  (3.9) 

容易证明 ( ), ,x t zω 是方程(3.9)在 Dε
+ 唯一的向量型解析解。 

推论 3.1. 对于 ( )1L Rµ µ±− ∈ 以及 t R∈ ，有 ,1ϕ− 和 ,2ϕ+ 在 D+ 上解析，并且 ,1ϕ+ 和 ,2ϕ− 在 D−上解析。 
由于 0trX trT= = ，利用 Abel 公式，可以得到 ( ) ( )det det 0x tφ φ± ±= = 。根据 ( ) 3~ e ,i zY xθ σφ± ± →∞，我

们可以得到 

 ( ) ( )( ) ( )3det det e det ,i zθ σϕ φ φ−
± ± ±= =  (3.10) 

那么有 ( ) ( )det det 0x tϕ ϕ± ±= = ， ( ) ( )det lim det det 0x Yϕ ϕ γ± →±∞ ±= = = ≠ ，意味着ϕ± 是一个可逆矩阵。

根据方程(3.6)，可以得到 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
11 ,1 2 21 ,1 ,1

2
12 ,2 ,2 22 ,1 2

det , , e det , ,

e det , , det , .

i z

i z

s s

s s

θ

θ

ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ

ϕ ϕ γ ϕ ϕ γ

+ − − +

−
+ − − +

= =

= =
 (3.11) 

根据ϕ± 的各列的解析性可以推知散射数据 11s 在 D−上是解析的， 22s 在 D+ 上是解析的。 

3.4. ϕ±和 ( )S λ 的对称性 

定理 3.2. 对于任意的 z D+∈ ，Jost 解，散射数据以及反射系数有以下两种对称性。 
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I) 第一对称性 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,x t z x t z S z S zϕ σϕ σ σ σ± ±= − = −  

II) 第二对称性 

( ) ( ) ( )
2 2

10 0
3 3 3, , , , , ,ix t z x t Q S z Q S Q

z z z
αµ αµαϕ ϕ σ σ σ−

± ± ± − +

  −
= − =  

 


 
 

 

其中 

0 1
1 0

σ
 

=  − 
 

证明：根据方程(3.3)，有 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
3, .

x
Y z z i z Y z z Y z Q z zϕ λ ϕ σ α ϕ− − −
± ± ± ± ± ± ± = ∆ −  (3.12) 

将 z 替换为 z ，然后同时对上述方程两边取共轭，并两端乘以矩阵σ ，可以得到 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
3, ,

x
Y z z i z Y z z Y z Q z zσ ϕ σ λ σ ϕ σ σ ασ ϕ σ− − −
± ± ± ± ± ± ±

 + = ∆   (3.13) 

注意到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
3 3, , , ,Y z Y z z z Q z Q zσ λ λ σσ σ σ σ σ− −

± ± ± ±= − = = ∆ = −∆  (3.14) 

那么有 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
3, .

x
Y z z i z Y z z Y z Q z zσϕ σ λ σϕ σ σ α σϕ σ− − −
± ± ± ± ± ± ±− = ∆ 

  (3.15) 

对比方程(3.3)和方程(3.15)，可以发现ϕ 和 ( )zσϕ σ±− 满足同一个一阶齐次线性微分方程并且有相同

的渐近性： ( ), ,z Y xϕ σϕ σ± ±→ →∞，由此可以得到 

 ( ) ( ), , , , .x t z x t zϕ σϕ σ± ±= −  (3.16) 

根据方程(3.5)，有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 31e , , , , e ,i z i zS z x t z x t zθ σ θ σϕ ϕ− −
− +=  (3.17) 

注意到 ( ) ( )z zθ θ= ， ( ) ( )3 3e ei z i zθ σ θ σσ σ− = − ，结合方程(3.16)，可以得到 ( ) ( )S z S zσ σ− = 。从关系

( )
2
0k k z

z
αµ 

− = 
 

， ( )
2
0 z

z
αµλ λ

 
− = − 
 

， ( )
2
0 z

z
αµθ θ

 
− = − 
 

，可以得到 ( ), ,x t zφ 是散射方程 ,x tX Tφ φ φ φ= =

的一个解，那么
2
0, ,x t C

z
αµφ

 
− 

 
仍然也是方程 ,x tX Tφ φ φ φ= = 的一个解，其中C 是一个与 ,x t 无关的 2 2×

矩阵，为了得到对称关系 ( )
2
0, , , ,x t z x t C

z
αµφ φ

 
= − 

 
， ( )

2
0, , , , ,x t C x t z

z
αµφ φ

 
− 

 
需要有相同的渐近条件，

( ) ( ) ( )3 3
2 2
0 0, , ~ e e ,i z i zx t C Y C Y z x

z z
θ σ θ σαµ αµφ −

± ±

   
− − = → ±∞   

   
，通过计算可以得到 3

iC Q
z
α σ ±= ，根据谱问

题解的唯一性，可以得到 

 ( )
2
0

3, , , , .ix t z x t Q
z z

αµαφ φ σ ±

 
= − 

 
 (3.18) 
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再次根据 ( ) 3e i zθ σϕ φ −
± ±= ，可以得到 ( )

2
0

3, , , ,ix t z x t Q
z z

αµαϕ ϕ σ± ± ±

 



−


= 。根据方程(3.17)，有 

( ) ( )
2

1 0
3 3S z Q S Q

z
αµσ σ−

− +

 −
=  

 
。 

至此对称性得证。 

3.5. ϕ±和 ( )S λ 的渐近性 

为了得到Riemann-Hilbert问题，需要对 Jost解以及散射矩阵在 z →∞和 0z → 上的渐近性进行讨论。 
定理 3.3 

 ( )3
1 , , 1 , 0.iI O z Q O z
z z

αϕ ϕ σ± ± ±
 = + →∞ = + → 
 

 (3.19) 

证明：我们知道 1
3 3

1,i iY I Q Y I Q
z z
α ασ σ

γ
−

± ± ± ±

 
= + = −  

 
，在 z →∞点做渐近展开 

 1 2
0 2 .

z z
ϕ ϕϕ ϕ

± ±
±

± = + + +  (3.20) 

将方程(3.19)，(3.20)代入方程(3.3)，通过对比不同次数的 z 的次数，可以得到 

( )

( )

0, 1 3 0 3 0

1 3 0 3 0 3 0

, ,
2

, 2 ,
2

,

x
i i Q Q Q

i i Q i Q Q

ϕ ϕ ασ ϕ σ α ϕ

ϕ ασ ϕ σ β ϕ σ α ϕ

± ± ± ±
± ±

± ± ± ±
± ±

− − = −

− − + =


 

  −   

 

根据上述的方程，可以知道 0ϕ
± 是一个对角矩阵并且 0, 0xϕ± = 。因此 

 ( )( )1
0lim lim lim lim lim .z z x x zI Y O zϕ ϕ± −

→∞ ± →∞ →∞ →∞ →∞= = = +  (3.21) 

综上有 0 Iϕ± = 以及 ( )
( )122 lim

, z
i z

x t
αµ ϕ

µ
α

± ±→∞
+

= 。对点 0z → 进行渐近展开，有( 1), 0xϕ±
− = ， 

( )
 ( )( )1

3 0 0 0 1lim lim lim lim limz z x x zi Q zY z O zασ ϕ ϕ± −
± → ± → →∞ ± →∞ → −= = = + 。根据上述结果以及方程(3.5)，有

( ) 1 ,S z I O z
z

 = + →∞ 
 

， ( ) ( )diag , , 0S z O z zµ µ
µ µ
− +

+ −

 
= + → 

 
。 

根据方程(3.6)，我们定义分片解析矩阵 ,2 ,1
,1 ,2

22 11

, , ,M M
s s
ϕ ϕ

ϕ ϕ+ ++ −
− −

   
= =   
   

。利用 Jost 函数以及散射系

数的渐近性，可以得到 

 ( )3
1~ , , ~ 1 , 0.iM I O z M Q O z
z z

α σ± ±
−

 + →∞ + → 
 

 (3.22) 

定理 3.4. I) ( ), ,M x t z± 在C Σ 上是解析的； 
II) ( ) ( ) ( )( ), , , , , ,M x t z M x t z I G x t z− += − ； 
III) ( ), ,M x t z± 在集合 ( ) ( ){ }11 22: 0z s z s z= = 上满足留数条件。 
其中 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )3ˆ 21 12

11 22

, , e , , .
0

i z z z z s sG x t z z z
z s s

θ σ ρ ρ ρ
ρ ρ

ρ
 − 

= = = 
 

 

  (3.23) 
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Novel Kundu-NLS 方程的解可以表示为 Riemann-Hilbert 问题的解 

 ( )
( )

12
2 lim

, .z
i zM

x t
αµ

µ
α

−
− →∞
+

=  (3.24) 

4. 离散谱和留数条件以及 Riemann-Hilbert 问题可解性 

假设 nz 为 ( )11s z 在 D+ 上的单零点，基于对称性可知 

 ( ) ( )
2 2
0 0

11 22 22 110 0 0 0.n n
n n

s z s z s s
z z
αµ αµ 

 


 
= ⇔ = ⇔ − = ⇔ − = 

 
          (4.1) 

定义
2
0, , 1, 2, ,n n n N

n

z n N
z
αµξ ξ += = − =  ，那么离散谱可以表示为 { }, , 1, 2, , 2n n n Nξ ξΞ = =  。 

对于 ( )11 0ns ξ = ，根据方程(3.15)，可以知道 ( ),1 nϕ ξ+ 和 ( )2
,2e ni

n
θξ ϕ ξ−

− 成比例，由此存在一个常数 0nb ≠ ，

使得 ( ) ( ) ( )2
,1 ,2, , e , , , 1, 2, , 2ni

n n nx t b x t n Nθ ξϕ ξ ϕ ξ−
+ −= =  。由此，在 nz ξ= 时的留数为 

 
( )
( )

( )
( )

( ) ( )2,1 ,1
,2

11 11

, ,
e , , ,n

n

in
z n n

n n

x t z
Res C x t

s s
θ ξ

ξ

ϕ ϕ ξ
ϕ ξ

ξ ξ
−+ +

= −

 
= =  ′  

 (4.2) 

其中
( )11

n
n

n

bC
s ξ

=
′

是一个常数。同样地，对于 ( )22 0ns ξ = ，有 ( ) ( ) ( )2
,2 ,1, , e , ,ni

n n nx t d x tθ ξϕ ξ ϕ ξ+ −= 。 

根据上式，在 nz ξ= 时的留数为
( )
( )

( )
( )

( ) ( ),2 2,2
,1

22 22

, ,
e , ,n

n

n i
n nz

n n

x t z
Res D x t

s s
θ ξ

ξ

ϕ ξϕ
ϕ ξ

ξ ξ
++

−=

 
= = 

′  
，

( )22

n
n

n

dD
s ξ

=
′

是

一个常数，事实上，上述方程两边同时取共轭，再作用σ ，有 ( ) ( ) ( )2
,2 ,1, , e , ,ni

n n nx t d x tθ ξσϕ ξ σϕ ξ+ −= 。根据

以上方程容易有 ( ) ( ) ( )2
,1 ,2e , 1, 2, , 2ni

n n nd n Nθ ξϕ ξ ϕ ξ−
+ −= − =  ，进一步地，我们还可以知道 n nd b= − 以及关系

( ) ( )1122

n n
n n

nn

d bD C
ss ξξ

= = − = −
′′

。最后，给出留数条件如下 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ),1 ,22 , , 2 , ,0, e , 1, 2, , 2 , e ,0n n n n
nn

i x t i x t
n z nzRes M z C n N Res M z Cθ ξ ϕ ξ θ ξ ϕ ξ

ξξ
− −−+ −

== = − = = 。 

4.1. 重构公式 

为了利用 Plemelj 公式求解 Riemann-Hilbert 问题，我们需要通过去除 M 再渐近性和极点的奇性，将

原来的 Riemann-Hilbert 问题转化为规范的 Riemann-Hilbert 问题： 

2

3
1

2

3
1

n n

n n

N
z z

n n n

N
z z

n n n

Res M Res MiM I Q
z z z

Res MRes MiM I Q M G
z z z

ξ ξ

ξ ξ

α σ
ξ ξ

α σ
ξ ξ

+ −
= =−

−
=

+−
= =+ +

−
=

 
 − − − +
 − − 
 
 = − − − + −
 − − 

∑

∑
 

上述方程左边前四项在 D−上解析，而第五项的极点 nz Dξ += ∈ 。因此 nz ξ= 在 D−上解析，因此上式

左边整体在 D−上解析，类似地，上式的右边整体在 D+ 上解析。根据 Plemelj 公式，可以得到 

 ( ) ( ) ( )2 2

3
1 1

1, , d , .
2

n n
N N

z z

n nn n

Res MRes M M s G siM x t z I Q s z C
z z z i s z

ξ ξα σ
ξ ξ

+− +
= =

− Σ
= =

= + + + + ∈ Σ
− − π −∑ ∑ ∫   (4.3) 
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我们分别在 D+ 和 D−上考察(4.3)的第一列和第二列。现在我们考虑 M − 的第二列元素 

 ( )
( ) ( ) ( ),12 , ,2

2
,2

1

e 1, , d .
2

1

k ki x tN
k

n n
k n k n

i M GCx t s
i s

θ ξ ϕ ξαµ
ϕ ξ ξ

ξ ξ ξ

−
−−

− Σ
=

 
 = − +  − π − 
 

∑ ∫  (4.4) 

对于 M + 的第一列元素，我们有 ( )
( ) ( ) ( ),22 , ,

2
1

,1
1

1
e 1, , d

2

j ji x t
N

j
n

j n j n
n

M GC
x t si i s

θ ξ ϕ ξ

ϕ ξ αµ ξ ξ ξ
ξ

−− +

− − Σ
=

 
 = + +  − π − 
 

∑ ∫ ，当

z →∞，我们能够得到方程(4.3)的渐近展开 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
3

1

1, , d ,
2n n

N

n

iM x t z I Q Res M Res M M s G s s O z
z iξ ξασ − + − −

− Σ
=

= + + + − +
π∑ ∫  (4.5) 

令 M M −= ，并且比较上述矩阵以及方程(4.5)的对应元素，我们得到 Novel Kundu-NLS 方程的位势

函数和 Riemann-Hilbert 问题相联系的重构公式。 

 ( )
( ) ( ) ( )

2
2

,11 121

1e , , d
2, .

n
N

i
n n

n
i C x t M G s

x t

θ ξαµ ϕ ξ
µ

α

−
− − Σ

=

− −
π=

∑ ∫
 (4.6) 

4.2. 迹公式和θ 条件 

定义如下两个函数 β ± ： 

 ( ) ( )
2 2

22 11
1 1

, .
N N

j j

j jj j

z z
s z s z

z z
ξ ξ

β β
ξ ξ

+ −

= =

− −
= =

− −∏ ∏  (4.7) 

根据散射矩阵的解析性，我们知道上述函数分别在 D+ 和 D−上没有零点。 

根据 ( ) 11 22 12 21det 1S sz s s s= − = ，我们有 ( ) ( ) ( ) ( )
11 22

1 1 1z z z z
s s

ρ ρ ρ ρ= − = + 。进一步地，我们有 

( ) ( )11 22
1

1
s s

z z
β β

ρ ρ
+ − = =

+
， ( ) ( ) ( )log log log 1 ,z z zβ β ρ ρ+ −  − − = − + ∈Σ  ，根据 Plemelj 公式有： 

( ) ( )log 11log d ,
2

s s
s z D

i s z

ρ ρ
β ±

±Σ

 + = ∈
π −∫ ，将上述方程代入方程(6.7)，我们可以得到如下公式： 

 
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

log 11 2d
2

11
1

log 11 2d
2

22
1

e , ,

e , .

s s Ns ji s z

j j

s s Ns ji s z

j j

z
s z z D

z

z
s z z D

z

ρ ρ

ρ ρ

ξ
ξ

ξ
ξ

Σ

Σ

 + 
−π −

=

 + − +π −

=

∫

∫

−
= ∈

−

−
= ∈

−

∏

∏

 (4.8) 

在无反射势的条件下上述公式可以化简为 ( ) ( )
2 2

11 22
1 1

, , ,
N N

j j

j jj j

z z
s z z D s z z D

z z
ξ ξ
ξ ξ

− +

= =

− −
= ∈ = ∈

− −∏ ∏ 。 

令 0z → ， 

 
( ) ( ) ( )

2

1

log 11 2 argd
2e e .

N
j

j

s s is
i s

ρ ρ ξ

µ µ Σ =

 + 
π

− +

∑∫
=  (4.9) 

因此，可以得到如下θ 条件 
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 ( )
( ) ( )

( )
2

1

log 11arg d 2 arg .
2

N

j
j

s s
s

s

ρ ρ
µ µ ξ− + Σ

=

 + = − +
π ∑∫  (4.10) 

特别地，在无反射势的条件下，上述公式可以化简为 ( ) ( )
2

1
arg 2 arg

N

j
j

µ µ ξ− +
=

= ∑ 。 

4.3. 无反射势情况 

在无反射势的情况下，通过计算，我们知道方程(4.4)以及(4.6)可以被化简为如下形式 

 ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ),12,11

2 , ,2 , ,2 2

,12 ,11
1 1

ee, , , , , 1 ,
j jk k

i x ti x tN N
jk

j n
k jj j k n j

CCix t x t
θ ξ ϕ ξθ ξ ϕ ξαµϕ ξ ϕ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

−−
−

−
− −

= =

= − = +
− −∑ ∑  (4.11) 

 ( )
( ) ( )

2
2

,11
1

e , ,
, d .

n
N

i
n n

n
i C x t

x t s

θ ξαµ ϕ ξ
µ

α

− −
=

−
=

∑
 (4.12) 

引入记号 ( ) ( )2, , e , 1, , 2jij
j

j

C
c x t z j N

z
θ ξ

ξ
−

= =
−

 ，那么 ( ) ( ) ( )22e e kk iik k
k j

j k j k

C Cc θ ξθ ξξ
ξ ξ ξ ξ

−= =
− −

。 

根据(4.11)的第一个分量，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

,12 ,11 ,11 ,12
1 1

, , , , , , , 1 , , .
N N

j k j k n j n j
k jj

ix t c x t x t c x tαµϕ ξ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ
ξ

−
− − − −

= =

= − = +∑ ∑  

结合上述两个方程，可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

,11 ,11
1 1 1

, , 1 , 1, 2, , 2 .
N N N

j n
n j n k j k

j j kj

c
x t i c c n N

ξ
ϕ ξ αµ ξ ξ ϕ ξ

ξ− − −
= = =

= + − =∑ ∑∑   (4.13) 

5. N-孤子解 

引入记号 ( ) ( )T T
1 2 1 2, , , , ,N NX X B B= =X B  ，其中 

( ) ( )2

,11
1

, 1 , 1, , 2 .
N

j n
n n n

j j

c
X B i n N

ξ
ϕ ξ αµ

ξ− −
=

= = + =∑   

定义一个 2 2N N× 的矩阵 ( ) ( ) ( )
2

, ,
1

,
N

n k n k j n k j
j

A A A c cξ ξ
=

= =∑ 。方程(6.27)可以被改写为 

 , .I A= = +MX B M   

根据 Cramer 法则，上述方程的解可以表示为
det , 1, , 2
det

rep
n

nX n N= =
M
M

 ，其中 

( )1 1 1 2, , , , , ,rep
n n n N− +=M M M B M M  。 

最后，将解代入方程(3.24)中可以得到 

 ( )

2

1

detdet
det det, .

N aug
rep

n n
n

i Y i
x t

αµ αµ
µ

α α

− −
=

− +
= =

∑ MM
M M   

其中 augM 是一个 ( ) ( )2 1 2 1N N+ × + 的矩阵，且 ( )2e ni
n nY C θ ξ= ，

0aug  
=  
 

Y
M

B M
， ( )1 2, , NY Y=Y  。 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.154198


许志鹏，张玲玲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.154198 758 应用数学进展 
 

5.1. 1-孤子解 

当 1N = 时，我们可以发现如果 ( ),x tµ 是 Novel Kundu-NLS 方程的一个解，那么 ( )2,c cx c tµ 同样也是

该方程的一个解，不妨设 0 1µ = 以及 ( )1 e , 1, ,0iηξ ζ α ζ η= > ∈ −π ，那么可以得到其他离散谱点为 

 2 1 2
e e, e , .

i i
i

η η
ηα αξ ξ ζ α ξ

ζ ζ

−
−− −

= = =   

根据θ 条件(4.10)，我们可以得到 ( ) ( )
2

1
arg 2 arg 4

N

j
j

µ µ ξ η− +
=

= =∑ ，由此，我们令 41, e iηµ µ+ −= = ，并且

我们知道 ( ) ( ) ( )( )1 4
2j j j j jx tθ ξ ξ α ξ ξ α ξ β= + − − − − ，以及

( )1
11 1

1bC
s ξ

=
′

，
( )1

2
1

2

2

bC
s ξ

=
′

， 

( ) ( )2e kik
k j

j k

Cc θ ξξ
ξ ξ

−=
−

，其中
( )( )
( )( )

1 2
11

1 2

z z
s

z z
ξ ξ
ξ ξ

− −
=

− −
，

( )( )
( )( )

1 2
22

1 2

z z
s

z z
ξ ξ
ξ ξ

− −
=

− −
。 

结合上述的散射数据直接计算就可以得到 1-孤子解 

 ( )

1 2

1 11 12

2 21 224

11 12

21 22

0
det

, e /
det

i

Y Y
B M M
B M M

x t i a
M M
M M

ηµ α

  
  
  

   = + 
  
     

 

  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

24

1 1
1 e , e 1, , , , 2.n

N N
j n ii

n n n nk nk j n k j
j jj

c
B i Y C M c c n kθ ξη ξ

α δ ξ ξ
ξ= =

= + = = + =∑ ∑  

从图 1 我们可以发现，孤子在运动中呈现周期性，随着离散谱不同参数的变化，孤子的相位，振幅

以及速度都会发生相应的变化。并且我们通过上述两种不同α 的数值会影响周期孤子的周期大小和相位

的变化。 
 

1) 当 1 21, 0.5, 2, 1, 1b bα β ζ= = = = = 时 
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2) 当 1 22, 0.5, 2, 1, 1b bα β ζ= = = = = 时 

 

 
Figure 1. Evolutionary figure of the 1-soliton solution 
图 1. 1-孤子解的演化图像 

5.2. 2-孤子解 

当 2N = 时，我们假设 
 ( )1 2

1 1 2 2 1 2 1 2e , e , , 1, , ,0 ,i iη ηξ ζ α ξ ζ α ζ ζ η η= = > ∈ −π   

其他离散谱点为 

 
1 2 1 2

1 2
3 4 1 1 2 2 3 4

1 2 1 2

e e e e, , e , e , ,
i i i i

i i
η η η η

η ηα α α αξ ξ ξ ζ α ξ ζ α ξ ξ
ζ ζ ζ ζ

− −
− −− − − −

= = = = = =  

根据θ 条件(6.19)，我们有 ( ) ( )
2

1 2
1

arg 2 arg 4 4
N

j
j

µ µ ξ η η− +
=

= = +∑ ，令 1 24 41, e i iη ηµ µ +
+ −= = ，同样我们知道

( )11

i
i

i

bC
s ξ

=
′

， ( ) ( )2e kik
k j

j k

Cc θ ξξ
ξ ξ

−=
−

并且 ( ) ( ) ( )( )1 4
2j j j j jx tθ ξ ξ α ξ ξ α ξ β= + − − − − ，其中 

( )( )( )( )
( )( )( )( )

1 2 3 4
11

1 2 3 4

z z z z
s

z z z z
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

− − − −
=

− − − −
，

( )( )( )( )
( )( )( )( )

1 2 3 4
22

1 2 3 4

z z z z
s

z z z z
ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

− − − −
=

− − − −
。 

将上述的散射数据代入方程(7.16)并且通过计算可以得到 2 孤子解。 

 ( )

1 2

1 2 3 4

1 11 12 13 14

2 21 22 23 24

3 31 32 33 34

4 4 41 42 43 44

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

0

det

e

det

, ,

i

Y Y Y Y
B M M M M
B M M M M
B M M M M
B M M M M

i
M M M M
M M M M
M M M M
M M M M

x t

η ηα

µ
α

+

 
 
 
 
 
 
 
 +
 
 
 
 
 
 =   
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( ) ( )1 2
2

24 4

1
1 e , e , 1, 2,3, 4,n

N
j n ii i

n n n
j j

c
B i Y C nθ ξη η ξ

α
ξ

+

=

= + = =∑  

( ) ( )
2

1
, , 1, 2,3, 4.

N

nk nk j n k j
j

M c c n kδ ξ ξ
=

= + =∑  

 
1) 当 1 2 1 2 3 41, 0.5, 2, 1b b b bα β ζ ζ= = = = = = = = 时 

 

 
2) 当 1 2 1 2 3 42, 0.5, 2, 1b b b bα β ζ ζ= = = = = = = = 时 

 

 
Figure 2. Evolutionary figure of the 2-soliton solution 
图 2. 2-孤子解的演化图像 

 

从图 2 我们可以发现，孤子碰撞前后峰值高度明显下降，方向以及速度与碰撞前对比发生了改变，

孤子在碰撞后主孤子能量向周围扩散，形成波纹状次级波包的现象，这说明发生了衍射效应，碰撞后孤

子的形状发生变化且无法恢复，从而可以看出孤子运动过程中发生了非弹性碰撞，并且我们发现上述两

种不同α 的数值会影响孤子的相位，振幅和速度。 
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6. 结论 

本文采用 Riemann-Hilbert 方法研究了具有非零边界的 Novel Kundu-NLS 方程的孤子解，通过求解单

极点情况下的 Riemann 问题，我们给出了 Novel Kundu-NLS 方程 N 阶孤子解的一般形式。最后通过对 1-
孤子和 2-孤子图像进行分析，发现离散谱的不同会导致孤子出现不同的振幅、相位以及速度，同时，具

有不同系数α 的孤子解的相位和周期也会发生变化。我们还发现，在 2 孤子解图像中孤子之间会发生非

弹性碰撞，并且在 2-孤子碰撞的过程中出现了衍射效应。 
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附录 1 

方程(2.1)~(2.5)推导过程 
通过变换(2.4)我们可以知道(2.1)式变换之后的各个项的情况如下 

( )( )
( )

( )( )

1

1

1

1

2
1

2

2 2

222 *

e 2 ,

e ,

e 2 ,

2 2 e

i t i
t t t

i t i
x x x

i t i
xx xx x x x xx

i t i

i i

i

i i

αδ

αδ

αδ

αδ

µ µ αδ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

αµ µ α µ µ

− Θ

− Θ

− Θ

− Θ

→ − −Θ

→ − Θ

→ − Θ − Θ + Θ

→

 

将上述导数与非线性项代入方程(1.3)并约掉非零公因子 12e i t iαδ − Θ ，我们就得到了(2.5)式。 
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