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摘  要 

本文主要研究漂移项系数满足超线性增长及单边Lipschitz条件的随机McKean-Vlasov微分方程的分裂

步θ 方法的长时间性态。基于对分布的交互粒子逼近，引入了分裂步θ 方法对相应的粒子系统进行离散

化处理。研究表明：当参数θ 满足
1 1
2

θ≤ ≤ 时，该分裂步θ 方法具有均方收缩性；而当
1 1
2

θ< ≤ 时，该

方法具有均方稳定性；而对于
10
2

θ≤ ≤ 的情形，则需要附加线性增长条件以保证均方稳定性。最后，我

们通过数值实验验证了理论结果。 
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Abstract 
This paper focuses on the long-time behavior of the split-step θ-method for stochastic McKean-
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Vlasov differential equations with drift coefficients satisfying super-linear growth and a one-sided 
Lipschitz condition. Based on the interacting-particle approximation of the distribution, a split-step 
θ-method is introduced to discretize the corresponding particle system. The analysis shows that the 

method possesses mean-square contraction when the parameter θ lies in the interval 1 1
2

θ≤ ≤ , and 

that it is mean-square stable for 1 1
2

θ< ≤ . For the case 10
2

θ≤ ≤ , an additional linear growth con-

dition is required to ensure mean-square stability. Finally, numerical experiments are provided to 
validate the theoretical findings. 
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1. 引言 

与标准的随机微分方程(SDEs)不同，随机 McKean-Vlasov 微分方程(MV-SDEs)不仅依赖于当前的状

态，还依赖于其分布，因而在物理[1]，金融[2]和控制理论[3]中都有广泛的应用。基于漂移项和扩散项都

满足关于状态和测度的线性增长和Lipschtiz条件，经典的MV-SDEs强解的存在唯一性理论已然成立[4]，
而关于弱解和强解的进一步理论结果可以在[5] [6]及其所引用的文献中找到。然而，许多实际模型的系数

常呈现超线性增长或仅满足非全局 Lipschitz 条件，例如，描述种群演化的 Cucker-Smale 群体运动模型

[7]，以及神经科学中的 Hodgkin-Huxley 模型和 FitzHugh-Nagumo 模型[8] [9]。在非全局 Lipschitz 条件下，

关于漂移项满足单边 Lipschitz 条件或漂移项与扩散项满足耦合单调性条件时，解的存在唯一性结果可参

考文献[10] [11]。 
由于此类 MV-SDEs 的解析解通常难以获得，数值模拟则成为另一条求解思路，而 MV-SDEs 模拟的

关键在于需要在每个时间步对分布进行逼近。由于混沌传播的理论结果，原始的 MV-SDEs 可以看作交互

粒子系统在粒子数量趋于无穷时的极限。因此，MV-SDEs 的数值模拟过程为：选取适当的粒子数目用有

限粒子系统的经验测度逼近真实测度，然后引入恰当的时间离散方法进行离散。基于此，文献[12]提出了

Euler-Maruyama 的离散格式，并在漂移项和扩散项关于状态和测度均满足全局 Lipschitz 条件的假设下，

推导了一维 MV-SDEs 关于时间步长与粒子数量的强收敛阶，其他相关研究参考[13]。 
然而，对具有超线性增长且单边 Lipschitz 连续漂移项的 SDEs，使用显式 Euler-Maruyama 格式得到

的数值解在均方意义下可能发散[14]；当将其应用于具有类似条件的 MV-SDEs 时会出现“粒子腐蚀”现

象[15]。“粒子腐蚀”现象是指，当数值格式无法有效处理漂移项或扩散项系数的超线性增长时，在较大

步长下容易诱发某个粒子的数值解发散。由于模拟随机 McKean-Vlasov 方程的核心在于粒子间通过经验

分布进行耦合，单个粒子的发散状态会立即被引入该经验分布，进而污染所有其他粒子所满足的动力学

方程，致使整个粒子系统发生连锁式数值崩溃。此外，该现象呈现一个反直觉特性：系统粒子数越多，

出现初始发散粒子的概率越高，因而整体模拟越容易触发“粒子腐蚀”。为克服这一问题，[15]提出了驯

服 Euler-Maruyama 方法及针对状态分量的隐式方法，证明了该方法的强收敛性与粒子系统的混沌传播性
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质。后续研究进一步放宽了条件限制：[16]仅要求漂移项关于状态分量满足单边局部 Lipschitz 条件，扩 

散项关于状态分量满足
1
2

α+ -Hölder 连续；[17]则进一步允许漂移项在状态分量和测度分量上均具有超线 

性增长。此外，其他重要进展包括能够保持数值不变测度收敛性的截断 Euler-Maruyama 方法[18]、具有

最优半阶收敛速率的截断 θ方法[19]以及适用于扩散项超线性增长情况的自适应格式[20]等。值得一提的

是，文献[21]提出了一种基于算子的通用分析框架，统一建立了多种数值方法的强收敛性，从而为构造新

算法和统一分析提供了有效工具。 
本文旨在针对漂移项满足超线性增长与非全局 Lipschitz 条件的 MV-SDEs，发展高效稳健的数值方

法。重点研究将适用于确定性刚性常微分方程的单支 θ 方法[22]推广至随机情形后所得的分裂步 θ 方法

[23]，并将其扩展应用于该类方程的数值求解。该方法通过分步计算策略有效抑制数值模拟中出现的“粒

子腐蚀”现象：其隐式步骤在数值上实现了对漂移项的预平均与平衡调节，从而抑制了超线性增长项的

直接放大；后续更新则基于此经稳定的中间状态进行，确保各粒子在每一时间步所受等效漂移力可控，

进而从源头阻断了因个别粒子发散、经分布耦合引发系统崩溃的链式反应。在假设漂移项对状态分量满

足单边全局 Lipschitz 条件与超线性增长，而对分布及其他变量满足全局 Lipschitz 条件的框架下，本文系 

统分析了该方法的长时间性态。理论结果表明，在步长满足一定约束时，分裂步 θ方法于参数范围
1 1
2

θ≤ ≤

内具有均方收缩性，于
1 1
2

θ< ≤ 内具有均方稳定性，而对
10
2

θ≤ ≤ 的情形，则需要附加额外的线性增长

条件以保证均方稳定性。 
本文的结构安排如下：第二章节介绍必要的预备知识与假设条件；第三章节给出分裂步 θ 方法及其

均方收缩性与均方稳定性的证明；随后通过若干数值实验验证理论结果；最后总结全文并展望后续研究

工作。 

2. 预备知识和假设 

在本文中，设 { }( )0
, , ,t t

P
≥

Ω   为完备概率空间，其滤子{ } 0t t≥
 满足一般条件，即{ } 0t t≥

 单调递增、

右连续，且 0 包含所有 P 零测集。 tW 是关于{ } 0t t≥
 的m 维标准布朗运动。记 ,⋅ ⋅ 和 ⋅ 分别为 d 上的欧

式内积和欧式范数。若 A 为矩阵，则 *A 和 A 分别表示其转置与范数。令 ( )d 为 d 上的 Borel σ -代
数， ( )d 为 ( )( ),d d  上所有概率测度构成的集合。进一步， ( )2

d 表示所有具有有限二阶矩的

( )dµ∈  组成的集合： 

 ( ) ( ) ( ){ }2
2 : | d .d

d d x xµ µ= ∈ < ∞∫


    

对任意 ( )2, dµ ν ∈  ， ( )2
d 上 µ 和ν 的 Wasserstein 距离定义如下： 

 ( )
( )

( )( )
1

2 2
2 ,

, inf d ,d ,d d x y x y
π µ ν

µ ν π
×∈

= −∫
 

  

其中 ( ),µ ν 表示 µ 与ν 所有概率测度耦合构成的集合，即 ( ),π µ ν∈ 当且仅当 ( ) ( ), dπ µ⋅ = ⋅ 且

( ) ( ),dπ ν⋅ = ⋅ 。 
在本文中，考虑如下 d -维随机 McKean-Vlasov 微分方程 

 ( ) ( ) ( )0 0d , , d , , d , ,X X m d
t t t t t tX f t X t g t X W X Lµ µ= + ∈    (2.1) 

其中 X
tµ 表示过程 X 在时刻 t 的分布，且初值ξ 是 d 中满足

pE ξ < ∞的 0 -可测随机变量。映射 

[ ] ( )2: 0, d d df T × × →   和 [ ] ( )2: 0, d d d mg T ×× × →   可测，并满足如下假设。 
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假设 2.1. (参考[15] [24])对任意 , dx y∈ 及 ( )2, dµ ν ∈  ，假设： 
(1) 漂移项 f 关于 x 满足单边Lipschitz条件，关于分布满足Lipschitz条件，即存在常数 0fL < ， 0L > ，

对所有 [ ]0,t T∈ 有 

 ( ) ( ) 2, , , , , ,fx y f t x f t y L x yµ µ− − ≤ −        (2.2) 

 ( ) ( ) ( )2 2
2, , , , , .f t x f t x Lµ ν µ ν− ≤        (2.3) 

此外 f 关于 x 满足如下增长条件：存在常数 0L > ， 0q > ，使得对所有 [ ]0,t T∈ ， ( )2
dµ∈  有 

 ( ) ( ) ( ), , , , 1 .q qf t x f t y L x y x yµ µ− ≤ + + −       (2.4) 

(2) 扩散项 g 关于 x 和分布均满足 Lipschitz 条件，即存在常数 0gL > ，使得对所有 [ ]0,t T∈ 有 

 ( ) ( ) ( )( )( )2 22
2, , , , , .gg t x g t y L x yµ ν µ ν− ≤ − +        (2.5) 

(3) 漂移项 f 与扩散项 g 关于时间 t 满足
1
2

-Hölder 连续，即存在常数 0L > ，使得对所有 [ ], 0,t s T∈

有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1
2, , , , , , , , ,f t x f s x g t x g s x L t sµ µ µ µ− ∨ − ≤ −         (2.6) 

其中 { }max ,a b a b∨ = 。 
在假设 2.1 条件下，令

[ ]
( ) 2

0
0,

sup ,0,f
t T

C f t δ
∈

= 且
[ ]

( ) 2
0

0,
sup ,0,g

t T
C g t δ

∈
= ，那么对所有 [ ]0,t T∈ ，任意

   dx R∈ 和 ( )2
dµ∈  有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

2 22 2
0 0

2 2
2 0

, , , 0, , , ,0, , ,0,

1 ,0, ,0, ,0,
2

1 1 , ,
2 2

f

f f

x f t x x f t x f t x f t

L x x f t f t f t

C L x L

µ µ µ µ

µ δ δ

µ δ

= − − +

≤ + + − +

 ≤ + + + 
 



 

且 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

2 22
0 0

22 2
0

, , 2 , , ,0, 2 ,0,

2 2 2 , .g g g

g t x g t x g t g t

C L x L

µ µ δ δ

µ δ

≤ − +

≤ + + 
 

定义 

 1max , , , 2 , 2 ,
2f f g gK C L L C L = + 

 
 

则有 

 ( ) ( ) ( )( )( )22 2
2 0, , , , , 1 , .x f t x g t x K xµ µ µ δ∨ ≤ + +        (2.7) 

在假设 2.1 下关于方程(2.1)强解的存在唯一性已在文献[10]中建立。 
现在对每个 1,2, ,i N= 

，令 ( )0,i iW X 为 ( )0,W X 的独立样本，首先考虑与方程(2.1)关联的如下非交互

粒子系统 

 ( ) ( ) [ ]0 0d , , d , , d , , 0, .
i ii i X X i i i

t t t t t tX f t X t g t X W X X t Tµ µ= + = ∈      (2.8) 
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由于该系统只是原始方程(2.1)的 N 个独立样本，故有
iX X

t tµ µ= 。将 X
tµ 替换为其对应的经验测度 

 ( ) ( ),
,

1

1d d ,j N
t

N
X N
t X

j
x x

N
µ δ

=

= ∑  

其中 ,j N
tX

δ 为点 ,j N
tX 处的狄拉克测度，则可以得到如下交互粒子系统 

 ( ) ( ) [ ], ,, , , , ,
0 0d , , d , , d , , 0, .

i N i Ni N i N X i N X i N i N i
t t t t t tX f t X t g t X W X X t Tµ µ= + = ∈  

3. 分裂步 θ方法的长时间性态分析 

现在将时间区间 [ ]0,T 通过均匀步长
Th
M

= 划分为 M 步，并将文献[22]中提出的分裂步θ 方法应用于

方程(2.9)。我们得到如下数值格式 

 ( ), , , , , , , ,, , ,i N M i N M i N M X N M
n n n n nY X hf t h Yθ θ µ= + +        (3.1) 

 ( ) ( ), , , , , , , , , , , ,
1 , , , , .i N M i N M i N M X N M i N M X N M i

n n n n n n n n nX X hf t h Y g t h Y Wθ µ θ µ+ = + + + + ∆       (3.2) 

其中 , ,i N M
nX 是 ,

n

i N
tX 的近似， Δnt n t= ， 1,2, ,n M= 

，且 

 ( ) ( ), ,
, ,

1

1d d ,j N M
n

N
X N M
n X

j
x x

N
µ δ

=

= ∑  

初值 , , ,
0 0
i N M i NX X= ，

1
Δ

n n

i i i
n t tW W W

+
= − 是独立的 ( )0,ΔN t -分布高斯随机变量。参数 [ ]0,1θ ∈ 。当 0θ =

时，数值格式(3.1)~(3.2)退化为经典 Euler-Maruyama 方法。对任意 ( ]0,1θ ∈ ，我们需要求解隐式方程。由

压缩映射定理易知，若 1fhLθ < ，则隐式方程(3.1)存在唯一解。 

3.1. 分裂步 θ方法的均方收缩性 

定义 3.1. (参考[25])设 tX 和 tZ 为方程(2.1)具有不同初值条件 ( )0 0
m dX L∈  和 ( )0 0

m dZ L∈  的两个解。

如果存在实数 0λ < 使得 

 2 2
0 0e ,t

t tX Z X Zλ   − ≤ −      

则 MV-SDE (2.1)的解是指数均方收缩的。 
定义 3.2. 设 , ,i N M

nX 和 , ,i N M
nZ 为方程(2.1)同一数值格式针对不同初值条件 0

iX 和 0
iZ 的数值解，其中 0

iX
和 0

iZ 分别为 0X 和 0Z 的独立同分布样本，且对充分大的m N∈ 有 ( )0 0
m dX L∈  且 ( )0 0

m dZ L∈  。如果有 

 
[ ] [ ]

2 2, , , , , , , ,
1 1

1, 1,
sup sup ,i N M i N M i N M i N M

n n n n
i N i N

X Z X Z+ +
∈ ∈

   − ≤ Λ −      
   

其中 0 Λ 1< ≤ ，当Λ 1< 时，称该格式具有均方收缩性，且由递归计算可知： 

 
[ ]

2, , , ,

1,
lim sup 0.i N M i N M

n nn i N
X Z

∞→ ∈

 − =  
  

定理 3.1. 设假设 2.1 成立， 0h > 满足 ( )1 2 1 0fh Lθ− + > 且
1 1
2

θ≤ ≤ ，并假设存在充分大的m N∈ 使

得 ( )0 0
m dX L∈  且 ( )0 0

m dZ L∈  ，而 0
iX 和 0

iZ 分别为 0X 和 0Z 的独立同分布样本。 

定义两个族 ( ){ }, , , ,

,
,i N M i N M

n n i n
X Y 和 ( ){ }, , , ,

,
,i N M i N M

n n i n
Z G 为 SST 格式(3.1)~(3.2)关于对应经验测度对

{ }, ,X N M
n n

µ 和{ }, ,Z N M
n n

µ 的输出，其输入的初始条件分别为{ }, ,
0
i N M

i
X 和{ }, ,

0
i N M

i
Z 。则对任意 n N∈ ，有 
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[ ]

( )
[ ]

2 2, , , , , , , ,
0 0

1, 1,
sup 1 sup ,ni N M i N M i N M i N M

n n
i N i N

X Z h X Zφ
∈ ∈

   − ≤ + −      
       (3.3) 

其中 

 
( )( )( ) ( )

( )
2 2 2 L 1 2 1 1 2 2

.
1 2 1

f g f f g f g g

f

L L h L L h L L L L L L L h

h L

θ θ θ
φ

θ

+ + − + + + + − −
=

− +
     (3.4) 

由于 0h > 满足 ( )1 2 1 0fh Lθ− + > ，若 f gL L L< − − 且 h 充分小，那么 0φ < ，从而有 0 1 1hφ< + < ，

则此时 SST 格式具有均方收缩性且渐近稳定。 
证明. 与文献[25]中的证明类似，我们有 

 ( ) ( )( )2 2, , , , , , , , , , , ,
2

1 , .
1 2 1

i N M i N M i N M i N M X N M Z N M
n n n n n n

f

Y G X Z L h
h L

θ µ µ
θ

 
   − ≤ − +   − +  

        (3.5) 

根据(3.1)~(3.2)的表达式，由于
1 1
2

θ≤ ≤ 和假设 2.1，可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

2, , , ,
1 1

2, , , , , , , , , , , , , , , ,

2, , , , , , , , 2

, , , , ,

2 , , , , ,

1 2 , , , ,

, , ,

i N M i N M
n n

i N M i N M i N M i N M i N M X N M i N M Z N M
n n n n n n n n n n

i N M X N M i N M Z N M
n n n n n n

i N M X N M i
n n n n n

X Z

X Z Y G f t h Y f t h G h

f t h Y f t h G h

g t h Y g t h G

θ µ θ µ

θ θ µ θ µ

θ µ θ

+ +
 −  
≤ − + − + − +

+ − + − +

+ + − +





( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2, , ,

2 2 2, , , , , , , , , , , ,

1

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

,

1

2 , , , , ,

2 , , ,

N M Z N M i
n n

N
i N M i N M i N M i N M j N M j N M
n n g n n g N n

j

i N M i N M i N M X N M i N M X N M
n n n n n n n n

i N M i N M i N M X N M
n n n n n n

W

X Z L h Y G L h X Z
N

h Y G f t h Y f t h G

h Y G f t h G f t h

µ

θ µ θ µ

θ µ θ

=

∆

≤ − + − + −

+ − + − +

+ − +




− +

∑

( )
( )

, , , ,

2 2, , , , , , , ,

2 2 2, , , , , , , , , , , ,

1 1

,

2

1 12 .

i N M Z N M
n n

i N M i N M i N M i N M
n n f g n n

N N
j N M j N M j N M j N M j N M j N M

g N n n n n n
j j

G

X Z L h L h Y G

L h X Z Lh Y G X Z
N N

µ

= =




   ≤ − + + −      

    + − + − −        
∑ ∑

 

  

 

对两边同时取上确界，并由(3.5)可得 

 
[ ]

( )
[ ]

2 2, , , , , , , ,
1 1

1, 1,
sup 1 sup ,i N M i N M i N M i N M

n n n n
i N i N

X Z h X Zφ+ +
∈ ∈

   − ≤ + −      
   

其中φ 由(3.4)给出。通过简单的递推关系可得 

 
[ ]

( )
[ ]

2 2, , , , , , , ,
0 0

1, 1,
sup 1 sup .ni N M i N M i N M i N M

n n
i N i N

X Z h X Zφ
∈ ∈

   − ≤ + −      
   

3.2. 分裂步 θ方法的均方稳定性 

在分裂步 θ 方法的长时性态分析中，均方稳定性仍是关键的组成部分。事实上，我们推测，如果一

种方法具有均方稳定性，则“粒子腐蚀”效应可能会得到有效的抑制。因此，我们将在以下部分给出该

方法均方稳定性的证明。 
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定义 3.3. (参考[26])称 MV-SDE (2.1)的解 tX 是均方稳定的，如果有 

 2lim 0.tt
X

∞→
  =   

定义 3.4. 称 SST 格式(3.1)~(3.2)的数值解 , ,i N M
nX 在均方意义下指数稳定，如果有 

 
2 2, , , ,

1 e ,i N M h i N M
n nX Xη
+

   ≤      
   

其中 0η < 。则由简单的递归计算可知 

 
2, ,lim 0.i N M

nn
X

∞→

  =  
  

假设 3.1. 存在两个常数 0α < 和 0β > 使得对任意 dx∈ 和 ( )2
dµ∈  有 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
2

1, , , , , .
2

x f t x g t x xµ µ α β µ+ ≤ +   

在假设 2.1 和假设 4.1 成立的条件下，MV-SDE (2.1)的均方稳定性已在文献[26]中建立。 

定理 3.2. 设假设 2.1 和假设 3.1 成立，且 2 0α β+ < ， 2
1ˆ 2

4
h θ

βθ
−

= 。则以下结论成立： 

(1). 若 1
2

θ > ，则对任意 0 ˆh h< < ，SST 格式(3.1)~(3.2)是指数均方稳定的，即 

 
[ ]

( ) ( )
( ) [ ]

2
2 2, , , ,

1 2 2
1, 1,

2 2 2 1 4
sup exp sup ,

2 1 4 2 2
i N M i N M
n n

i N i N

h h
X X

h h

α β θ β θ

θ β θ α β θ+
∈ ∈

 + − −    ≤       − − − + 
   

其中
( ) ( )

( )

2

2 2

2 2 2 1 4
0

2 1 4 2 2

h h

h h

α β θ β θ

θ β θ α β θ

+ − −
<

− − − +
。 

(2). 若 0 1 2θ≤ ≤ 且存在常数 γ 使得 

 ( ) ( )( )2 2 2
2, , ,f t x xµ γ µ≤ +      (3.6) 

则存在正常数 1h ，使得对任意 00 h h< < ，SST 格式(3.1)~(3.2)是指数均方稳定的，即 

 
[ ]

( )
[ ]

2 2, , , ,
1 2 2

1, 1,
sup exp sup ,

2 2
i N M i N M
n n

i N i N

f h h
X X

hγθ+
∈ ∈

    ≤        + 
   

其中 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 212 4 2 3 1 2 2 2 .f h h hβγ α β γ θ γ θ α β= − + + − + +  

定理 3.2 中(1)排除
1
2

θ = 的情形，原因在于当
1
2

θ = 时，表达式 22 1 4 0hθ β θ− − < ，不满足不等式推导

所依赖的非负性前提。进一步地，此时相关指数项的指数部分不能保证其为负，导致指数衰减性质无法

保证，从而定理结论中的稳定性估计不再成立。 
证明. (1) 由 SST 格式(3.1)~(3.2)可得 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 22 2, , , , 2 , , , , , , , ,
1

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

1 2 , , , ,

2 , , , 2 , , ,

2 , , , , , .

i N M i N M i N M X N M i N M X N M i
n n n n n n n n n

i N M i N M X N M i N M i N M X N M i
n n n n n n n n n

i N M X N M i N M X N M i
n n n n n n n

X X h f t h Y g t h Y W

Y hf t h Y X g t h Y W

hf t h Y g t h Y W

θ θ µ θ µ

θ µ θ µ

θ µ θ µ

+ = + − + + + ∆

+ + + + ∆

+ + + ∆

    (3.7) 
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对(3.7)两边取期望并代入 SST 格式(3.1)，然后对两边取上确界，可得 

 

[ ] [ ] [ ]
( )

[ ]
( )

( )
[ ]

( )

[ ]

22 2, , , , , , , ,
1

1, 1, 1,

, , , , , ,

1,

22 , , , ,

1,

2, ,

1,

sup sup sup , ,

2 sup , , ,

1 2 sup , ,

sup

i N M i N M i N M X N M
n n n n n

i N i N i N

i N M i N M X N M
n n n n

i N

i N M X N M
n n n

i N

i N M
n

i N

X X h g t h Y

h Y f t h Y

h f t h Y

X

θ µ

θ µ

θ θ µ

+
∈ ∈ ∈

∈

∈

∈

    ≤ + +         

 + + 

 + − +  

≤


  






[ ] [ ]

( )
[ ]

( )

2 2, , , ,

1, 1,

22 , , , ,

1,

2 sup 2 sup

1 2 sup , , ,

i N M i N M
n n

i N i N

i N M X N M
n n n

i N

h Y h X

h f t h Y

α β

θ θ µ

∈ ∈

∈

    + +         

 + − +  

 



 

其中
2i

nW h ∆ =  
 。由(3.1)可得 

 
( )

( )

22, , , , , , , ,

22, , 2 2 , , , ,

, ,

2 2 , , .

i N M i N M i N M X N M
n n n n n

i N M i N M X N M
n n n n

X Y hf t h Y

Y h f t h Y

θ θ µ

θ θ µ

= − +

≤ + +
   (3.8) 

因此，容易得到 

 
[ ] [ ]

( )
[ ]

( )
[ ]

( )

2 2 2, , , , , ,
1

1, 1, 1,

22 2 , , , ,

1,

sup sup 2 2 sup

1 2 4 sup , , ,

i N M i N M i N M
n n n

i N i N i N

i N M X N M
n n n

i N

X X h Y

h h f t h Y

α β

θ β θ θ µ

+
∈ ∈ ∈

∈

     ≤ + +          

 + − + +  

  


    (3.9) 

由于
1 1
2

θ< ≤ 且 2 0α β+ < ，存在常数 2
1ˆ 2

4
h θ

βθ
−

= 使得对所有 0 ˆh h< < ，不等式 22 1 4 hθ β θ− ≥ 成立，于

是 

 
[ ] [ ]

2 2, , , ,
1

1, 1,
sup sup .i N M i N M

n n
i N i N

X X+
∈ ∈

   ≤      
   

由(3.1)可得 

 ( )
, , , ,

, , , ,, , .
i N M i N M

i N M X N M n n
n n n

Y Xhf t h Yθ µ
θ
−

+ =   (3.10) 

将(3.10)代入(3.9)可得 

 

[ ]

( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

[ ]

2 2
2 2, , , ,

1 2
1, 1,

2
2, ,

12
1,

2
, , , ,

2
1,

1 4
sup sup

1 2 4
2 2 sup

2 1 4 sup 2 , .

i N M i N M
n n

i N i N

i N M
n

i N

i N M i N M
n n

i N

h
X X

h
h Y

h Y X

θ β θ
θ

θ β θ
α β

θ

θ β θ
θ

+
∈ ∈

+
∈

∈

− +   ≤      

 − +  + + +      
 − −  +     

 





 

由
1 1
2

θ< ≤ ， 2 0α β+ < 及 0 ˆh h< < ，应用基本不等式可得 

 

( )

( )

2 2
2, , , , , ,

2

2 2, ,
2 2

2 1 4 2 2
2 ,

2 1 4

2 1 4 ,
2 1 4 2 2

i N M i N M i N M
n n n

i N M
n

h h
Y X Y

h

h X
h h

θ β θ α β θ
θ β θ

θ β θ
θ β θ α β θ

 − − − +
≤   − − 

 − −
+   − − − + 
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这意味着 

 
[ ]

( ) ( )
( ) [ ]

( ) ( )
( ) [ ]

2
2 2, , , ,

1 2 2
1, 1,

2
2, ,

2 2
1,

2 2 2 1 4
sup 1 sup

2 1 4 2 2

2 2 2 1 4
exp sup .

2 1 4 2 2

i N M i N M
n n

i N i N

i N M
n

i N

h h
X X

h h

h h
X

h h

α β θ β θ

θ β θ α β θ

α β θ β θ

θ β θ α β θ

+
∈ ∈

∈

 + − −    ≤ +       − − − + 
 + − −   ≤    − − − + 

 



 

易知
( ) ( )

( )

2

2 2

2 2 2 1 4
0

2 1 4 2 2

h h

h h

α β θ β θ

θ β θ α β θ

+ − −
<

− − − +
。 

(2) 结合(3.6)和(3.8)并取上确界可得 

 

[ ]
( )

[ ]

[ ]
( )

2, , , ,

1,

2 2, , , ,

1,

22, , 2 2 , , , ,

1,

sup , ,

sup

sup 3 2 , , .

i N M X N M
n n n

i N

i N M i N M
n n

i N

i N M i N M X N M
n n n n

i N

f t h Y

Y X

Y h f t h Y

θ µ

γ

γ θ θ µ

∈

∈

∈

 +  

 ≤ +  

 ≤ + +  







 

因此，存在正常数 1 2
1

2
h

γθ
= ，使得对所有满足 10 h h< < 的步长，以下不等式成立： 

 
[ ]

( ) [ ]

2, ,

2 1,, , , ,
2 2

1,

3 sup
sup , , .

1 2

i N M
n

i Ni N M X N M
n n n

i N

Y
f t h Y

h

γ
θ µ

γθ
∈

∈

 
   + ≤  − 


    (3.11) 

定义 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 212 4 2 3 1 2 2 2 ,f h h hβγ α β γ θ γ θ α β= − + + − + +  

利用(3.9)和(3.11)，在
10
2

θ≤ ≤ 条件下可得 

 

[ ] [ ]
( )

[ ]

( ) ( )

[ ]

( )
[ ]

2 2 2, , , , , ,
1

1, 1, 1,

22 2 , , , ,

2 2, , , ,
2 2

1, 1,

sup sup 2 2 sup

1 2 4 E , , .

sup sup .
1 2

i N M i N M i N M
n n n

i N i N i N

i N M X N M
n n n

i N M i N M
n n

i N i N

X X h Y

h h f t h Y

f h
X h Y

h

α β

θ β θ θ µ

γθ

+
∈ ∈ ∈

∈ ∈

     ≤ + +          

 + − + +  

   ≤ +      −

  

 

 

由于 2 0α β+ < 且
10
2

θ≤ ≤ ，易知存在正常数 2h 使得 ( )2 0f h = ，则对所有 20 h h< < 有 ( ) 0f h < 。 

联立方程(3.1)和(3.6)，并在两边取期望和上确界可得 

 [ ] [ ] [ ]
( )

[ ] [ ]

22 2, , , , 2 2 , , , ,

1, 1, 1,

2 2 2, , 2 2 , , , ,

1, 1,

sup 2 sup 2 sup , ,

2 sup 2 sup ,

i N M i N M i N M i N M
n n n n X

i N i N i N

i N M i N M i N M
n n n

i N i N

X Y h f t h Y

Y h Y X

θ θ µ

γθ

∈ ∈ ∈

∈ ∈

    ≤ + +         

   ≤ + +      

  

 
   (3.12) 

那么 

 
[ ] [ ]

2 22 2, , , ,
2 2

1, 1,

1 2sup sup .
2 2

i N M i N M
n n

i N i N

hY X
h

γθ
γθ∈ ∈

−   ≥      +
   
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令 { }0 1 2min ,h h h= ，利用(3.12)及 00 h h< < 可得 

 
[ ]

( )
[ ]

( )
[ ]

2 2, , , ,
1 2 2

1, 1,

2, ,
2 2

1,

sup 1 sup
2 2

exp sup .
2 2

i N M i N M
n n

i N i N

i N M
n

i N

f h h
X X

h

f h h
X

h

γθ

γθ

+
∈ ∈

∈

    ≤ +       + 
   ≤     + 

 


 

4. 数值模拟 

Ginzburg-Landau 方程是经典的非全局 Lipschitz 常微分方程，在数值模拟中常作为重要示例被广泛使

用。本文为说明理论结果，考虑其带有平均场扰动的随机版本如下 

 [ ]
2

3
0 0d d d , .

2t t t t t tX X X c X t X W X xσ σ
 

= − + + = 
 

  

由于 Ginzburg-Landau 方程(4.1)的系数不满足假设 2.1 所需要的必要条件，我们将其重新定义如下： 

 [ ]( )3
0 0d d d , .t t t t t tX aX X c X t X W X xσ= − + + =  

容易验证方程当 0a < 时(4.2)的漂移项和扩散项满足假设 2.1，因此该方程存在唯一强解。 

4.1. 均方收缩性验证 

由(4.2)表达式易知 fL a= ， 2L c= 和 2
gL σ= 。此处取参数 8a = − ， 4c = ， 1σ = ， 100T = ， 1000N = ，

它们满足 f gL L L< − − ，由[27]可知该系统是保守的且当  t →∞时几乎必然有 0tX = 。采用不同的初值条

件 0 1x = 和 0 2z = ，于是我们可以得到 

 
2 214 8 1 19 60 45 .

1 15
h h h

h
θ θ θφ

θ
− + + + −

=
+

 

选取三个不同的θ 值：0.5，0.75，1 以及它们对应的最大步长 0.58，0.39 和 0.29 使得 0φ < 从而测试

分裂步θ 方法的均方收缩性。 
定义在时刻T Mh= 处 0x 和 0z 之间的均方根误差如下： 

 

1
22, , , ,

1

1: .
N

j N M j N M
M M

j
RMSE X Z

N =

 
= − 
 

∑  

相应的结果在图 1 中展示。(从左到右，从上到下依次为 0.2h = ， 0.5h = ， 1h = 和 2h = 时的结果。) 
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Figure 1. The mean-square contractivity under different step sizes 
图 1. 不同步长下的均方收缩性 
 

如图 1 所示，在步长 0.5h ≤ 时，三个θ 值对应的分裂步θ 方法均表现出均方收缩性，这与定理 3.1 的

结果一致。而随着步长逐步增大，三个θ 值对应的分裂步θ 方法仍表现出较好的均方收缩性，这表明我们

理论分析中设定的条件较为严格，可以适当放宽。 

4.2. 均方稳定性验证 

 

 
Figure 2. The mean-square stability under different step sizes 
图 2. 不同步长下的均方稳定性 
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在本小节中，为了验证定理 3.2 提出的均方稳定性分析，我们考虑更改方程(4.2)的参数设置，选取

4a = − ， 0.5c = ， 1σ = 。这样以来，我们可以明确定理 3.2 中参数
2 2

2 2
ca σα = + + 和

2

2
cβ = ，从而确保 

条件 2 0α β+ < 成立。此外，设置 100T = ，初值条件和其他所有模拟设置与之前的实验保持一致。考察三

个不同的θ 取值：0.6，0.8 和 1，对每个θ ，其对应的理论最大稳定步长分别为 1.1，1.9 和 2.0。相应的结

果展示在图 2 中。(从左到右，从上到下依次为 0.5h = ， 1h = ， 2h = 和 5h = 时的结果。) 
图 2 表明，当 1h ≤ 即步长满足约束条件时，三个θ 值对应的分裂步θ 方法均呈现出均方稳定性，这

与定理 3.2 所得结论一致。当步长增大至 2h = 时， 0.6θ = 时的曲线逐渐偏离，而当步长进一步增大至

5h = 时， 0.6θ = 和 0.8θ = 对应的曲线开始振荡，不再具有均方稳定性，而 1θ = 对应的曲线仍保持线性。

这说明该方法的均方稳定性需要步长受限于一定范围，且较大的θ 值其稳定性更强。 

5. 总结 

本文研究了漂移项系数满足状态分量超线性增长及单边 Lipschitz 条件的随机 McKean-Vlasov 微分方

程的数值逼近问题。针对这类具有非全局 Lipschitz 系数的方程，基于对分布的交互粒子逼近，提出了分

裂步θ 方法对相应的粒子系统进行离散化处理。主要理论结果如下： 

在均方收缩性方面，我们证明了当参数θ 满足
1 1
2

θ≤ ≤ 且步长满足一定条件时，该方法具有均方收缩

性。这一性质表明数值解在长期演化过程中能够保持对初值差异的压缩效应，为数值模拟的可靠性提供

了理论保障。 

在均方稳定性方面，我们进一步证明了当
1 1
2

θ< ≤ 时，该方法具有均方稳定性，而在
10
2

θ≤ ≤ 时，则

需要额外附加线性增长条件才能保证均方稳定性。特别地，我们给出了保证方法稳定性的步长阈值条件。

这一结果表明适当选择参数θ 可以增强数值方法的稳定性。 
通过 Ginzburg-Landau 方程的数值实验，我们验证了理论分析的正确性。实验结果表明：在满足理论

条件时，分裂步θ 方法表现出良好的均方收缩性和稳定性；参数θ 的增大会增强方法的稳定性，允许采用

更大的时间步长；理论分析给出的步长条件相对保守，实际应用中可能具有放宽的余地。未来的研究可

以深入探索更多分布逼近的替代方法，并考察其在生物，金融等领域更复杂模型中的应用。 
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