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摘  要 

本文建立了考虑媒体报道影响的时滞结核病模型。首先，计算出无病平衡点，使用下一代矩阵法确定了

基本再生数，并分析了无病平衡点的局部和全局稳定性。其次，探讨了地方病平衡点的存在性，给出了

多种存在情形，并利用Hurwitz准则分析了其稳定性。再次，通过分析特征方程的纯虚根，证明了Hopf
分支的存在性，得到了模型发生Hopf分支的条件。最后，通过数值分析，验证了理论的正确性。 
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Abstract 
In this paper, a time-delay tuberculosis model considering the influence of media reports is estab-
lished. First, the disease-free equilibrium is calculated, the basic reproduction number is deter-
mined by using the next generation matrix method, and the local and global stabilities of the dis-
ease-free equilibrium are analyzed. Second, the existence of the endemic equilibrium is explored, 
various existence cases are given, and its stability is analyzed by using the Hurwitz criterion. Third, 
by analyzing the pure imaginary roots of the characteristic equation, the existence of the Hopf bi-
furcation is proved, and the conditions for the model to undergo Hopf bifurcation are obtained. Fi-
nally, through numerical analysis, the correctness of the theory is verified. 
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1. 引言 

结核病是由结核分枝杆菌引起的一种慢性传染病，其中肺部感染(即肺结核)最为常见[1]。肺结核潜

伏期长、传播机制复杂，已成为全球重大的公共卫生挑战。根据世界卫生组织 2025 年报告，全球新增

结核病患者 1070 万例，其中中国新增病例数 75.97 万例(占全球发病数的 7.1%)，在 30 个结核病高负担

国家中位居第 3 [2]。因此，研究肺结核的传播机制来帮助疾病的防控是至关重要的。 
肺结核根据有无传染性可分为活动性肺结核与非活动性肺结核。当机体初次感染肺结核后，短期内

进展为活动性肺结核的风险相对较高，而随着病程推进，这种进展概率会逐步衰减。基于此病程特点，

学界常将肺结核的疾病进程划分为快速进展阶段与缓慢进展阶段。活动性肺结核的发生通常源于以下三

种机制：第一种为原发性感染，第二种为内源性激活，第三种为外源性再感染[3]。快速进展阶段的潜伏

期平均约 5 年，在该时滞区间内，感染者可能长期无症状却具备传染潜力，这使得防控实践中对传染源

的早期识别、密切接触者追踪等核心环节的推进难度显著提升。 
近年来，媒体报道通过信息扩散显著影响公众行为模式，这对于预防与控制各种传染病的传播也发

挥着至关重要的作用。例如，在新型冠状病毒肺炎(COVID-19)流行期间，媒体及时通报疫情数据，大量

宣传减少接触和戴好口罩等举措，从而改变公众行为，有效控制了疾病的传播[4] [5]。然而，现有结核

病模型多未整合媒体报道的动态效应与时滞机制，难以精准描述潜伏期对传播路径的影响。 
数学模型如今已被广泛应用于肺结核疾病传播机理的研究，最早的模型可追溯到 Ross-Macdonald 模

型[6] [7]。此后，多种数学模型被建立，用以描述和预测肺结核的传播规律，其中常微分模型因忽略潜

伏期、感染期、干预延迟等时滞效应，难以准确刻画疾病传播的阶段性特征与复杂动态；而时滞微分方

程模型通过纳入时滞项，更真实地刻画了疾病传播的时间依赖性特征，如今，传染病动力学研究已从常

微分方程向时滞微分方程拓展[8]-[10]。其中 Beretta 等人[8]系统地将时滞微分方程引入传染病模型，并

通过 Lyapunov 泛函、线性化方法等重点分析了各类时滞模型的全局稳定性。Colijn 等人[3]建立了一类

含时滞的肺结核传播模型，比较全面地考虑了肺结核的发病机制，如内源性激活，感染且不具备传染性

的个体及恢复个体仍有被传染性(外源性再感染)等因素，但最终未对其模型进行稳定性分析。Guo 等人

[10]构建了一个考虑年龄依赖潜伏期和治疗时滞的结核病传播模型，证明了无病平衡点的全局稳定性，

地方病平衡点的存在性与持久性及其全局稳定性，并基于数据提出了控制策略。这些转变不仅深化了对

疾病传播机制的理解，也为精准防控策略的制定提供了可靠的理论工具。 
在传染病模型的研究中大量学者引入媒体影响的方式通常为饱和函数[11] [12]或指数函数[13] [14]。

2008 年，Liu 和 Cui [11]提出了一个考虑媒体对传播率的影响的 SIRS 模型，并对无病平衡点和地方病平

衡点进行了研究。Zhao等人在上述研究模型的基础上引入了媒体报道的时间滞后，他们发现时滞可以使

稳定的地方病平衡点失稳，并且使模型产生稳定的周期解。 
受上述的启发，本文提出了受媒体报道影响的传染率： 
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( ) ( )1 1 0, mm I
m I

β β β β= − −
+

, 

其中 1β 表示疾病发生时，媒体没有报道相关信息，传染率达到最大值， 0β 表示通过媒体报道相关信息

使传染率达到最小值，m表示媒体报道的信息数量。 
考虑到健康的人群受到肺结核病菌的感染后不会立即发病，于是我们将总人口 N 划分为： S ， L ，

I ，T ，即 N S L I T= + + + ，并建立了以下模型： 

 

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

d 1 , ,
d
d , e ,
d
d 1 , e ,
d
d ,
d

S SbS m I SI
t K
L p m I t S t I t L
t
I L p m I t S t I t d I
t
T I T
t

µτ

µτ

β

β τ τ τ µ ε

ε β τ τ τ γ µ

γ µ

−

−

  = − −   


= − − − − +

 = + − − − − − + +

 = −


 (1) 

其中 S ， L ， I ，T 分别表示易感个体的数量，已被感染但不具备传染性的个体数量，被感染且具有传

染性的个体数量和恢复个体的数量， b 代表易感个体的恢复率， K 代表最大环境容纳量， p 表示易感

个体与感染个体接触成为活动性肺结核病(即快速发展肺结核病例)的比例，易感个体与具备传染性个体

接触后会进入肺结核的快速发展阶段，这一阶段持续的时间记作τ ，即快速发展阶段的潜伏期， µ 表示

自然死亡率， d 表示因病死亡率， γ 表示被感染且具有传染性的个体数量的恢复率， ε 表示潜伏者转移

至感染者的比例。由于前三个方程和恢复个体T 不直接相关，因此只需考虑系统的前三个方程，即系统

可简化为： 

 

( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

d 1 , ,
d
d , e ,
d
d 1 , e
d

S SbS m I SI
t K
L p m I t S t I t L
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I L p m I t S t I t d I
t

µτ

µτ

β

β τ τ τ µ ε

ε β τ τ τ γ µ

−

−

  = − −   


= − − − − +



= + − − − − − + +


 (2) 

文章的结构如下：第二节对所建立的系统(2)分析了无病平衡点和地方病平衡点的存在性与稳定性，

第三节利用几何稳定性切换准则分析了 Hopf 分支的存在性，第四节验证了平衡点的局部渐近稳定性和

Hopf分支的存在性。该研究有助于理解肺结核的传播机制，为肺结核的防控提供一定的理论指导。该模

型也有局限性，例如没有考虑恢复者的复发及医疗资源的有限性，这是将来改进的方向。 

2. 平衡点的存在性及稳定性 

2.1. 无病平衡点的存在性及稳定性 

当疾病不存在时，即 0L I= = ，则系统(2)有无病平衡点 ( )0 ,0,0E K= 。在 0E 点，利用下一代生成

矩阵，可以计算传染矩阵 F 和转移矩阵V 分别表示为 

( )
0

0

00 e
= , .

0 1 e
p K

F V
dp K

µτ

µτ

µ εβ
ε γ µβ

−

−

  + 
=     − + +−     

基本再生数可以表示为 ( )1
0R FVρ −= ，其中， ( )1FVρ − 表示矩阵 1FV − 的谱半径。计算可得系统(2)

的基本再生数为： 
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( )( )

( )( )
0

0

e 1
.

K p p
R

d

µτβ ε µ ε
γ µ µ ε

− + − +  =
+ + +

 (3) 

当疾病发生时，媒体没有报道相关信息( 0m = )，此时传染率达到最大值 1β ，系统(2)的基本再生数为： 

 
( )( )

( )( )
1

1

e 1
.

K p p
R

d

µτβ ε µ ε
γ µ µ ε

− + − +  =
+ + +

 (4) 

由于 1 0β β> ，则 1 0R R> ，接下来讨论无病平衡点的局部与全局稳定性。 
定理 2.1 当 0 1R < 时，系统的无病平衡点 ( )0 ,0,0E K= 是局部渐近稳定的。 
证明：系统在无病平衡点 ( )0 ,0,0E K= 处的 Jacobian 矩阵为 

( ) ( )
( ) ( )

0

0 0 1 0

0

0
e 0 e e

0 1 e e

b K
J E J J E p K

p K d

λτ µτ λτ

µτ λτ

λ β
λ µ ε λ β

ε β γ µ λ

− − −

− −

− − − 
 = + − = − + − 
 − − + + − 

, 

则特征方程为： 

( ) ( ) ( )( )2
1 0 1 0 0 e 0b P P Q Q K λτλ λ λ τ λ τ β − − − + + + + =  , 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 02 , , 1 e , e .P d P d Q p Q pµτ µτγ µ ε µ ε γ µ τ τ µ µ ε− −= + + + = + + + = − = − −  

特征多项式有负的实特征根 bλ = − ，其他的特征根由下式决定 

 ( ) ( )( )2
1 0 1 0 0 e 0,P P Q Q K λτλ λ τ λ τ β −+ + + + =  (5) 

当 0τ = 时，上式变成： 

 2 0,B Cλ λ+ + =  (6) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0 0

0 0 0 0 0

0 1 0,

0 1 0.

B P Q K d p K

C P Q K d p K p K

β µ ε γ µ β

β µ ε γ µ β β ε

= + = + + + + − − >

= + = + + + − − − >  
 

在(6)中， ( ) ( ) ( ) 22
0 04 1 4 0B C d p K p Kµ ε γ µ β β ε∆ = − = + + + + − − + >   ，所以两根均为负实数根。

则 0τ = 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 
当 0τ > 时，由 Hurwitz 准则，方程(5)的特征根都具有负实部，则无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的。

将 iλ ω= 带入特征方程(5)，整理实部和虚部后，并运用欧拉公式得到： 

( ) ( )
( ) ( )

2
0 1 0 0 0

1 1 0 0 0

sin cos ,

cos sin ,

P Q K Q K

P Q K Q K

ω τ ω ωτβ τ ωτβ

ω τ ω ωτβ τ ωτβ

− = +

= − +
 

将以上两式分别平方相加得到： 

 
4 2

2 0 0,C Cω ω+ + =  (7) 

其中，当 0 1R < 时， 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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0
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−
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( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
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2 2 2 2 2 2
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0

e

1 0.

C P Q K

d p K

d R

µτ

τ β

µ ε γ µ µ µ ε β

µ ε γ µ

−

= −

= + + + − − −

= + + + + − >

 

因此，方程(7)的四个特征根均有负实部，当 0τ > 时，系统的无病平衡点 ( )0 ,0,0E K= 是局部渐近

稳定的。从而得到当 0 1R < 时，系统的无病平衡点 ( )0 ,0,0E K= 是局部渐近稳定的。 
我们令： 

1 e .K
d

µτβφ
γ µ

−

=
+ +

 

定理 2.2 当 1φ ≤ 时，无病平衡点 0E 全局渐近稳定。 
证明 首先构造一个 Lyapunov 函数 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ln e , d .
t

t

SV t S K K L I m I u S u I u u
K

µτ

τ

β
−

= − − + + + ∫  

显然 ( ) 0V t ≥ 。对 ( )V t 求导得：

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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( ) ( )
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2

2

1
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1 e , ,

1 1 , e e

1 e , e
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S
K SbS m I KI L r d I
S K

SbK L K m I r d I
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SbK L K r d I
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SbK L r
K
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µτ µτ

µτ µτ

µτ µτ
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β β τ τ τ
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µ β µ

µ β µ

µ µ

 ′ ′ ′ ′= − + + + − − − − 
 
   = − − + − − + +   
   

   = − − − + − + +    

   ≤ − − − + − + +    

 = − − − + + + 
 

( ) 1e 1 e .Kd I
r d

µτ
µτβ

µ

− 
− + + 

 

当 1φ ≤ 时， ( ) 0V t′ ≤ 。 ( ) 0V t′ = 当且仅当 , 0S K L I= = = 。那么，集合 ( ) ( ){ }3, , : 0S L I R V t+ ′∈ = 的

最大不变集为{ }0E 。由 Lyapunov-Lasalle 不变集原理得 t →∞时，系统(2)的非负解均趋于无病平衡点 0E 。

故当 1φ ≤ 时，无病平衡点 0E 全局渐近稳定。 
注 1：由于 

( ) ( )1 1
0 1

1e e ,
p pK KR R

d d

µτ µτε µ εβ β
γ µ µ ε γ µ

− −+ − +
< = ⋅ ≤

+ + + + +
 

其中 

( )( )1
1.

p p pε µ ε µ ε µ
µ ε µ ε

+ − + + −
= ≤

+ +
 

因此，定理 2.2 中条件实际上比常规无病平衡点全局渐近稳定的条件 0 1R ≤ 要强。

 
2.2. 地方病平衡点的存在性和稳定性 

正平衡点的存在性 
将系统(2)的地方病平衡点记为 ( ), ,E S L I∗ ∗ ∗ ∗ ，令方程右侧为 0，通过计算得到 
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( )( ) ( )

( )( )
,

, ,
1

K b m I I p d I
S L

b p p

β γ µ
ε µ ε

∗ ∗ ∗
∗ ∗

− + +
= =

+ − +
 (8) 

且 I ∗ 满足以下方程 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

1 1 0 1 0

2
2

1 e ,

.

F I K b m I I m I I m p p

F I b d m I

µτβ β β β ε µ ε

γ µ µ ε

− = + − + + + − +   

= + + + +
 (9) 

当 0I = 时， 

( )
( )

1
0

2

0
,

0
F

R
F

=  

且正平衡点的存在性等价于 ( ) ( )1 2F I F I= 的正根的存在性，通过分析，得到以下地方病平衡点的存在

性定理： 
定理 2.3 
1) 当 0 1R > 时，模型(2)有唯一正平衡点 ( ), ,E S E I∗ ∗ ∗ ∗= 。 
2) 当 0 1R ≤ 时，若存在 * 0x > 使得 ( )*

1 0F x′ = ，定义 

( )
( )

*
2

1 *
1

F x
R

F x
=

 

则有 
(a) 当 0 1R = 时，模型(2)有唯一正平衡点 ( )1 , ,E S L I∗ ∗ ∗ ∗= 。 
(b) 当 { }0 1max , 1R R < 时，模型(2)有两个正平衡点 ( ), ,E S E I− − − −= 和 ( ), ,E S E I+ + + += ，其中 I I− +< 。 
(c) 当 0 1 1R R< = 时，模型(2)有一个二重平衡点 ( )2 2 2 2, ,E S L I∗ ∗ ∗ ∗= 。 
3) 其他情况模型(2)没有正平衡点。 
证明 注意到 

( ) ( )1 2lim , lim .
I I

F I F I
→+∞ →+∞

= −∞ = +∞  

首先考虑情况 1) 由于 0 1R > ，所以 ( ) ( )1 20 0F F> ，我们可以直接得到模型(2)有唯一正平衡点。 
再考虑情况 2) 如果 0 1R = ，则 ( ) ( )1 20 0F F= 。因为存在 * 0x > 使得 ( )*

1 0F x′ = ，进一步可得 

( ) ( )* *
1 2F x F x< ，因此模型(2)有唯一正平衡点。如果 0 1R < 且 1 1R < ，则 ( ) ( )2 10 0F F> 且 

( ) ( )* *
1 2F x F x> ，故模型(2)有2个正平衡点。如果 0 1 1R R< = ，则 ( ) ( )2 10 0F F> 且 ( ) ( )* *

1 2F x F x= ，从而

模型(2)有一个二重平衡点。 
最后考虑情况 3) 此时仅存在两种情况：当 0 1R ≤ 且对所有的 0x > 有 ( )*

1 0F x′ > ；当 0 1R < ，存在 
* 0x > 使得 ( )*

1 0F x′ = ，且 1 1R > 。 
例 1 取参数 1 02.5, 0.5, 0.6, 0.02, 0.3, 0.2, 0.1, 0.8, 0.5b m p dβ β ε µ γ= = = = = = = = = ，另外分别取 K

为 90，77.78，5.5，4.6，4.2 则可以得到 0R 的值分别为 1.1571，1，0.707，0.0591，0.054 对应定理 2.3 的

五种情形，见图 1。 
当 0 1, 0R τ> = 时，系统(2)在 *E 处的特征方程为 

 ( ) ( )3 2
2 2 1 1 0 0 0,D E D E D Eλ λ λ+ + + + + + =  (10) 

其中 
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Figure 1. Sketch of intersection line with respect to ( ) ( )1 2,F I F I  

图 1. ( ) ( )1 2,F I F I 的交线示意图 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 11 22 33 1 22 11 33 11 33 0 11 22 33 2 33

1 11 22 33 13 31 32 23 0 13 22 31 32 21 11 32 23 22 33

11 13 22 32 33

21 23

, , , ,

, ,
2 , , , , , , ,

, ,

D a a a D a a a a a D a a a E b

E a a b a b a b E a a b a b a a b a b
ba b S m I I a m I S a a a d

K
b p m I I b

β β µ ε ε γ µ

β

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

= − + + = + + = − = −

= + − − = − + −

= − − = − = − + = = − + +

= = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 33, , 1 , , 1 , .p m I S b p m I I b p m I Sβ β β∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − = −

 

令 2 2 2 1 1 1 0 0 0, ,a D E a D E a D E= + = + = + ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2

1

0

2

2 , 1 , ,

2 , 1 ,

      , 1 1 , ,

2 , , 1

      ,

ba d b S m I I p m I S
K

ba b S m I I d p m I S
K

m I S p p p m I I

ba b S m I I m I S p p d
K

m I S

µ ε γ µ β β

β µ ε γ µ β

β ε µ ε β

β β ε µ ε µ ε γ µ

β

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

 = + + + − − − − − 
 

   = − − − + + + + − −    
 + − + − − − 

   = − − + + − − + + +    

+ ( ) ( )1 .I p pε µ ε∗ ∗ + + −  

 

由 Hurwitz 准则可得下述地方病平衡点 ( ), ,E S L I∗ ∗ ∗ ∗ 局部渐近稳定的定理。 
定理 2.4 当 00, 1Rτ = > 且条件 

(H) 2 0 2 1 00, 0,a a a a a> > >  

成立时， ( ), ,E S L I∗ ∗ ∗ ∗ 是局部渐近稳定的。 
注 2：由于模型的复杂性，尤其是地方病平衡点表达式的复杂性，很遗憾条件(H)并未验证出来。 

3. Hopf 分支 

当 0 1R > 时，我们能得到 

( ) ( )
( ) ( )

0
max

11 ln : .
K p p

d
β ε µ ε

τ τ
µ γ µ µ ε

 + − +  < =  + + +   
此时系统在地方病平衡点 ( ), ,E S L I∗ ∗ ∗ ∗ 处的 Jacobian 矩阵为 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 , 0 ,

., e e ( ) , e e

1 , e e 1 , e e

bb S m I I m I S
K

J E p m I I p m I S

p m I I p m I S d

µτ λτ µτ λτ

µτ λτ µτ λτ

β λ β

β µ ε λ β

β ε β γ µ λ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ − − ∗ ∗ − −

∗ ∗ − − ∗ ∗ − −

 − − − − 
 = − + − 
 
 − − − + + −   

故特征方程为： 

 ( )3 2 2
2 1 0 2 1 0 e e 0,D D D E E E µτ λτλ λ λ λ λ − −+ + + + + + =  (11) 

其中 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 11 22 33 1 22 11 33 11 33 0 11 22 33 2 33

1 11 22 33 13 31 32 23 0 13 22 31 32 21 11 32 23 22 33

11 13 22 32 33

21 23

, , , ,

, ,
2 , , , , , , ,

, ,

D a a a D a a a a a D a a a E b

E a a b a b a b E a a b a b a a b a b
ba b S m I I a m I S a a a d

K
b p m I I b

β β µ ε ε γ µ

β

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

= − + + = + + = − = −

= + − − = − + −

= − − = − = − + = = − + +

= = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 33, , 1 , , 1 , .p m I S b p m I I b p m I Sβ β β∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − = −
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将 iλ ω= 代入特征方程(11)，运用欧拉公式，分离实部和虚部后可得等式 

 
( )

( )

2 2
2 0 1 2 0

2 3
1 2 0 1

cos sin e ,

cos sin e ,

E E E D D

E E E D

µτ

µτ

ω ωτ ω ωτ ω

ω ωτ ω ωτ ω ω

−

−

 − + + = − 

 + − = − 

 (12) 

对(12)中的两个方程分别平方后相加，得到如下多项式： 

 ( ) 3 2 2
2 1 0 , .G u u q u q u q u ω= + + + =  (13) 

其中 ( )2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 2 1 1 0 2 1 0 2 0 0 02 e , 2 2 e , eq D D E q D D D E E E q D Eµτ µτ µτ− − −= − − = − + − + = − 。 

同时，我们将(12)中的 sinωτ 和 cosωτ 分离出来，得到： 

 

( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

4 3 2
2 1 2 2 1 0 1 0 0 1

122 2 2
2 0 1

4 3 2
2 2 1 2 0 0 2 1 1 0 0

222 2 2
2 0 1

e
sin : , ,

e
cos : , .

E E D E D E E D E D
h

E E E

E D E E D E D E D E D
h

E E E

µτ

µτ

ω ω ω ω
ωτ τ ω

ω ω

ω ω ω
ωτ τ ω

ω ω

  − + + + − +  = =
 − +


 − + + + − −  = =
− +

 (14) 

假设 0J +⊆  是使得 ( )ω τ 为(11)的正根的所有τ 的集合，且当 Jτ ∉ 时， ( )ω τ 不确定。我们可以将

角度 ( ) [ ]0,2θ τ ∈ π 定义为(14)的解： 

 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )

4 3 2
2 1 2 2 1 0 1 0 0 1

22 2 2
2 0 1

4 3 2
2 2 1 2 0 0 2 1 1 0 0

22 2 2
2 0 1

e
sin ,

e
cos ,

E E D E D E E D E D

E E E

E D E E D E D E D E D

E E E

µτ

µτ

ω ω ω ω
θ τ

ω ω

ω ω ω
θ τ

ω ω

  − + + + − +  =
 − +


 − + + + − −  =
− +

 (15) 

对于 Jτ ∈ ，(15)中的自变量“ ( )θ τ ”与(14)中的“ ( )ω τ τ ”之间的关系为： 

 ( ) ( ) 02 , .n nω τ τ θ τ π= + ∈  (16) 

因此，我们可以定义由下式给出的映射 0:n Jτ +→  ， 

 ( ) ( )
( ) 0

2
: , , ,n

n
n J

θ τ
τ τ τ

ω τ
= ∈

π+
∈  (17) 

其中 ( )ω τ 是满足 0,J Jτ +∈ ⊆  的一个根。我们引入函数 J →， 

 ( ) ( ) 0: , , ,n nS J nτ τ τ τ τ= − ∈ ∈  (18) 

它们在τ 中是连续且可微的。 
定理 3.1 假设 ( )ω τ 是满足 0,J Jτ +∈ ⊆  一个正实根，且在某一 * Jτ ∈ ， 

 ( )*
0: 0, .nS nτ = ∈  (19) 

那么在 *τ τ= 处(11)存在一对简单共轭纯虚根 ( ) ( )* *iλ τ ω τ± = ± ，如果 ( )* 0δ τ > ，则它们从左到右穿

过虚轴；如果 ( )* 0δ τ < ，则从右到左穿过虚轴，其中 

 ( ) ( )*
* d Re .

d i
sign

λ ω τ

λδ τ
τ =

 
=  

 
 (20) 

接下来，我们在附录 1 中的条件(Hi) (其中 0,1i = )下，分析正平衡点 ( )* * *, ,E S E I∗ = 的 Hopf 分支。 
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定理 3.2 我们令  

 [ ) ( ){ }0 max 0: 0, ,W Hτ τ τ= ∈ 满足  (21) 
设条件(H)成立，那么(2)在 0W 内不会发生 Hopf 分支，且正平衡态 E∗的稳定性在 0W 的每个连通子区间内

保持不变。 
接下来，当条件(H1)成立时，我们进行 Hopf 分支分析。令 

 [ ) ( ){ }1 max 1: 0, .W Hτ τ τ= ∈ 满足
 (22) 

参考文献[15]的引理 4.2，我们可得出结论：当 1Wτ ∈ 时，多项式 ( )G u 有唯一单重零点(记为 *u )，由

此可得 *uω = 且集合 1W 要么是一个单连通区间，要么是若干个连通区间的并集。为简便起见，我们假

设： 
(A1) 1W 是一个单连通区间，满足： 10 W∈ 且 [ )max 0 10, W Wτ = ∪ 。 
则 [ )1 10,supW W= 。对 1Wτ ∈ ， 0n N∈ ，根据(18)式，我们定义 

 ( ) ( ){ }1sup : ,n nS S Wτ τ τ= ∈  (23) 

其中， ( )θ τ 是 1sin hθ = 和 2cos hθ = 在 [ )0,2π 中的唯一解，则 

 

( )( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )

2 1

2 1

arccos , , , 0,
( )

2 arccos , , , 0.

h h

h h

τ ω τ τ ω τ
θ τ

τ ω τ τ ω τπ

 >= 
− ≤  (24) 

因此， ( )iω τ ∗± 是(11)的一对纯虚特征值，当且仅当存在某个 0n N∈ 使得 ( )* 0nS τ = 。参考文献[16]
的定理 2.2 可推得 

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

* * * * *Re , .n n

G
sign sign sign S sign S

ω
λ τ ω τ τ τ τ

ω

 ∂
 ′ ′ ′= =
 ∂ 

 (25) 

我们定义 { }1 0 : 0nN n N S= ∈ ≤ ， 
定理 3.3 设条件(A1)成立且当 0τ = 时条件(H)成立，则： 
1) 若

0
0S ≤ ，则正平衡点 *E 对所有 [ )max0,τ τ∈ 均为局部渐近稳定。 

2) 若
0

0S > ，且对所有 0n N∈ 而言， ( )nS τ 在 1W 中至多有两个零点(重根按重数算)，则恰好存在

12N 个 Hopf 分支值，记在
10 1 2 1Nτ τ τ −< < < 点处会发生 Hopf 分支，正平衡点 *E 在 

[ ) ( )10 2 1 max0, ,Nτ τ τ τ−∈ ∪ 时为局部渐近稳定，在 ( )10 2 1, Nτ τ τ −∈ 时不稳定。 

4. 数值分析 

例 2 当 0τ = 时，取参数 1 210, 1.1, 0.5, 0.3, 0.2, 0.3, 0.2, 0.1, 0.8, 0.1K b m p dβ β ε µ γ= = = = = = = = = = ，

此时 0 1.8R = ，得平衡点 ( )3.9327,2.6247,2.3622E∗ ，分别取初始值 ( ) ( ) ( )1,1,1 , 2,1,1 , 3,1,1 得图 2 中蓝色，

红色，黑色解轨线，容易看出此时平衡点 E∗局部渐近稳定。 
例 3 取参数 1 0100, 1.1, 0.5, 0.3, 0.2, 0.3, 0.2, 0.1, 0.8, 0.1K b m p dβ β ε µ γ= = = = = = = = = = ，可得 

( )nS τ 的图像见图 3，其中 0 1,τ τ 是 0S 的正根， 2 3,τ τ 是 1S 的正根，且 

0 2 3 11.3 13 15.63 15.64.τ τ τ τ≈ < ≈ < ≈ < ≈  
由图 3 及定理 3.3 可知 0 1,τ τ 为 2 个 Hopf 分支点，且 E∗在 ( ) ( )0 1 max0, ,τ τ τ τ∈ ∪ 时局部渐近稳定，在

( )0 1,τ τ τ∈ 时不稳定。此外，分别取 10,15,25τ = 在初值 ( )2,2,2 下可得图 4。 
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Figure 2. Model solution trajectory diagram 
图 2. 模型解轨线图 

 

 

Figure 3. Diagram of ( )nS τ  

图 3. ( )nS τ 的图像 
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Figure 4. Time series figures of the model 
图 4. 模型时间序列图 
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附  录 

附录 1 ( ) 0G u = 的简单正根 
参考文献[16]的引理 4.2，我们直接给出下述关于 ( )G u 零点的结论： 
引理 考虑具有一般实系数 0 1 2, ,q q q 的三次方程 ( ) 0G u = 。设 ( )2

2 2 13 3u q q q± = − ± − (如果存在)。
我们有以下结果： 

a) ( )G u 没有任何正零点当且仅当(H0)：以下条件之一成立 
(i) 2

2 13q q≤ 和 0 0q ≥ ；(ii) 2
2 1 03 , 0q q q> ≥ ，以及 0u+ ≤ ； 

(iii) 2
2 1 03 , 0q q q> ≥ ，以及 ( ) 0G u+ > 。 

b) ( )G u 恰好有一个简单正零点当且仅当(H1)：以下条件之一成立 
(i) 2

2 13q q< 和 0 0q < ；(ii) 2
2 1 03 , 0q q q= < ，以及 3

2 027q q≠ ； 
(iii) 2

2 1 03 , 0q q q> < ，以及 0u− < ；(iv) 2
2 1 03 , 0q q q> < ，以及 ( ) ( ) 0G u G u+ − > ； 

(v) 2
2 1 03 , 0q q q> = ，以及 0u u− +≤ < 。 

c) ( )G u 恰好有两个简单正零点当且仅当(H2)：以下条件之一成立 
(i) 2

2 1 03 , 0, 0q q q u+> > > 且 ( ) 0G u+ < ；(ii) 2
2 1 03 , 0, 0q q q u−> = > 且 ( ) 0G u+ < 。 

( )G u 恰好有三个简单正零点当且仅当(H3) 2
2 1 03 , 0, 0q q q u−> < > 且 ( ) ( ) 0G u G u+ − < 。 
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