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摘  要 

本文给出了Yang-Baxter矩阵方程组在系数矩阵为三阶可对角化的情况下的解。通过对系数矩阵进行相

似变换为Jordan标准型，再从解的结构出发分类讨论，使用Gröbner基技术来给出这个方程组的对应解。 
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Abstract 
This paper investigates the solutions to the third-order Yang-Baxter matrix equations under the 
condition that the coefficient matrices are diagonalizable. By applying similarity transformations 
to reduce the coefficient matrices to their Jordan canonical forms, the structure of the solutions is 
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analyzed through case classifications. The corresponding solutions are explicitly derived using 
Gröbner basis techniques. 

 
Keywords 
Yang-Baxter Matrix Equations, Gröbner Basis, Jordan Canonical Form 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文研究 Yang-Baxter 矩阵方程组 

 
,AXA XBX

XAX BXB
=
=





 (1) 

的解，其中 A 和 B 为 3 阶实可对角化系数矩阵。Yang-Baxter 矩阵方程 AXA XAX= 因其与数学物理中

Yang-Baxter 方程在形式上相似而得名。Yang-Baxter 方程由 Yang [1]和 Baxter [2]在统计力学中提出，用

于描述一维量子多体系统中的散射行为，是现代数学和理论物理中一个基础而深刻的函数方程。虽然其

形式简洁，却像一条隐秘的脉络，贯穿于完全可积系统、统计力学、量子群、扭结理论[3]乃至量子计算

等多个重要领域。而 Yang-Baxter 矩阵方程是一个具有丰富代数结构和数值挑战性的非线性矩阵方程，其

研究不仅深化了对矩阵函数与广义逆的理解，也推动了高效数值算法的发展。在纯粹数学与计算数学中

占有重要地位，尤其在幂零阵[4] [5]、秩 2 矩阵[6]等特殊矩阵类[7]上的解的结构分析以及对角元的元素

分析[8]等方面取得了系统而完整的成果。 
文献[9]主要研究 Yang-Baxter 矩阵方程组(1)，它打破经典 Yang-Baxter 方程 AXA XBX= 的对称性，

从而摆脱“ X A= ”这一平凡解的困扰，并探索当两个系数矩阵 A 和 B 不同时更丰富的数学结构。首先，

作者建立了该方程组与一个“块状”经典 Yang-Baxter 方程之间的深刻联系，从而能够利用已知的结论。

其次，他们从谱理论、交换性等角度系统地分析了解的代数性质，给出了可逆解、奇异解存在的必要条

件，并特别研究了一类重要的“交织解”(即满足 AX XB= 且 BX XA= 的解)。第三，文章运用 Brouwer 不
动点定理等拓扑工具，探讨了在系数矩阵满足特定条件时，双随机解的存在性问题。第四，文章完整刻

画了一类非常重要的特殊情况：当 A 和 B 是幂等正交补矩阵时，方程组的所有解的结构，并给出了明确

的分块形式。最后，作为具体实现的典范，作者利用计算交换代数中的 Gröbner 基技术，完全分类并显式

地给出了当 A 和 B 为 2 阶矩阵时(包括可对角化与不可对角化情形)，方程组的所有可能解。本文在[8]的
基础上给出了三阶 Yang-Baxter 矩阵方程组在系数矩阵可对角化的情况下的解以扩充 Yang-Baxter 矩阵方

程组解的探索。 

2. 三阶系数矩阵可对角化的解 

为得到主要结论，给出如下引理。 

引理 1 [9] 矩阵 X 是方程组(1)的解当且仅当
0

0
ˆ X

X
X


=


 
 

是方程 

  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆXAX AXA=           (2) 
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的解，其中
0

0
ˆ A
A

B


=


 
 

。 

引理 2 [9] (正则解的必要条件)设 A 和 B 为非奇异矩阵。则 
(a) 方程组(1)存在非奇异解，仅当 ( ) ( )3 3det detA B= 。特别地，若 A 和 B 的特征值均为实数，则(1)

存在非奇异解的必要条件是 ( ) ( )det detA B= 。 
(b) 若方程组(1)确实存在一个非奇异解 X ，则 2X 必定与 BA相似。 
接下来讨论当 A 和 B 为若尔当标准型形式的 3 3× 矩阵时，方程组(1)的解，由引理 1 可知，求方程组

(1)的解等价于求方程(2)的解。 
定理 1 设 ,A B 是三阶可对角化矩阵，满足 AB BA= ，则存在可逆矩阵 P 使得 

1

3

1
2

0 0
0 0
0 0

P AP C
α

α
α

−

 
 
 


=

 

=

，

1

3

1
2

0 0
0 0
0 0

P BP D
β

β
β

−

 
 
 


=

 

=

，

11 12 13

21 22 23

31 32 33

x x x
x x x
x x x

X
 




= 



。 

则方程组(1)的解具有如下结构。 

(a) 对角解：若 0,ijx i j= ≠ ，则对每个 1, 2,3i = ，有
2 2

2 2
ii i i ii

ii i i ii

x x
x x
α β
β α

 =
=





，特别的，当 i iα β= 时，  0iix = 或

ii ix β= 。 

(b) 分块对角解：若 ( )1 33,X diag X x= ，其中 1X 为 2 2× 矩阵，则原方程组可分解为关于 1X 的二阶

Yang-Baxter 矩阵方程组和关于 33x 的标量方程。 
(c) 一般解：当 X 可逆时，存在可逆矩阵Q 使得解具有特定形式。当 X 秩为 1 时，方程组(1)的解为

TX uv= ，且 T 0v Au ≠ 且 T 0v Bu ≠ ，此时 u 是 A 和 B 的共同特征向量，v是 TA 和 TB 的共同特征向量，且

特征值满足 ( ) ( )T T,v u v uλδ γ λ γθ= = 。 
证明：(a) 对角解 

若

11

22

33

0 0
0 0
0 0

xX
x

x

 




= 



，方程组(1)化为 ( )
2 2

2 2

,
,
 1, 2,3ii i i ii

ii i i ii

i
x x
x x
α β
β α

=
=

 =


。 

由上可知，若 i iα β= ，则  iix = 0 或 ii ix β= 。 
(b) 分块对角解 

若 X = 1

33

0
0
X

x
 
 
 

，其中 11 12

21 22
1 x

X
x x

x
=
 
 
 

，则方程组(1)可以分解为低维子系统，降为二阶矩阵的运算，

这样就转化为了[8]中的二阶的情况，从而可得到对应解。 
(c) 一般解 
一般情况需解 18 个多项式方程，通过计算 Gröbner 基，可得以下形式的解： 
当 ( )det 0X ≠ 时，即考虑方程组的一般型非奇异解，此时方程组的解满足 ( )2 1X U AB U −= ，其中U

表示某一可逆矩阵，

1 1

2 2

3 3

0 0
0 0
0 0

AB
α β

α β
α β

 
=  
 
  

，其显示解可表示为 ( ) 1X U AB U −= 。 

当 ( )det 0X = 时，即考虑方程组的一般型奇异解，可通过解的秩来分类讨论。 
若 ( ) 1r X = ，设 TX uv= ，其中 3,u v R∈ ，则 ( )det 0X = ，代入方程得 

 
T T T

T T T

,
,

Auv A uv Buv
uv Auv Buv B

=
=




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其等价于 

 
( )( ) ( )
( ) ( )( )

T T T

T T T

,

,

Au v A v Bu uv

v Au uv Bu v B

=

=





 

若 T 0v Au ≠ 且 T 0v Bu ≠ ，则需 

 T T

Bu u
v Au v B

= 和 T T

Au u
v Bu v A

= ， 

可知 u 是 A 和 B 的共同特征向量， v是 TA 和 TB 的共同特征向量。 
设 T T, , ,Au u Bu u A v v B v vλ γ δ θ= = = = ，将此式代入原方程组可得 

 ( ) ( )T T,v u v uλδ γ λ γθ= = . 

选择满足上述条件的 ,u v 即可得到秩 1 解。 
定理 1 中我们假定了系数矩阵 A 和 B 满足交换条件 AB BA= 。这一假设使得 A 和 B 可以同时对角

化(因二者均为可对角化矩阵)，从而将原方程组简化为关于对角元的标量方程或低维分块问题，极大地降

低了求解难度。在此简化框架下，我们得以系统分类并显式给出对角解、分块对角解及部分一般解的结

构。 
然而，当 AB BA≠ 时，问题将变得极为复杂。此时 A 和 B 无法通过同一相似变换同时对角化，即使

二者各自可对角化，它们相对于同一基的矩阵表示也不再是对角形式。这意味着方程组(1)将化为关于未

知矩阵 X 的更为复杂的多项式方程组，其代数结构高度依赖于 A 和 B 的非交换性。 
因此，本文仅处理交换情形，旨在为后续研究提供基础。对于非交换情形下三阶可对角化系数矩阵

的 Yang-Baxter 方程组，仍有待深入探索，例如可尝试利用广义特征向量、若尔当标准型或数值方法进行

研究。 
对于秩 2 解，由于其计算非常复杂，我们给出秩 2 解存在的必要条件： 
定理 2 秩 2 解存在的必要条件是 ( ) ( ) 2r A r B+ ≤ 或 ( ) ( ) 2r A r B= = ，并且当 ( ) ( ) 2r A r B= = 时， A

和 B 的核空间满足 ( ) ( )Ker A Ker B= 。 
证明：假设 X 是方程组(1)的秩 2 解。由于 A 和 B 可对角化且 AB BA= ，存在一个可逆矩阵 3 3P R ×∈ ，

使得 

11 0
0 0
X

P XP Y−  
= =  

 
, 

其中 2 2
1X R ×∈ 是可逆矩阵。 

令 11 121

21 22

C C
P AP C

C C
−  

= =  
 

， 11 121

21 22

D D
P BP D

D D
−  

= =  
 

， 

其中 2 2
11 11,C D R ×∈ ， 2 1

12 12,C D R ×∈ ， 1 2
21 21,C D R ×∈ ， 1 1

22 22,C D R ×∈ 。 
则方程组(1)等价于 

,
,

YCY DYD
YDY CYC

=
 =

 

且满足 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,r C r A r D r B Ker C P Ker A Ker D P Ker B− −= = = =、 、 。 
展开矩阵YCY ： 

11 121 1 1 11 1

21 22

0 0 0
.

0 0 0 0 0 0
C CX X X C X

YCY
C C
      

= =      
      
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展开矩阵 DYD ： 

11 12 11 12 11 1 11 11 1 121

21 22 21 22 21 1 11 22 1 12

0
.

0 0
D D D D D X D D X DX

DYD
D D D D D X D D X D
      

= =      
      

 

由矩阵相等的充要条件，对应分块元素相等可知： 

11 1 12 21 1 11 22 1 120, 0, 0D X D D X D D X D= = = . 

因 1X 可逆， 11 1D X 列满秩，故 11 1 12 0D X D = 蕴含 12 0D = ；同理 1 11X D 行满秩，故 21 1 11 0D X D = 蕴含

21 0D = 。因此 D 简化为分块对角矩阵： 

11

22

0
.

0
D

D
D

 
=  
 

 

展开矩阵YDY ： 

11 121 1 1 11 1

21 22

0 0 0
.

0 0 0 0 0 0
D DX X X D X

YDY
D D
      

= =      
      

 

展开矩阵CYC ： 

11 12 11 12 11 1 11 11 1 121

21 22 21 22 21 1 11 22 1 12

0
.

0 0
C C C C C X C C X CX

CYC
C C C C C X C C X C
      

= =      
      

 

同理，由矩阵相等得： 

11 1 12 21 1 11 22 1 120, 0, 0C X C C X C C X C= = = . 

因 1X 可逆，故 12 0D = ， 21 0D = 。因此C 简化为分块对角矩阵： 

11

22

0
.

0
C

C
C

 
=  
 

 

由上可知分块矩阵的秩满足 ( ) ( ) ( )11 22r C r C r C= + 、 ( ) ( ) ( )11 22r D r D r D= + ，结合 

( ) ( ) ( ) ( ),r C r A r D r B= = ，分如下两种情况讨论： 
(1)：若 ( ) ( ) 2r A r B+ ≤ ，此时 ( ) ( ) 2r C r D+ ≤ 。由于 11 11,C D 是 2 × 2 矩阵，其秩的非负整数组合必然

满足分块对角结构的相容性，方程组的约束自然成立，在这种情况下，存在秩 2 解是可能的。  

(2)：若 ( ) ( ) 2r A r B= = ，此时 ( ) ( ) 2r C r D= = 。对于 3 阶分块对角矩阵 11

22

0
0

C
C

C
 

=  
 

，秩为 2 的

充要条件是对角块秩之和为 2。因 11C 是 2 阶矩阵， 22C 是常数，故可能为 ( )11 2r C = ， ( )22 0r C = 或 ( )11 1r C = ，

( )22 1r C = 。 

( )11 2r C = ， ( )22 0r C = 时： 

( )11

0
0

, 0 .
0 0

C
C Ker C t R

t

  
    = = ∈          

 

( )11 1r C = ， ( )22 1r C = 时： 
因 11C 是 2 阶秩 1 矩阵(存在非零列向量 P 、行向量 Tq 使得 T

11C pq= )，且 22 0C ≠ (1 阶非零矩阵，即

常数非零)，故
T 0

0
pq

C
c

 
=  
 

。 
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由上知 ( ) 1 T 2
1 10,

0
x

Ker C q x x R
   = = ∈  
   

。 

同理，对 11

22

0
0

D
D

D
 

=  
 

，因 11D 是 2 阶矩阵， 22D 是常数，故可能为 ( )11 2r D = ， 22 0D = 或 ( )11 1r D = ，

( )22 1r D = 。 

( )11 2r D = ， ( )22 0r D = 时： 

( )11

0
0

, 0 .
0 0

D
D Ker D t R

t

  
    = = ∈          

 

( )11 1r D = ， ( )22 1r D = 时： 
因 11D 是 2 阶秩 1 矩阵(存在非零列向量 l 、行向量 Ts 使得 T

11D ls= )，且 22 0D ≠  (1 阶非零矩阵，即

常数非零)，故
T 0

0
ls

D
d

 
=  
 

。 

由上知 ( ) 1 T 2
1 10,

0
y

Ker C s y y R
   = = ∈  
   

。 

故 ( ) ( )Ker C Ker D= ，由 ( ) ( ) ( ) ( )1 1Ker C P Ker A Ker D P Ker B− −= =、 可得 ( ) ( )Ker A Ker B= 。 
综上，秩 2 解存在的必要条件为 ( ) ( ) 2r A r B+ ≤ 或 ( ) ( ) 2r A r B= = 且 ( ) ( )Ker A Ker B= 。 

3. 数值例子 

例 3.1 考虑矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 2

A
 
 
 
 

=


，

1 0 0
0 2 0
0 0 2

B
 
 
 
 

=


，显然 A 和 B 本身就是对角矩阵，因此存在可逆矩

阵 P I=  (单位矩阵)使得 1P AP A− = ， 1P BP B− = 。它们的特征值分别为： 1 1α = ， 2 1α = ， 3 2α = ， 1 1β = ，

2 2β = ， 3 2β = 。 

由定理 1，可设对角形式的解为 { }11 22 33, ,X diag x x x= 。对于每个 i ， iix 必须满足方程组： 
2 2

2 2

,
,

ii i i ii

ii i i ii

x x
x x

α β
β α

=
=





 

逐项求解可得四个对角解： { }1 0,0,0X diag= ， { }2 1,0,0X diag= ， { }3 0,0, 2X diag= ， { }4 1,0, 2X diag= 。 
该数值算例验证了定理 1 中关于对角解的结论。通过选取简单的对角矩阵 A 和 B ，我们系统地求出

了所有可能的对角解，求得的所有解满足原 Yang-Baxter 矩阵方程组。此算例为理论结果提供了具体的数

值支持。 

4. 总结和展望 

本文给出了三阶 Yang-Baxter 矩阵方程组在系数矩阵可对角化的情况下的解，通过对系数矩阵进行

相似变换为 Jordan 标准型，通过对解的结构分析给出了对角解，分块对角解的结构，对于一般解，我们

给出了其显示解以及秩 1，秩 2 解存在的条件。但本文并未进一步讨论系数矩阵不可对角化下解的存在

情况，我们也希望在接下来的工作中进一步研究解的存在条件以及求解高阶 Yang-Baxter 矩阵方程组。 
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