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摘  要 

本文研究Hilbert空间中Yang-Baxter算子方程 AXA XAX= 解的存在性以及解的表示。首先，建立Yang-
Baxter算子方程与线性算子方程组之间的联系，将非线性的Yang-Baxter算子方程的解转化为线性算子

方程组的解的问题。其次，利用算子的矩阵表示与广义逆理论，刻画该线性算子方程组的可解性，进而

给出解的显示表达式。以此为基础，给出Yang-Baxter算子方程的解存在的条件以及解的广义逆表示和

矩阵形式的表示。 
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Abstract 
This paper investigates the existence and explicit representation of solutions to the Yang-Baxter op-
erator equation in Hilbert spaces. First, we establish a connection between the nonlinear Yang-Bax-
ter operator equation and a system of linear operator equations, thereby transforming the solution 
problem of the former into that of the latter. Next, using matrix representations of operators and gen-
eralized inverse theory, we characterize the solvability of the linear system and derive explicit expres-
sions for its solutions. Based on these results, necessary and sufficient conditions for the solvability 
of the Yang-Baxter operator equation are obtained, and representations of its solutions are given in 
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terms of both generalized inverses and matrix forms. 
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1. 引言 

设 ( )  为 Hilbert 空间上所有有界线性算子的集合。给定 ( )A∈  ，算子方程 
AXA XAX=                                      (1) 

中 ( )X ∈  为待求算子，称(1)为 Yang-Baxter 算子方程。该方程是一类非线性算子方程，源于经典的

Yang-Baxter 方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A u B u v A v B v A u v B u+ = +  

其中 ( ) ( ),A u B v 为有理函数，通常出现在可积系统、量子群和辫子群理论中，是刻画代数结构对称性的重

要方程[1] [2]。 
在有限维空间中，方程(1)被称为 Yang-Baxter 矩阵方程，其求解及相关性质吸引了众多学者对其展

开深入研究。文献[3]首次尝试从矩阵理论的角度求解 Yang-Baxter 矩阵方程 AXA XAX= ，为后续相关探

索奠定了基础。在 A 为幂等矩阵情形时，文献[4]借助矩阵对角化与 Jordan 标准形分块方法，给出 Yang-
Baxter 矩阵方程的所有解；文献[5]则给出 Yang-Baxter 矩阵方程的所有解的显式表达式；文献[6]则摒弃

传统的 Jordan 标准形方法，利用幂等矩阵的谱分解与满秩矩阵构造的方法，讨论矩阵方程 AXA XAX= 非

平凡解的存在性问题，区分交换解和非交换解，在此基础上给出 Yang-Baxter 矩阵方程的所有交换解。在

A 为对合矩阵时，文献[7]以相似对角化与谱分析为核心方法，在没有任何限制条件的情况下刻画了 Yang-
Baxter 矩阵方程的所有解，并结合经典谱扰动结论给出非交换解的具体构造步骤；之后，文献[8]给出了

该方程的所有对合解。文献[9] [10]将研究范畴从幂等、对合矩阵进一步拓展至三次和四次幂等矩阵，分

别在 3A A= 和 4A A= 情形下讨论了 Yang-Baxter 矩阵方程的解，丰富了 Yang-Baxter 方程解的结构。针对

非奇异二阶矩阵，文献[11]借助矩阵相似变换研究了 Yang-Baxter 矩阵方程 AXA XAX= 的非奇异解，得到

非奇异解的显示表达式，由此发现其所有解构造的矩阵均对应着中心化子中的同一个矩阵。对于具有两

个 Jordan 块的非奇异 3 × 3 矩阵 A ，给定其 Jordan 标准形 [ ] [ ]( )2 1diag ,J J Jλ µ=  (其中 0λ ≠ 且 0µ ≠ )，
文献[12]通过讨论 Jordan 块特征值 λ 与 µ 是否相等得到 Yang-Baxter 矩阵方程 AXA XAX= 的所有解。在

此基础上，文献[13]则进一步针对具有一个 Jordan 块的非奇异 3 × 3 矩阵 A 求解了 Yang-Baxter 矩阵方程

JYJ YJY=  (其中 [ ]3 , 0J J λ λ= ≠ )的所有非平凡解，基于此利用相似变换得到了方程 AXA XAX= 的所有

非平凡解。当矩阵 A 为具有三个不同非零特征值的 3 × 3 可对角化矩阵时，文献[14]给出了 Yang-Baxter
矩阵方程的所有交换解和非交换解。对于 Hilbert 空间中的 Yang-Baxter 算子方程(1)，文献[15] [16]分别

在 A 为秩 1 和秩 2 算子时，利用算子特征对与特征矩阵理论，将非线性的算子方程转化为线性算子方程

组，讨论了该方程的解。 
本文将继续研究 Hilbert 空间中 Yang-Baxter 算子方程(1)的解以及解的表示。首先建立了 Yang-Baxter
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算子方程与线性算子方程组之间的联系，将非线性的 Yang-Baxter 算子方程的解转化为线性算子方程组

的解的问题。利用算子的矩阵表示与广义逆理论，刻画线性算子方程组的可解性，从而给出解的显示表

达，以此得到 Yang-Baxter 算子方程的解存在的条件以及解的广义逆表示和矩阵形式的表示。 

2. 预备知识 

为了便于叙述，文中通用以下记号： ( )A 表示 A 的值域； ( )A ⊥ 表示 ( )A 的正交补； ( )PA


表示

A 限制在 ( )P 上的限制算子。下面给出本文涉及的定义和引理。 
定义 2.1 设 ( ),A P∈  ， I 为上的恒等算子。 
(1) 若 2P P= ，则称 P 为幂等算子(又称投影算子)。 
(2) 若 2A I= ，则称 A 为对合算子。 
定义 2.2 设 ( )A∈  。若 ( )A− ∈  满足 AA A A− = ，则称 A−是 A 的一个内逆。 
引理 2.1 设 ( ),A P∈  。若 P 是投影算子，则 PA A= 当且仅当 ( ) ( )A P⊆  。 
引理 2.2 设 ( )A∈  且 ( )A 是闭的。若 A 的算子矩阵形式为： 

11

22

0
,

0
A

A
A

 
=  
 

 

则 A−具有如下形式： 

11 12

21 22

,
A B

A
B A

−
−

−

 
=  
 

 

其中 ( )12 21,B B ∈  满足 11 12 22 0A B A = 且 22 21 11 0A B A = 。 
引理 2.3 [17] 设 ( ),A C∈  ，且 ( )A 是闭的。那么方程 AX C= 有解 ( )X ∈  当且仅当 

( ) ( )C A⊆  。此时，方程的一般解为 

( ) ,X A C I A A U− −= + −   

其中 ( )U ∈  为任意算子。 
引理 2.4 [17] 设 ( ), , ,A B C D∈  ，且 ( ) ( ),A B  是闭的。那么算子方程组 ,AX C XB D= = 有解当

且仅当 AA C C− = ， DB DB− = ， AD CB= 。此时，通解表示为 

( ) ( ) ( ) ,X A C I A A DB I A A Z I BB− − − − −= + − + − −  

其中 ( )Z ∈  是任意算子。 

3. Yang-Baxter 算子方程的解 

本节讨论 Yang-Baxter 算子方程的解的存在性及其表示。首先，将 Yang-Baxter 算子方程 AXA XAX=

与线性算子方程组建立联系，给出 Yang-Baxter 算子方程的解存在的条件。 
定理 3.1 令 ( )A∈  。若 Yang-Baxter 算子方程 AXA XAX= 有解，则存在算子 ( )P∈  ，使算子 

方程组
AX P
XP PA

=
 =

成立。反之，对于给定的算子 ( )P∈  ，若算子方程组
AX P
XP PA

=
 =

有解，则 Yang-Baxter 

方程 AXA XAX= 有解。进一步，若算子 ,A P 都具有闭值域，则 Yang-Baxter 方程 AXA XAX= 的解为 

( )( ) ( ) ,X PAP A P I A A Y I PP− − − −= + + − −  

其中 ( )Y ∈  是任意算子。 
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证明 若 Yang-Baxter 方程 AXA XAX= 有解，设解为 ( )X ∈  ，令 AX P= ，显然有 PA XP= ，从而 

X 是方程组
AX P
XP PA

=
 =

的解。 

反之，若 ( )X ∈  是方程组
AX P
XP PA

=
 =

的解，则由 AX P= 得 AXA PA= ，结合 PA XP= ，可得 

AXA XP XAX= = ，即 X 是 Yang-Baxter 方程 AXA XAX= 的解。 
进一步，若算子 ,A P 都具有闭值域，且由 ,AX P XP PA= = 知 

( ) ( ) ( ) ( )** * 2, , .P A A P A APA AXP P⊆ ⊆ = =     

于是，由引理 2.4，得到 Yang-Baxter 方程 AXA XAX= 的解为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )( )

2

,

X A P I A A PAP I A A Z I PP

A P PAP A P P I A A Z I PP

PAP A P I A A Y I PP

− − − − −

− − − − − −

− − − −

= + − + − −

= + − + − −

= + + − −

 

其中 ( )Y ∈  是任意算子。证毕。 
我们看到，定理 3.1 将非线性的 Yang-Baxter 算子方程的解转化为线性算子方程组 

AX P
XP PA

=
 =

                                     (2) 

的解的问题。下面我们将考察该线性算子方程组的解，以获得 Yang-Baxter 算子方程的解的存在条件以及

解的表示。 
令 ( )P∈  是幂等算子，那么，在空间分解 ( ) ( )P P ⊥= ⊕   下，算子 A 和 P 具有如下的算子矩

阵形式 

11 12 1

21 22

, .
0 0

A A I P
A P

A A
   

= =   
  

                             (3) 

定理 3.2 设 ( ),A P∈  ， ( )A 闭且 ( ) ( )A A A− ⊆  。若 P 是幂等算子，则下列结论成立： 
(1) 方程组(2)有解当且仅当 ,AA P P PA A P− −= = 。 
(2) 若方程组(2)有解，则当 21 0A = 时， A 和 A−分别具有如下矩阵形式： 

11 11 121 1

22 22

0
, ,

0 0
A A B

A A
A A

− − −
−

   
= Φ Φ = Φ Φ   

   
 

其中 11A 是对合的， ( )22A 是闭的， 12B 是任意满足 11 12 22 0A B A = 的算子， 1

0
I P

I
 

Φ =  
 

。此时，方程组(2) 

的解 X 可表示为 

( )
111

22 22

0
,

0

A
X

I A A U
−

−

 
 = Φ Φ
 − 

 

其中 ( ) ( )( ),U P P⊥ ⊥∈   是任意算子。进一步，若 22A 是单射，则方程组(2)的解为 

111 0
.

0 0
A

X −  
= Φ Φ 

 
 

证明 (1) 必要性：设方程组(2)有解，即存在 ( )X ∈  使得 AX P= 和 PA XP= 同时成立。根据
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AX P= ，知 ( ) ( )P A⊆  。由 AA−是投影算子且 ( ) ( )AA A− =  ，以及引理 2.1，可知 

.AA P P− =  

再由 XP PA= ，有 A APA A AXP− −= 。结合 AX P= 及 P 是幂等算子，可得 
2 .A APA A P A P− − −= =                                   (4) 

注意到 A A− 也是投影算子，那么，根据已知条件 ( ) ( )A A A− ⊆  ，知 A APA PA− = 。于是，再结合(4)式
便可得到 PA A P−= 。 

充分性：设 AA P P− = 和 PA A P−= 成立。令 X A P−= ，那么， AX P= ，且 
2 .XP A P A P PA− −= = =  

这表明 X A P−= 是方程组(2)的解，即方程组(2)有解。 
(2) 由 XP PA= 且 P 是幂等算子，可得 PAP PA= 。根据(3)式，我们有 

11 12 11 121 1 1

21 22 21 22

,
0 0 0 0 0 0

A A A AI P I P I P
A A A A

        
=        

        
 

即 

( ) 11 1 21 12 1 2211 1 21 11 1 21 1 .
0 00 0

A P A A P AA P A A P A P + ++ +   
=   
  

 

所以当 21 0A = 时， 12 11 1 1 22A A P P A= − 。于是 

11 11 1 1 22

22

.
0

A A P P A
A

A
− 

=  
 

 

令 1

0
I P

I
 

Φ =  
 

，显然Φ 可逆，且 11

0
I P

I
− − 

Φ =  
 

。那么， A 可表示为 

111

22

0
.

0
A

A
A

−  
= Φ Φ 

 
 

因为Φ可逆且 ( )A 是闭的，所以 11A 和 22A 都是闭值域算子。于是，由引理 2.2 知 

1 11 12

21 22

,
A B

A
B A

−
− −

−

 
= Φ Φ 

 
                                 (5) 

其中 ( )12 21,B B ∈  满足 11 12 22 0A B A = 且 22 21 11 0A B A = 。再根据 AA P P− = ，我们有 

111 11 1 22 21 11 11 1 1 22 21 1

22 21 22 21 1

,
0 0
I PA A P A B A A P P A B P

A B A B P

− − − −  
=   
  

 

得 

22 21 11 110, .A B A A I−= =                                  (6) 

又由 PA A P−= ，有 

11 11 1 11 1 21 11 1 1 21 1

21 21 1

,
0 0

A A P A P B A P P B P
B B P

− − − − 
=   

   
 

从而可得 

11 11 21, 0.A A B−= =                                    (7) 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.158331


张丽霞，王华 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.158331 49 应用数学进展 
 

结合(6)式和(7)式，得 
2

11 21, 0.A I B= =                                    (8) 

因此，由(5)式， A−表示为 

11 121

22

,
0

A B
A

A
− −

−

 
= Φ Φ 

 
 

其中 11A 是对合的， ( )22A 是闭的， 12B 是满足 11 12 22 0A B A = 的任意算子。 
下面求方程组(2)的解。设解 X 具有如下形式： 

( )
( )

( )
( )

11 12

21 22

: .
P PX X

X
X X P P⊥ ⊥

    
= →             

 

 
  

首先，由 AX P= ，有 

11 11 11 1 21 1 22 21 11 12 11 1 22 1 22 22 1

22 21 22 22

,
0 0

A X A P X P A X A X A P X P A X I P
A X A X

+ − + −   
=   
  

 

可得 

11 11 11 1 21 11 12 11 1 22 1 22 21 22 22, , 0, 0.A X A P X I A X A P X P A X A X+ = + = = =               (9) 

其次，由 PA XP= 以及 12 11 1 1 22A A P P A= − ，我们有 

11 11 111 11 1

21 21 1

,
0 0

X X PA A P
X X P

  
=   

   
  

得 

11 11 21, 0.X A X= =                                   (10) 

注意到，(9)式中 22 22 0A X = ，由引理 2.3，有 

( )22 22 22 ,X I A A U−= −                                  (11) 

其中 ( ) ( )( ),U P P⊥ ⊥∈   。再将(11)式代入(9)式的第二个方程，有 

( )11 12 1 11 1 22 22 .A X P A P I A A U−= − −  

结合(8)式中的 2
11A I= ，我们得到 

( )12 11 1 1 22 22 .X A P P I A A U−= − −                             (12) 

于是，由(10)，(11)和(12)，得到方程组(2)的解 X 为 

( )
( )

( )

11 11 1 1 22 22

22 22

111

22 22

0

0
,

0

A A P P I A A U
X

I A A U

A

I A A U

−

−

−
−

 − −
 =
 − 

 
 = Φ Φ
 − 

                          (13) 

其中 ( ) ( )( ),U P P⊥ ⊥∈   。 
进一步，若 22A 是单射，则由(9)式中 22 22 0A X = ，显然有 22 0X = 。此时再由(9)式的第二个方程得

12 11 1X A P= 。根据(11)式，即可得到方程组(2)的解 X 为 
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11 11 1 111 0
.

0 0 0 0
A A P A

X −   
= = Φ Φ   
   

 

证毕。 
根据定理 3.1 和定理 3.2，我们可以得到 Yang-Baxter 算子方程的解存在的条件以及解的算子矩阵形

式的表示。 
推论 3.1 设 ( ),A P∈  ，其值域 ( )A 是闭集且 ( ) ( )A A A− ⊆  ， P 是幂等算子。若 AA P P− = ，

PA A P−= ，则 Yang-Baxter 算子方程 AXA XAX= 有解，且当 21 0A = 时， 

( )
111

22 22

0

0

A
X

I A A U
−

−

 
 = Φ Φ
 − 

 

是 Yang-Baxter 算子方程 AXA XAX= 的解，其中 11A 是对合的， ( )22A 是闭的， ( ) ( )( ),U P P⊥ ⊥∈   。 
证明 若 ,AA P P PA A P− −= = ，则由定理 3.2 (1)，知方程组(2)有解，再由定理 3.1，知方程组(2)的解

也是算子方程 AXA XAX= 的解。那么，由定理 3.2 (2)，即可得结论。证毕。 
推论 3.2 设 ( )A∈  ， ( )A 闭且 ( ) ( )A A A− ⊆  。若 Yang-Baxter 算子方程 AXA XAX= 有解 

( )X ∈  ，且 AX 是幂等的，则当 21 0A = 时，Yang-Baxter 算子方程 AXA XAX= 的解为 

( )
111

22 22

0
,

0

A
X

I A A U
−

−

 
 = Φ Φ
 − 

 

其中 11A 是对合的， ( )22A 是闭的， ( ) ( )( ),U P P⊥ ⊥∈   。进一步，当 22A 是单射时，方程的解 X 为 

111 0
.

0 0
A

X −  
= Φ Φ 

 
 

定理 3.3 设 ( ),A P∈  ， P 是幂等算子。若 ( )PA


不是单射，则方程组(2)无解。 
证明 假设方程组(2)有解 ( )X ∈  。因 ( )PA


不是单射，则存在 ( )0 y P≠ ∈ ，使得 0Ay = 。由

AX P= 以及 P 是幂等算子，可以得到 
.AXy Py y= =                                    (14) 

再由 PA XP= ，有 PAy XPy= 。又知 0,PAy XPy Xy= = ，从而 0Xy = 。则由(14)式，知 0y = ，产生矛盾。

结论得证。证毕。 
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