
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(4), 528-537 
Published Online April 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.154180  

文章引用: 郭玥萌, 王紫薇, 刘军军. 基于 PD-空间积分复合控制的一类不稳定波方程的跟踪问题[J]. 应用数学进展, 
2026, 15(4): 528-537. DOI: 10.12677/aam.2026.154180 

 
 

基于PD-空间积分复合控制的一类不稳定波 
方程的跟踪问题 
郭玥萌，王紫薇，刘军军 

太原理工大学数学学院，山西 太原 
 
收稿日期：2026年3月21日；录用日期：2026年4月16日；发布日期：2026年4月22日 

 
 

 
摘  要 

本文通过设计比例–微分–空间积分复合控制，研究一类不稳定波动方程的输出追踪问题。利用

Lyapunov方法，我们能够证明闭环系统是指数稳定的，并且输出能够跟踪任意给定的常值参考信号。最

后，给出了一些数值模拟来验证所提出控制器的有效性。 
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Abstract 
This paper investigates the output tracking problem for a class of unstable wave equations. A pro-
portional-derivative-spatial integral composite controller is proposed. By constructing a suitable 
Lyapunov functional, we prove that the closed-loop system is exponentially stable and the output 
can successfully track any given constant reference signal. Finally, numerical simulations are pro-
vided to illustrate the effectiveness of the proposed controller. 
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1. 引言 

在过去的几十年里，输出跟踪问题一直是控制理论领域的热门研究方向[1]-[3]，并且其研究范畴已从

有限维控制系统[4] [5]拓展到无穷维分布参数控制系统[6]-[8]中。该问题的核心在于设计合适的控制器，

实现系统输出对给定参考信号的精确跟踪。目前，相关理论成果已广泛应用于机器人、航空航天及精密

制造等工程领域，不仅推动了相关产业的技术升级，也为经济社会的发展提供了有力支撑。 
由于波动方程在结构振动、柔性机械臂、电缆升降系统等领域具有广泛的工程应用背景，其稳定性

与输出调节问题近年来受到了越来越多的关注。文献[9]研究了上升式缆索电梯中轿厢的输出跟踪问题，

将上缆索系统建模为波动方程，并考虑了未知频率正弦扰动的干扰。 
在波动系统的控制研究中，许多成熟的控制策略已被用于解决带有外部扰动的输出调节问题，包括

自适应控制、滑模控制、内模原理以及自抗扰控制技术等。然而，这些方法通常依赖于辅助系统或复杂

的观测器设计，增加了控制器实现的难度。相比之下，比例–积分–微分(Proportional-Integral-Derivative, 
PID)控制因其结构简单、参数调节方便且理论分析成熟等优点，长期以来一直是工程实践中的主流控制

策略。文献[10]中，Chentouf 和 Wang 针对一维对流–扩散方程，设计了比例–积分(PI)边界反馈控制器，

实现了系统的稳定和输出调节。研究表明，相较于单纯的积分控制[11]，引入比例环节显著提升了闭环系

统的收敛速率。在[12]中，Fan 等通过经典 PID 控制器研究了无外部扰动的 Euler-Bernoulli 梁系统的输出

跟踪问题，利用 Lyapunov 方法证明系统的稳定性。文献[13]进一步将 PD 控制应用于一类开环适定的线

性波动方程，实现了输出信号对任意常值参考信号的渐近跟踪。 
然而，上述 PID/PD 控制方法主要适用于开环适定或稳定的系统。据我们所知，对于具有反阻尼边界

条件的不稳定波动方程[14]，基于经典 PID 框架的输出跟踪问题尚未得到解决。在这类系统中，系统的一

端受到“反阻尼”作用，这使得开环系统具有正的特征值，使系统呈现不稳定特性，直接应用基于跟踪

误差的经典 PID 控制器难以同时实现系统镇定与输出跟踪。针对上述问题，本文通过在传统 PD 控制结

构中引入空间积分环节，提出一种 PD-空间积分复合控制器，通过 Lyapunov 泛函分析，严格证明了闭环

系统的适定性、指数稳定性以及输出跟踪性能。 
所提方法的主要优势在于：(1) 控制器结构简单，无需设计复杂的观测器或辅助系统；(2) 空间积分

项可有效补偿边界反阻尼效应，实现系统的镇定与输出跟踪；(3) PD 环节确保输出信号对常值参考信号

的渐近跟踪。 
后续章节安排如下：第 2 章给出问题描述与分析。第 3 章证明闭环系统的稳定性并实现输出跟踪。

第 4 章进行数值仿真验证。最后，第 5 章总结全文并提出未来研究方向。 

2. 问题描述与分析 

本文研究如下左端具有 Robin 边界条件的波动方程，它能够模拟一种更真实的物理场景。 
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其中： ( )U t 是控制， ( ),w x t 是振动位移， ( ),tw x t 是振动速度， ( ),xw x t 是张力的垂直分量， ( ),ttw x t 是

加速度， ( )outy t 是性能输出， ( )0w x 和 ( )1w x 是初始值， 0q > 是系统参数，为系统(1)引入不稳定因素。 
将系统(1)放在 Hilbert 空间 ( ) ( )1 20, 1 0, 1H L= × 中考虑，并定义内积为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 2 1 20
, d 0 0 ,Y Y f x f x g x g x x f f ′ ′= + + ∫

                   (2) 

( ), , 1, 2.i i iY f g i∀ = ∈ =   

基于波方程边界条件的特殊性，本文的主要目标是设计一种 PD-空间积分复合控制器，该控制器能

够确保闭环系统稳定，同时保证输出信号 ( )outy t 能够跟踪指定的常数参考信号 ry ∈。复合控制律如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 20

e , , d , 0,q
p out r d out i t iU t K y t y K y t K w t K w t tξ ξ ξ ξ−= − − − − + ≥  ∫          (3) 

其中 1 2, , , 0p d i iK K K K > 是待定参数。 
注 1 本文所提出的控制器，通过利用方程(1)在反演变换中所蕴含的特定核函数，将闭环系统映射为

一个稳定的波动系统。一般而言，反演变换中的核函数由系统的内部动态和边界条件共同决定。因此，

当系统边界条件改变或存在域内源项时，核函数必然发生变化，从而导致控制器结构也需相应调整。本

文提出的控制器结构仅适用于边界条件为 ( ) ( )0, 0,xw t qw t= − 的波动方程的输出追踪问题。 
尽管如此，本文设计控制器的思路仍具有普适性。对于具有其它边界形式或存在域内不稳定性的波

动系统，可以借鉴反演变换中核函数的结构设计控制器，最终实现输出对常值参考信号的跟踪。 
在控制(3)的作用下，(1)的闭环系统可以写为 

( ) ( )
( ) ( )

, , ,                                                                                                         0 1, 0,

0, 0, ,                                                            
tt xx

x

w x t w x t x t

w t qw t

= < < ≥

= −

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 20

                                            0,

1, e , , d ,         0,  

1, ,                                                                       

q
x p out r d out i t i

out

t

w t K y t y K y t K w t K w t t

y t w t

ξ ξ ξ ξ−

≥

= − − − − + ≥  
=

∫

( ) ( ) ( ) ( )0 1

                                        0,

, 0 , ,0 ,                                                                                  0 1,t

t

w x w x w x w x x








≥
 = = ≤ ≤

  (4) 

显然，该系统存在一个非零平衡态 ( ) 1, , 0
1t r

qxw w y
q

 −
=  − 

  。 

对(1)应用拉普拉斯变换，我们对每个 s∈得到如下带边界条件的常微分方程： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
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                             (5) 

其中 ( ) ( )ˆ ˆ, ,w x s u s 和 ( )ˆouty s 分别是 ( ) ( ), ,w x t U t 和 ( )outy t 的拉普拉斯变换。求解上述方程，得到从U 到

outy 的传递函数 
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这意味着如果 0p = 且初始状态为零，则 ( ) ( ) ( )ˆ ˆouty s s u s= Ρ 。不难发现， 0s = 是 Ρ的极点，但Ρ的分子在

0s = 处也为零，因此 0s = 为可去奇点。 
当 1q ≠ 且 0s ≠ 时， Ρ的极点及其零点分别是如下方程的解： 

极点 s ： 2e ,s s q
s q
+

=
−

 零点 s ： 2e .s s q
s q
+

= −
−

                        (7) 

根据(7)，如果 s 是Ρ的极点(零点)，则 s 的共轭 s 和对称 s− 也是极点(零点)。容易看出，我们有两个实极

点，一个位于区间 ( ), q−∞ − 中，另一个位于 ( ),q +∞ 中。Ρ的所有其他极点都在虚轴上，它们恰好是 iµ形

式的数，其中 µ 是方程 cotqµ µ= 的实数解。因此，Ρ有无穷多个极点，且模很大的极点 s 非常接近 iπ 的

整数倍。 
类似地，当 1q > 时，Ρ有两个实零点，一个位于区间 ( ), 0q− 中，另一个位于 ( )0, q 中；若 1q = ，则

( )0 0Ρ = 且没有其他实零点；若 ( )0, 1q∈ ，则Ρ没有实零点。并且Ρ的所有非实零点都在虚轴上，容易验

证， Ρ的非实零点恰好是 iµ形式的数，其中 µ 是方程 tanqµ µ= 的非零实数解。在任意两个虚极点之间

有一个零点，除了最接近 0 的那两个，见图 1。 
 

 

Figure 1. Transfer function ( )sΡ  pole-zero distribution ( )1.5q =  

图 1. 传递函数 ( )sΡ 的零极点分布 ( )1.5q =  

3. 主要结果和证明 

定理 3.1 存在控制增益满足 1 20, 0, ,p d i p d i pK q K K K K K q K> > > = ⋅ = ⋅ 时，控制律 ( )U t 能够保证系

https://doi.org/10.12677/aam.2026.154180


郭玥萌 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.154180 532 应用数学进展 
 

统(1)在实现输出跟踪的同时达到指数稳定。即闭环系统(4)的解满足： 
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其中 M 和α 是正常数，同时输出信号系统输出可等价地表示为渐进跟踪给定的常值参考信号，即 

( )lim 0out rt
y t y

→∞
− =  

为了证明定理 3.1，我们首先引入定义在区域 ( ) [ ] [ ), 0,1 0,x t ∈ × ∞ 上的可逆变换： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,    , , .t tz x t w x t w x z x t w x t= − =                          (9) 

在此变换下，系统(4)可化为以下等价形式： 
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在变换(9)下，系统输出可等价地表示为 ( ) ( )1,out ry t z t y= + 。本节的目标是证明系统(10)在空间中是稳

定的，且满足 

( )lim 1, 0,
t

z t
→∞

=                                     (11) 

这意味着输出也被调节至常数 ry ，输出追踪问题就转化成系统的稳定性问题。 
考虑如下可逆的变量替换 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0
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x q x

pz x t I z x t z x t K z tξ ξ ξ−= + = +   ∫                    (12) 

其中是 Volterra 变换，变换 ( )I +  的逆由下式给出 
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在变换(12)下，系统(10)化为 
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接下来，将系统(14)写成抽象算子方程的形式。定义算子 ( ): :z zD ⊂   ， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1
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系统(14)可以写成抽象形式 
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d

,
d z

Y t
Y t

t
=                                    (16) 
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其中 ( ) ( ) ( )( ), , ,tY t z t z t= ⋅ ⋅ 


。 

为了证明闭环系统(14)的稳定性，本文构造如下形式的 Lyapunov 泛函： 

( ) ( ) ( ) ,  0,t t t tδρΩ = Ξ + ≥                                (17) 

式中能量函数 ( ) , 0t tΞ ≥ 为 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 21 , , 0, ,
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辅助函数 ( ) , 0t tρ ≥ 为 
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0
1 , , d .x tt x z x t z x t xρ = +∫                               (19) 

引理 3.1 当 10
2

δ< < 和 0, 0p dK q K> > > 时，Lyapunov 泛函(17)与系统(14)的能量(18)是等价的，即

存在两个正常数 1m 和 2m 使得对于任意的，有 
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证明 由 Hölder 不等式， 
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于是可得 
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以及 
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z t z t z t

m t

δρ

δ

δ δ

Ω = Ξ +

−
≤ ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅

−   = + ⋅ + + ⋅ +   
   

≤ Ξ

    

  

           (23) 

因此，对于任意的
10
2

δ< < 和 , 0p dK q K> > ，总存在正常数 1m 和 2m 使不等式(20)成立。 

显然，泛函(17)是正定的。下面，我们尝试利用 Lyapunov 直接法证明系统(14)是稳定的。 
证明定理 3.1 沿着系统(14)对 ( )tΩ 求关于时间的导数，通过计算得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

1 1

0 0
1 1

0 0

2 22 2 2 2

2

, , d , , d

1 , , d 1 , , d

1, 1, 0, 0, 0, 0,

1, 1, 0, 0, , ,
2 2

1

x xt t tt

xt t x tt

x t x t p t

x t x t x t

d d t

t z x t z x t x z x t z x t x

x z x t z x t x x z x t z x t x

z t z t z t z t K q z t z t

z t z t z t z t z x t z x t

K K z

δ δ

δ δδ

δ

Ω = +

+ + + +

= − + −

+ + − + − +

 = − − + 

∫ ∫

∫ ∫



   

   

     

     

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 21, 0, 0, , , ,
2 2p t x tt K q z t z t z x t z x tδ δ − − + − +  

   

  (24) 

当 21
d

d

K
K

δ <
+

时，上式是负定的。记 ( ) 21
ττ
τ

=
+

 ，则 ( )τ 在 ( )0, 1τ ∈ 时单调递增，在 ( )1,τ ∈ ∞ 时调递

减。那么 ( )τ 在 1τ = 时取最大值，即 ( ) ( ) 11
2

τ ≤ =  。 

因此，我们得到 ( )tΩ 的估计为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 22 0, , ,
2 2

,

p x tt K q z t z x t z x t

t

δ δ

µ

Ω = − − − +

≤ − Ξ



  

                  (25) 

其中 ( )2
min , 0

2 2 pK qδ δµ  = − > 
 

。从而当 0µ > 时， ( )tΩ 是负定的，因此有 ( ) ( )0tΩ ≤ Ω ，也就是说 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 2 2
0

1sup , , 0, 1 , , d .
2 2

p
x t x t

t

K q
z t z t z t x z x t z x t xδ

→∞

 −  
⋅ + ⋅ + + + < ∞  

   
∫             (26) 

特别地，我们得到 

( ) ( )21, 0, ,tz t L∈ ∞                                   (27) 

该式子与(11)等价，实现了输出跟踪。 
根据(20)和(25)，可以证明 

( ) ( )
1

, 0t t t
m
µ

Ω ≤ − Ω ≥                                 (28) 

进而有 ( ) ( )1e 0
t

mt
µ

−

Ω ≤ Ω 。于是 

( ) ( )12

1

e 0 , 0.
t

mmt t
m

µ
−

Ξ ≤ Ξ ≥                                (29) 

综上，不等式(29)直接验证了所需结论(8)，其中 2

1 1

,
mM
m m

µα= = − 。 

上述数学推导过程的严格论证建立在以下适定性结果成立的前提之上。 
定理 3.2 假设 , 0p dK q K> > ，则(15)中定义的算子 z 在上生成 0 -压缩半群。 
证明 将系统(14)放在 Hilbert 空间 ( ) ( )1 20, 1 0, 1H L= × 中考虑，并定义内积为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 1 2 1 2 1 20
, d 0 0 ,PY Y f x f x g x g x x K q f f ′ ′= + + − ∫

              (30) 

( ), , 1, 2.i i iY f g i∀ = ∈ =  显然新定义的内积(30)与(2)是等价的。 
对于任意的 ( ) ( ), zf g D∈  ，有 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

0 0

2

Re , , , Re , , ,

d d 0 0

1 1 0 0 0 0

1
0.

z

p

p

d

f g f g g f f g

g x f x x f x g x x K q g f

g f g f K q g f

K g

′′=

′ ′ ′′= + + −

′ ′= − + −

≤ −

≤

∫ ∫

   

        (31) 

故 z 在上耗散。 
另一方面，对任意给定的 ( ),h l ∈，求解 

( ) ( ) ( ), , , ,z f g g f h l′′= =    

得到 ( ) ( )g x h x= ，其中 f 满足 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

0 0 , 1 1 .p d

f x l x

f K q f f K g

′′ =
 ′ ′= − = −

                        (32) 

求解(32)，我们得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

11 d d .
x

d
p

f x K h l x x l
K q

ξ ξ ξ ξ ξ
  = − − + + −      − 

∫ ∫                 (33) 

由(33)及 ( ) ( )g x h x= 可知 ( ) ( ), zf g D∈  存在且唯一。根据 Sobolev 嵌入定理， 1
z
− 存在且在上是紧

算子。显然 ( )zD = 。由 Lummer-Phillips 定理可知， z 在上生成 0 -压缩半群。因此，闭环系统(14)
是适定的，证明完成。 

由于变换 ( )I +  是可逆且光滑的，系统(10)的解 ( ) ( ) ( )1, ,z x t I z x t−= +  ，根据定理 3.2，可以说明闭

环系统(10)也是适定的。 

4. 数值仿真 

 

Figure 2. The profiles of ( ),w x t  of closed-loop system 

图 2. 闭环系统状态 ( ),w x t 的演化过程 
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Figure 3. Tracking performance of output ( ) ( )1,outy t w t=  

图 3. 输出 ( ) ( )1,outy t w t= 的跟踪性能 

 
本节采用有限元的方法进行数值模拟，说明所提出控制器的有效性。系统的初始状态设定为 

( ) ( ) ( ),0 cos 2 1, ,0 0,0 1tw x x w x xπ= − = ≤ ≤  

仿真中选取的控制参数为 1 22, 4, 0.3, 1.2, 8p d i iq K K K K= = = = = ，其取值满足定理 3.1 中的预设条件。 
数值仿真结果见图 2 至图 3 所示。图 2 描绘了闭环系统状态的演化过程，直观体现了闭环系统的稳

定性。从图 3 可见，系统输出 ( ) ( )1,outy t w t= 能够被有效调节以跟踪指定参考轨迹 1ry = 且跟踪误差 

out ry y− 随着 t →∞渐进收敛于 0。 

5. 结论 

本文研究了一类不稳定波方程的输出跟踪问题，基于误差 ( )e t 的经典比例–积分–微分控制器似乎

难以实现其镇定与调节，因此本文提出了具有比例–微分–空间积分三项的复合控制器，通过使用李雅

普诺夫方法给出了严格的数学证明，所涉及的复合控制器能够指数镇定并调节该不稳定波方程。本研究

为推广比例–积分–微分复合控制器在无限维系统实现常值参考信号输出跟踪方面的潜在应用提供了理

论基础。然而，我们设计的控制器还无法实现对谐波参考信号(例如 ( ) ( ) ( )sin cosry t t tα ω β ω= + ，其中

,α β ∈ )的输出跟踪。未来我们将继续探究所设计的控制器跟踪此类谐波参考信号的问题。 
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