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摘  要 

本文针对三维双孔介质圆柱气藏水平井渗流模型，分两种情况建立数学模型：不考虑井筒储集和表皮因

子；考虑井筒储集和表皮因子。在此基础上，综合运用Laplace变换、Fourier变换、Duhamel原理，并

结合相似构造法，系统求解顶底四种边界条件(顶底定压、顶底封闭、顶部定压底部封闭、顶部封闭底部

定压)下的模型，并获得了无因次井底压力在Laplace空间解的相似结构。结果清晰显示了三种外边界与

四种顶底边界条件结合下解的表达式之间的联系。本文拓展了相似结构理论的应用范围，为深入研究三

维双孔介质圆柱气藏水平井渗流规律，提供了新的方法。 
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Abstract 
In this paper, aiming at the seepage model of horizontal wells in three-dimensional dual-porosity 
cylindrical gas reservoirs, mathematical models are established for two cases, namely excluding 
wellbore storage and skin factor and including wellbore storage and skin factor. On this basis, the 
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Laplace transform, Fourier transform and Duhamel’s principle are comprehensively applied, com-
bined with the similar structure method, to systematically solve the models under four types of top 
and bottom boundary conditions (constant pressure at both top and bottom, closed boundary at 
both top and bottom, constant pressure at the top with closed bottom, and closed top with constant 
pressure at the bottom). Furthermore, the similar structure of the dimensionless bottom-hole pres-
sure solutions in the Laplace space is derived. The results clearly reveal the correlations among the 
solution expressions under the combination of three types of outer boundary conditions and four 
types of top and bottom boundary conditions. This paper expands the application scope of the sim-
ilar structure theory and provides a new method for the in-depth study on the seepage laws of hor-
izontal wells in three-dimensional dual-porosity cylindrical gas reservoirs. 
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1. 引言 

随着全球能源需求的持续攀升，非常规气藏的高效开发已成为石油天然气工业领域的研究热点与核

心方向。双孔介质气藏作为典型的非常规气藏类型，其储层由基质孔隙与天然裂缝构成，气体需经历基

质向裂缝的窜流及裂缝向井筒的渗流过程，渗流机制极具复杂性。水平井技术因具备增大储层接触面积、

提升单井产量与采收率的显著优势，已成为双孔介质气藏开发的主流技术手段。国内外也有许多对双孔

介质水平井模型的研究。1960 年，Barenblatt 和 Zheltov [1]针对双孔介质的特点，建立了在双重介质中

弱可压缩液体不定常渗流的数学模型；1963 年，Warren 和 Root [2]假设流体在岩块到裂缝中因压力不同

产生的窜流，提出了单层油藏双孔渗流的油藏模型。1981 年，栾志安[3]在国外石油工作者的基础上首

次提出带窜流作用和表皮因子的双重介质渗流问题，并建立了考虑窜流作用和表皮因子的双重介质渗流

数学模型。黄天坤[4]等针对双重介质页岩气藏，考虑气体解吸–扩散–渗流耦合机制，建立了水平井不

稳定渗流模型，揭示了表观渗透率等参数对压力动态特征的影响规律；2013 年，杨济源[5]等针对双重

介质气藏渗透率具有方向性的特点，在椭圆坐标系中建立气体渗流微分方程，通过数值计算马丢函数求

解方程，得出不稳态产能表达式并绘制产能曲线，同时分析了表皮系数、各向异性、弹性储容比等参数

对该曲线的影响。2018 年，张春光[6]等该研究建立了考虑启动压力梯度的双重介质致密分形气藏水平

井非线性渗流模型，通过有限元法求解，发现分形非线性模型更贴合实际储层，研究结果为该类气藏试

井参数解释和水平井井底压力动态特征评估提供依据。 
2002 年，李顺初[7]针对分形双孔介质储层，为裂缝和岩块介质引入分形维数与分形指数，建立了

考虑井筒储存、表皮效应的外边界无穷大变流率试井分析数学模型，对典型特例求得了无因次储层及井

底压力的 Laplace 空间解并归纳出通用公式，还探讨了其应用，得出该解在特定条件下可还原传统双孔

介质结论、实空间解可通过解析或 Stehfest 数值反演求得且通用公式便于试井分析软件编制的结论，该

研究对分形油气藏试井分析和油藏数值模拟具有指导意义。2012 年，许丽[8]将分形几何引入双孔油藏

球向渗流研究，提出相似构造法，推导渗流方程组并建立多边界条件下的渗流模型，经拉普拉斯变换结

合该方法得到模型解的相似结构，拓展了相似结构理论应用，也为相关渗流规律研究提供新方法，还得
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出该构造法可求解相关方程、解的结构利于油藏研究及模型可实现相关转化的结论。2023 年，杨雨[9]
通过引入弹性边界条件，构建并求解了分形双孔油藏球向渗流模型，分析模型解的相似结构及参数影响，

为油藏渗流研究提供了新视角与方法。 
目前，针对双孔介质油气藏的渗流模型研究多集中于直井模型，而三维水平井由于其空间各向异性

和多边界约束，解析求解过程极具挑战性。现有的求解手段如积分变换法、有限元法及特殊函数法，虽

能求得特定边界条件下的解，但在处理“顶底边界(4 种)”与“外边界(3 种)”两两组合形成的 12 种复杂

工况时，往往需要针对每种情况重复进行推导，导致数学表达形式割裂，不利于构建统一的数值反演算

法及试井分析软件。尽管“相似构造法”已在分形双孔介质及球向渗流模型中展现出简化复杂边值问题

的潜力，但尚未在考虑空间耦合的三维圆柱气藏水平井模型中得到应用。本文的理论价值在于：通过引

入相似构造理论，将原本互为独立的 12 种物理边界条件下的压力解，统一映射到同一相似核函数的连

分式结构中。这一方法解决了三维模型解表达式繁杂、难以统一表述的关键瓶颈，为三维复杂气藏的非

稳态产能评价提供了更具通用性的解析架构。 

2. 求解一类二阶线性齐次常微分方程边值问题解的相似结构法 

讨论如下的一类二阶线性齐次常微分方程边值问题： 

 

( ) ( )
( )

[ ]

0

1

0
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    (2.1) 

其中 , , , , , ,D E F G H a b 均为已知的实常数，且 0D ≠ ， 2 2 0G H+ ≠ ， a b< ；已知函数 ( ) [ ]1 ,P x C a b∈ ，

( ) [ ]2 ,q x C a b∈  
假设 ( ) ( )1 2,y x y x 是边值(2.1)式中的定解方程的两个线性无关的解，引入二元函数： 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0 1 2 2 1, x y y x y y xϕ ζ ζ ζ= −          (2.2) 

并记： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y xϕ ζ ϕ ζ ζ ζ
ζ
∂ ′ ′= = −
∂

   (2.3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,1 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x
x

ϕ ζ ϕ ζ ζ ζ∂ ′ ′= = −
∂

    (2.4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1,1 0,0 1 2 2 1, ,x x y y x y y x
x

ϕ ζ ϕ ζ ζ ζ
ζ

∂ ′ ′ ′ ′= = −
∂ ∂

   (2.5) 

以上定义的二元函数具有重要的作用，这里我们把它称为引解函数。 
定理：若边值问题(2.1)有唯一解，则其解可以表示为如下连分式形式： 

  ( )

( )
( ) ( )1 1

1y x D x
F aE

F a

φ
φ

φ

= ⋅ ⋅ ⋅
++

+

    (2.6) 

其中 ( )xφ 称为相似核函数具体式子如下：  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,0 0,1

1,0 1,1

, ,
, ,

G x b H x b
x

G a b H a b
ϕ ϕ

φ
ϕ ϕ

+
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+
         (2.7) 
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3. 三维双孔介质圆柱气藏水平井模型 

3.1. 物理模型 

(1) 储层为三维、等厚、水平层状介质，储层厚度、孔隙度、渗透率等物性参数在各自介质系统内

均匀分布。 
(2) 储层为 Warren-Root 型双孔介质，由裂缝系统与基质系统两套连续介质组成：裂缝系统为主要

渗流通道，基质系统为主要储集空间；基质之间互不连通，流体仅由基质向裂缝发生窜流，不直接流入

井筒。 
(3) 通过引入拟压力函数，将具有强非线性的气体运动方程简化为形式上的微可压缩流体线性扩散

方程。不考虑温度变化对气体物性及渗流规律的影响。 
(4) 忽略重力、毛细管力的影响；裂缝与基质内气体流动均服从达西定律。 

3.2. 运动方程 

在三维双孔介质圆柱型气藏水平井模型中，裂缝系统和基质系统内的气体流动均服从达西定律(注：

下标 1 表示裂缝，下标 2 表示基质)： 

 1
1 1

Kv P
µ

= − ∇    (3.1.1) 

 2
2 2

Kv P
µ

= − ∇     (3.1.2) 

(3.1.1)式和(3.1.2)式中： 1 2,K K 分别为裂缝渗透率和基质渗透率， µ 为气体黏度。 

3.3. 状态方程 

岩石状态方程： 

 ( ) ( )0
0 0 0e 1 , 1,2jC P P

j jC P P jφ
φφ φ φ−  = ≈ + − =      (3.3.1) 

其中： 0φ 为大气压力 0P 下岩石的孔隙度，Cφ 为岩石的压缩系数，MPa−1。 
气体状态方程：  

 MP
RTZ

ρ =      (3.3.2) 

 ( )0 01 , 1, 2j g jC P P jρ ρ  = + − =      (3.3.3) 

其中： R 为通用气体常数 0.008314 MPa⋅m3 (kmol⋅K)，T 为绝对温度， K ； Z 为真实气体偏差因子。 

3.4. 连续性方程 

在地层中，任取一个无穷小单元体，根据质量守恒定律，可得裂缝基质和基岩介质中的连续方程为： 

 1 1
1 1 1

K PP C q
t λφ

µ
  ∂

∇ ⋅ ∇ = +  ∂ 
     (3.4.1) 

    m m
m m m

K PP C q
t λφ

µ
∂ 

∇ ⋅ ∇ = −  ∂ 
      (3.4.2) 

其中： qλ 为基质向裂缝的窜流量，根据 Warren-Root 模型，窜流量可以表示为： 
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 ( )2
2 1

Kq P Pλ α
µ

= −       (3.4.3) 

3.5. 渗流微分方程及定解条件 

联立运动方程、状态方程和连续性方程可得：三维双孔介质圆柱气藏水平井的基本渗流方程为： 

 ( )21 1 2
1 1 1 1 2

K P KP C P P
t

φ α
µ µ

∂
∇ = + −

∂
   (3.5.1) 

 ( )22 2 2
2 2 2 1 2

K P KP C P P
t

φ α
µ µ

∂
∇ = − −

∂
    (3.5.2) 

引入拟压力函数如下： 

 ( )
0

2 d
iP

i i
P

Pm P P
Zµ

= ∫    (3.5.3) 

现将(3.5.3)式代入(3.5.1)式和(3.5.2)式中可得： 

 ( )2 1 1 1 2
1 1 2

1 1

C m Km m m
K t K

φ µ α∂
∇ = + −

∂
    (3.5.4) 

 ( )2 2 2 2
2 1 2

2

C mm m m
K t

φ µ α∂
∇ = − −

∂
   (3.5.5) 

初始条件：             

  
0

0, 1, 2i tm i
=
= =               (3.5.6) 

产量条件：               

 1

1

,0
2

w

sc sc

scr r

q P Tmr z h
r K L T=

∂  = ⋅ ≤ ≤ ∂ π 
                  (3.5.7) 

外边界条件： 

             ( ) ( ), , 0, , , 0, 0
e

i
i i e

r R

mm z t m R z t
r =

∂
∞ = = =

∂
                   (3.6.3) 

3.6. 无因次数学模型 

考虑井筒储集和表皮因子的三维双孔介质圆柱型气藏水平井的无因次数学模型如下： 

 ( )
2

21 1 1
1 22

1 D D D
D D D

D D D DD

m m mr m m
r r r tz

ρ ω λ
 ∂ ∂ ∂∂

+ = + − ∂ ∂ ∂∂ 
        (3.6.1) 

 ( ) ( )2
1 21 D

D D
D

m m m
t

ω λ∂
− = −

∂
              (3.6.2) 

 1 20 0 0
D DD Dt tm m
= =
= =          (3.6.3) 

 1
1

1 2
D

D
D

D r

m q
r

=

∂ π
=

∂
           (3.6.4) 

 1 2 0
D DD Dr rm m
→∞ →∞

= = ， 1 2 0
D D D DD Dr R r Rm m
= =

= = ， 1 2 0
D D D D

D D

D Dr R r R

m m
r r

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
   (3.6.5) 
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 1 2

0,1 0,1

0
D D

D D

D Dz z

m m
z z

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
或 1 20,1 0,1 0

D DD Dz zm m
= =

= =     (3.6.6) 

 
1

1

*
1 1 1

1wD
D D

D

wD wD D

mC q
t

m m Sq

∂ + = ∂
 = +

      (3.6.7) 

仅考虑垂向变化忽略径向影响： 

 ( )2

1

*
1 1

2 1

1 , , dD

D

z
wD wD D D D Dz

D D

m m r z t z
z z

=
− ∫

  
 

 
(3.6.8) 

引入无量纲量如下： 

( )1
1 0

2
iD

sc

k Lm m m
q Zµ
π

= − ， 1

1

v w

h

K r
K h

ρ = ， 1 1

1 1 2 2

t

t t

C
C C
φω

φ φ
=

+
， 

2

2
1 2

wr K
K K
αλ =
+

，
( )

3
1
2

3.6 10 h
D

wt

K tt
C rµ φ

−×
= ； 1

1
2 w

D
sc

r Lqq
q
π

= ， D
zz
h

= ， D
w

rr
r

=  

式中： iDm 为无量纲拟压力， 0m 为原始地层拟压力， scq 为标准状态下产量， µ 为气体黏度， Z 为气体

偏差因子， 1k 为裂缝渗透率， L 为水平井长度； ρ 为各向异性系数， 1

1

v w

h

K r
K h

ρ = ， 1vK 为裂缝垂向渗

透率， wr 井筒半径， h 为井的高度；ω 为弹性储容比 1 1

1 1 2 2

t

t t

C
C C
φω

φ φ
=

+
， 1φ 为裂缝孔隙度， 2φ 基质孔隙度，

1tC 为裂缝综合压缩系数， 2tC 为基质综合压缩系数； λ 为双孔介质系统窜流系数，
2

2
1 2

wr K
K K
αλ =
+

，α

为窜流因子； Dt 为无量纲时间，
( )

3
1
2

3.6 10 h
D

wt

K tt
C rµ φ

−×
= ； fDq 为无量纲井壁速度， 1

1
2 w

D
sc

r Lqq
q

π
= ， 1q 为井壁

速度； Dz 为无因次垂向坐标， D
zz
h

= ， z 为垂向高度； 

3.7. 模型求解 

不考虑井储和表皮的影响，对(3.6.1)式~(3.6.6)式中的 Dt 做 Laplace 变换如下： 

 ( )
2 2

21 1 1
1 1 22 2

1D D D
D D D

D DD D

m m m s m m m
r rr z

ρ ω λ∂ ∂ ∂
+ + = + −

∂∂ ∂
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 ( ) ( )2 1 21 D D Dm m mω λ− = −        (3.7.2) 
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D

D
D

D r

m q
r

=

∂ π
=

∂
       (3.7.3) 

 1 2 0
D DD Dr rm m
→∞ →∞

= = ， 1 2 0
D D D DD Dr R r Rm m
= =

= = ， 1 2 0
D D D D

D D

D Dr R r R

m m
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∂ ∂
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∂ ∂
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 1 2

0,1 0,1

0
D D

D D

D Dz z

m m
z z

= =

∂ ∂
= =

∂ ∂
或 1 20,1 0,1 0

D DD Dz zm m
= =

= =       (3.7.5) 

将(3.7.2)式可得： 
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( )2 11D Dm m

s
λ

λ ω
=

+ −
     (3.7.6) 

现将(3.7.6)式代入(3.7.1)中可得： 

 
( )

2 2 2
21 1 1

12 2
1 0

1
D D D

D
D DD D

m m m s m
r r sr z

λρ ω λ
λ ω

 ∂ ∂ ∂
+ + − + − = ∂ + −∂ ∂  

    (3.7.7) 

现令： 

 ( ) ( )
2

1
f s s

s
λω λ

λ ω
= + −

+ −
        (3.7.8) 

则有： 

 

( )
2 2

21 1 1
12 2

1
1

1

1
1 1

1
1 0,1

0,1

1 0

2

0, 0, 0

0, 0

D

D D D
D D

D
D

D D D
D

D DD D

D
D

D r

D
D Dr r R

D r R

D
D z

D z

m m m f s m
r rr z

m q
r

mm m
r

m m
z

ρ

=

→∞ =
=

=
=

∂ ∂ ∂
+ + − = ∂∂ ∂

∂ π =
∂


∂ = = =

 ∂

∂

= =
∂

    (3.7.9) 

由于有三种垂直于井筒处的边界和四种顶底边界，将各种边界情况组合起来讨论的话共有 12 种边

界的组合情况，现对这 12 种情况运用相似构造法求解： 
① 顶底定压顶底定压边界，则 Dz 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 

 
( )

1

1 sin
k

k D

k
k z

α
λ

= π
 = π

    (3.7.10) 

首先对(3.7.9)式中的 Dz 作有限 Fourier 变换则可化为： 

 

( ) ( )

( ) ( )

2
21 1

1 12

1
1 1 2 1 1

11

1
1 1

1 0

1 cos cos
2

0, 0, 0

D

D D D
D D

D D
k D

D DD

D
D k D k D

D kr

D
D Dr r R

D r R

m m f s m
r rr

m q z z
r

mm m
r

ρα

α α
α

=

→∞ =
=

∂ ∂  + − + =  ∂∂
∂ π  = − −  ∂

 ∂ = = =

∂

 







 

  (3.7.11) 

② 顶底封闭边界，则 Dz 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 

 
( )

2

2 cos
k

k D

k
k z

α
λ

= π
 = π

     (3.7.12) 

③ 顶部封闭底部定压边界，则 Dz 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 

 

( )

( )

3

3

2 1
2

2 1
sin

2

k

k D

k

k
z

α

λ

 − π
=


 − π  =    

     (3.7.13) 
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④ 顶部定压底部封闭边界，则 Dz 方向所对应的特征值和特征函数分别为： 

 

( )

( )

4

4

2 1
2

2 1
cos

2

k

k D

k

k
z

α

λ

 − π
=


 − π  =    

      (3.7.16) 

1'：现令(3.7.11)式中： 

 ( ) ( ) ( )2
1 1k kF s f sρα= +          (3.7.17) 

则有： 

 

( )

( ) ( )

2
21 1

1 12

1
1 1 2 1 1

11

1
1 1

1 0

1 cos cos
2

0, 0, 0

D

D D D
D D

D D
k D

D DD

D
D k D k D

D kr

D
D Dr r R

D r R

m m F s m
r rr

m q z z
r

mm m
r

α α
α

=

→∞ =
=

∂ ∂
+ − = ∂∂

∂ π  = − −  ∂

 ∂ = = =

∂

 







 

     (3.7.18) 

则(3.7.18)式为常微分方程的边值问题，根据相似构造理论，不难求得定解方程的两个线性无关的解

分别为： 

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 0 1

1 2 0 1

D D k D

D D k D

m r I F s r

m r K F s r

 =


=





       (3.7.19) 

故： 

 ( ) ( )( ) ( )( )1 0 1 0 1D D k D k Dm r AI F s r BK F s r= +         (3.7.20) 

构造二元引解函数： 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )0,0 0 1 0 1 0 1 0 1, D k k D k D kr I F s K F s r I F s r K F sϕ ζ ζ ζ= −      (3.7.21) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1,0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1, D k k k D k k D kr F s I F s K F s r F s I F s r K F sϕ ζ ζ ζ= +      (3.7.22) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )0,1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1, D k k k D k k D kr F s I F s K F s r F s I F s r K F sϕ ζ ζ ζ= − −     (3.7.23) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
1,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, D k k k D k k D kr F s I F s K F s r F s I F s r K F sϕ ζ ζ ζ= − +     (3.7.24) 

根据相似构造理论和 Dz 的三种外边界条件构造相似核函数： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0,0 1,0
1

0,1 1,1

, ,
,

1, 1,
D D D D

D
D D

G r R H r R
r s

G R H R
ϕ ϕ

φ
ϕ ϕ

+
=

+
     (3.7.25) 

对应于不同外边界核函数依次为： 

 ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0 1

1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1
1

1 0 1 1 1 1 1 0 1

1 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

,

, ,

,

k D

k k D

k D k D k D k D
D

k k k D k D k

k D k D k D k D

k k k D k D k

K F s r
F s K F s r

I F s r K F s R I F s R K F s r
r s

F s I F s K F s R I F s R K F s

I F s r K F s R I F s R K F s r

F s I F s K F s R I F s R K F s

φ



−


−= 
 − +  


+

 − − 

外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压


 (3.7.26) 
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则(3.7.18)式对于 Dz 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 1
1

1, cos cos
2D D D k D k D

k

m q r s z zφ α α
α

π
 = − −     (3.7.27) 

2'：同理可得，考虑顶底封闭边界， Dz 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2 2 1
2

1, sin sin
2D D D k D k D

k

m q r s z zφ α α
α

π
 = −     (3.7.28) 

3'：考虑顶部封闭底部定压边界， Dz 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )3 1 3 3 2 3 1
3

1, cos cos
2D D D k D k D

k

m q r s z zφ α α
α

π
 = − −      (3.7.29) 

4'：考虑顶部定压底部封闭边界， Dz 方向三种外边界条件下 Fourier 变换像空间的解为： 

 ( ) ( ) ( )4 1 4 4 2 4 1
4

1, sin sin
2D D D k D k D

k

m q r s z zφ α α
α

π
 = −     (3.7.30) 

现对(3.3.27)式作关于 Dz 的 Fourier 逆变换就得到第一种情况地层压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 2 1

1 1

,
, , cos cos sinD D

D D D k D k D k D
k k

r s q
m x y s z z z

φ
α α α

α

∞

=

π
 = − ∑   (3.7.31) 

若考虑井筒储集系数和表皮因子的影响，对(3.6.7)~(3.6.8)作 Laplace 变换得： 

 1 1

*
1 1 1

1
D wD D

wD wD D

sC m q
s

m m Sq

 + =

 = +

    (3.7.32) 

仅考虑垂向变化忽略径向影响： 

 ( )2

1

*
1 1

2 1

1 , , dD

D

z
wD wD D D Dz

D D

m m r z s z
z z

=
− ∫      (3.7.33) 

现将(3.7.31)代入(3.7.33)中可得水平井平均压力的 Laplace 空间解： 
①'：第一种情况下平均压力的 Laplace 空间解为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 21* 1
1 1 2 1 12

1 1

,
cos cos

2
DD

wD k D k D
kw k

r shqm s z z
r

φ
α α

α

∞

=

π
= − −  ∑      (3.7.34) 

②'：与第一种情况的做法相同，可得第二种情况下平均压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 22* 1
2 2 2 2 12

1 2

,
sin sin

2
DD

wD k D k D
kw k

r shqm s z z
r

φ
α α

α

∞

=


π

= −  ∑       (3.7.35) 

③'：与第一种情况的做法相同，可得第三种情况下平均压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 23* 1
3 3 2 3 12

1 3

,
cos cos

2
DD

wD k D k D
kw k

r shqm s z z
r

φ
α α

α

∞

=

π
 = − ∑     (3.7.36) 

④'：与第一种情况的做法相同，可得第四种情况下平均压力的 Laplace 空间解： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 24* 1
4 4 2 4 12

1 4

,
sin sin

2
DD

wD k D k D
kw k

r shqm s z z
r

φ
α α

α

∞

=

π
 = − ∑      (3.7.37) 
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若记： 

 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21
1 2 1 12

1 1

22
2 2 2 12

1 2

23
3 2 3 12

1 3

24
4 2 4 12

1 4

,
cos cos

2
,

sin sin
2

, 1,
,

cos cos
2

,
sin sin

2

D
k D k D

kw k

D
k D k D

kw k
ik

D
k D k D

kw k

D
k D k D

kw k

r sh z z
r

r sh z z
r

G s i
r sh z z

r
r sh z z

r

φ
α α

α
φ

α α
α

φ
α α

α
φ

α α
α

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

 π
 − −  


 π
  − 

= =
π  − 


 π

 −  


∑

∑

∑

∑

2,3, 4     (3.7.38) 

将(3.7.34)~(3.7.37)代入(3.7.32)中并进行整理，可得考虑井筒储集和表皮效应的井底压力的 Laplace
解为： 

 

( )

1 1 , 1,2,3,41iwD

D
ik

m i
s C s

G s S

= =
+

+

    (3.7.39) 

3.8. 模型讨论 

本文在建立数学模型时，将气体渗流方程处理为形式上的线性扩散方程。这一处理过程基于两个核

心步骤： 
(1) 拟压力的引入：为了消除气体压力与状态方程( Z 因子)导致的强非线性，本文引入了无因次拟

压力 iDm 。通过对压力项进行积分变换，有效地吸收了气体密度和偏差因子的非线性变化。 
(2) 在引入拟压力后方程中仍残留有关于 gCµ  (气体黏度与综合压缩系数之积)的非线性项。本文假

设在研究的压力范围内 gCµ 为常数。 

适用边界：① 高压气藏环境：当原始地层压力较高时，
1
Zµ
随压力的变化相对平缓，此时模型的

线性化误差极小，解析解具有极高的可靠性。 
② 中小生产压差：在水平井生产初期或压降控制在合理范围内时，本模型能准确捕捉三维空间内

的压力波传播特征。 
③ 近井地带误差补偿：对于生产压差极大、近井地带发生剧烈压降的工况，由于 gCµ 乘积的剧烈

波动，本模型可能会产生一定的截断误差。在工程实践中，建议通过取平均压力下的物性参数或引入时

变拟压力法，进一步修正解析解在大压降工况下的解释精度。 

4. 总结 

(1) 本文考虑三维双孔介质圆柱气藏水平井渗流数学模型的井底压力解，建立了径向的三种不同边

界(无穷大、封闭、定压)和垂向的四种不同边界(顶底定压、顶底封闭、顶部定压底部封闭、顶部封闭底

部定压)组合共计 12 种不同的边界情况，结合积分变换和相似构造的方法构造出了井底压力的解。解的

相似结构式由边界条件的系数所决定，相似核函数可以由零阶贝塞尔函数的两个线性无关解和边界条件

中的系数来构造。 
(2) 结合 Duhamel 原理，在三维双孔介质圆柱气藏水平井模型中也得到了连分式形式的解。相比于

直井中的连分式解，两者在形式上完全一样，区别在于核函数的不同。直井中的核函数 ( ),Dx sφ 可以直

接构造得出，而三维圆柱水平井中的核函数中则包含 ( ),Dx sφ ，其核函数的具体形式见表 1。 
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Table 1. Eigenvalues, eigenfunctions, and similar kernel functions under different boundary conditions 
表 1. 不同边界条件下的特征值、特征函数、相似核函数 

顶底边界条件 特征值 特征函数 相似核函数 

顶底定压 
(i = 1) 1k kα = π  ( )1 sink Dk zλ = π  ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0 1

1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

1

1 0 1 1 1 1 1 0 1

1 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

,

, ,

,

k D

k k D

k D k D k D k D

D

k k k D k D k

k D k D k D k D

k k k D k D k

K F s r
F s K F s r

I F s r K F s R I F s R K F s r
r s

F s I F s K F s R I F s R K F s

I F s r K F s R I F s R K F s r
F s I F s K F s R I F s R K F s

φ



−

 −


 − +  


+
  − − 

外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压


 

顶底封闭 
(i = 2) 2k kα = π  ( )2 cosk Dk zλ = π  ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0 2

2 1 2

0 2 0 2 0 2 0 2

2

2 0 2 1 2 1 2 0 2

1 2 0 2 0 2 0 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2

,

, ,

,

k D

k k D

k D k D k D k D

D

k k k D k D k

k D k D k D k D

k k k D k D k

K F s r
F s K F s r

I F s r K F s R I F s R K F s r
r s

F s I F s K F s R I F s R K F s

I F s r K F s R I F s R K F s r
F s I F s K F s R I F s R K F s

φ



−

 −= 

 − +  


+
 − − 

外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压


 

顶部封闭 
底部定压 

(i = 3) 

( )
3

2 1
2k

k
α

− π
=  

( )
3

2 1
sin

2k D

k
zλ

− π 
=  

 
 ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0 3

3 1 3

0 3 0 3 0 3 0 3

3

3 0 3 1 3 1 3 0 3

1 3 0 3 0 3 0 3

3 1 3 1 3 1 3 1 3

,

, ,

,

k D

k k D

k D k D k D k D

D

k k k D k D k

k D k D k D k D

k k k D k D k

K F s r
F s K F s r

I F s r K F s R I F s R K F s r
r s

F s I F s K F s R I F s R K F s

I F s r K F s R I F s R K F s r
F s I F s K F s R I F s R K F s

φ



−

 −= 

 − +  


+
 − − 

外边界无穷大

外边界封闭

外边界定压


 

顶部定压 
底部封闭 

(i = 4) 

( )
4

2 1
2k

k
α

− π
=  

( )
4

2 1
cos

2k D

k
zλ

− π 
=  

 
 ( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

0 4

4 1 4

0 4 0 4 0 4 0 4

4

4 0 4 1 4 1 4 0 4
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