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摘  要 

图的荫度理论一直是图论中主要的研究问题，Nash-Williams定理给出了图的荫度至多为k的充要条件，

对应的，Hakimi定理给出了图的伪荫度至多为k的充要条件，本文主要是利用Hall定理，给出了证明

Hakimi定理的一个新思路，并利用同样的思路将Hakimi定理推广至了分数形式。 
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Abstract 
The theory of graph arboricity has always been a primary research topic in graph theory. Nash-Wil-
liams’ theorem provides the necessary and sufficient conditions for a graph to have an arboricity at 
most k, while Hakimi’s theorem gives the corresponding conditions for a graph to have a pseudo-
arboricity at most k. This paper primarily employs Hall’s theorem to present a novel approach for 
proving Hakimi’s theorem and further extends Hakimi’s theorem to a fractional form using the 
same reasoning. 
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1. 引言 

图的分解问题是图论中许多学者研究的主要方向之一，也是图论学科的基石。本文所研究的图都是

无向图，对于一个无向图 G，V(G)表示图 G 的顶点集，E(G)表示图 G 的边集， ( )Δ G 表示图 G 的最大出

度， ( )Δ G+ 表示图 G 的最大出度。若σ 是图 G 的一个定向(实际上是 E(G)的一个定向)，我们用Gσ 表示

定向后的图。近年来，研究者们把图的分解形式推广到了以树的形式进行划分，从而形成图的荫度理论，

众多学者对图的荫度研究有着广泛的兴趣。 
图的森林分解是指将图 G 分解成一组边不相交的子图 1 2, , , kG G G

，使得 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 kE G E G E G E G= ∪ ∪ ∪ ，且任意的子图 ( )1iG i k≤ ≤ 都不包含圈。图的荫度是指把图的边集

分解成互不相交的森林的最少数量。伪树是指至多包含一个圈的连通图。伪森林是指每个连通分支至多

包含一个圈的图。如果存在一个对图 G 的定向σ 使得 ( )Δ 1Gσ+ ≤ ，则图 G 是一个伪森林。图的伪荫度是

指把图的边集分解成互不相交的伪森林的最少数量。 
1986 年，Payan [1]提出了图的分数荫度参数概念，图 G 的分数荫度参数 

 ( )
( )

( )
( ), 1

: max
1H G V H

E H
G

V H
γ

⊆ >
=

−
 

Nash-Williams [2]定理给出了图 G 的荫度至多为 k 的充要条件，即图 G 能最多分解成 k 个边不交的

森林当且仅当 ( )G kγ ≤ 。图 G 的最大平均度定义为 

 ( )
( )
( )

2
mad max

H G

E H
G

V H⊆
=  

Frank [3]给出了有向图 D 的荫度至多为 k 的充要条件，即有向图 D 能最多分解成 k 个弧不交的分支

当且仅当 ( )D kγ ≤ 。 
Hakimi [4]定理给出了图 G 的伪荫度至多为 k 的充要条件，即图 G 存在一个定向σ 使得 ( )Δ G kσ+ ≤

当且仅当 ( )mad 2G k≤ 。 
有关伪森林分解的应用有很多，文献[5]证明了在最大平均度的约束下，分解出的伪森林中至少有一

个伪森林的最大度是有界的，文献[6]证明了在最大平均度的约束下，分解出的伪森林中至少有一个伪森

林的连通分支的边数是有界的，在有向图中，文献[7]证明了在最大平均度的约束下，分解出的伪分支中

至少有一个伪分支的最大出度是有界的。 
1992 年，Alon和 Tarsi [8]利用 Hall 定理给出了 Hakimi 定理的一个证明，同时，在文献[9]中利用了

可达性将 Hakimi 定理推广至了分数形式，文献[10]中利用了最大流最小割定理也给出了 Hakimi 定理的

分数形式的一个证明方法。本文主要是利用 Hall 定理给出 Hakimi 定理的分数形式的一个证明方法。在

此之前我们还需要给出图 G 的分数定向 w 的定义： 
定义 1：G 是一个无向图，图 G 的分数定向 w 是一个函数 ( ) [ ]2: 0,1V Gθ → 满足 
(1) 如果 ( ),u v V G∈ 且 ( )uv E G∉ ，则 ( ) ( ), , 0u v v uθ θ= = ； 
(2) ( )e uv E G∀ = ∈ ，有 ( ) ( ), , 1u v v uθ θ+ = 。 
对应地，图 G 在分数定向 w 下的最大出度定义为： 
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 ( )
( ) ( )

( )Δ max ,w

u V G uv E G
G u vθ+

∈ ∈

= ∑  

2. 主要定理及证明 

2.1. 主要定理 

本文主要利用 Hall 定理来证明并推广 Hakimi 定理，具体形式如下： 
定理 1 (Hakimi 定理)：图 G 存在一个定向σ 使得 ( )G kσ+∆ ≤ 当且仅当 ( )mad 2G k≤ 。 

定理 2：图 G 存在一个分数定向 w 使得 ( )w qG k
p

+∆ ≤ + 当且仅当 ( )mad 2 qG k
p

 
≤ + 

 
。 

2.2. 主要定理证明 

Alon和 Tarsi [8]于 1992 年已经利用 Hall 定理给出了 Hakimi 定理的一个证明，这里为了文章的完整

性，我们也给出利用 Hall 定理来证明 Hakimi 定理的证明过程，这里所构造的二部图与 Alon 在文章[8]中
构造的二部图是一样的，同时在根据 Hall 定理得到的匹配后如何给出定向方法也是一样的，但我们将其

中如何利用最大平均度的条件得到 Hall 定理的条件解释得更加详细，这将有利于理解在后面利用 Hall 定
理证明 Hakimi 定理的分数形式过程中，我们如何得到 Hall 定理的条件。 

定理 1 (Hakimi 定理)：图 G 存在一个定向σ 使得 ( )G kσ+∆ ≤ 当且仅当 ( )mad 2G k≤ 。 
证明：(⇒ )这个方向的证明是平凡的。 
(⇐ )我们把 G 中的每个顶点都复制 k 个进而构成集合 A，图 G 的边集构成集合 B。我们构建一个二

部图 Q [A, B]，如果 e uv B= ∈ ，那在二部图中，e 和 u 的 k 个复制体以及 v 的 k 个复制体相连。 X B∀ ⊆ ，

G [X]是 G 由 X 导出的子图，因为 ( )
( )
( )

2
mad : max 2H G

E H
G k

V H⊆= ≤ ，那么对 G 的任意子图 H，都有 

( ) ( )E H k V H≤ ⋅ ，所以 [ ]( ) [ ]( ) ( )X E G X k V G X N X= ≤ ⋅ = 。由 Hall 定理，二部图 Q 有一个可以覆

盖 B 中每个点的匹配，如果 B 中的点 e = uv 匹配至 u，那我们就把 e = uv 定向为 ( ),e u v= 。因此对于 B
中的每个点(G 中的每条边)，存在一个定向σ 使得 ( )v V G∀ ∈ ， ( )G

d v kσ
+ ≤ ，所以 G 可以分解成 k 个伪森

林。 
现在我们可以开始利用 Hall 定理证明 Hakimi 定理的分数形式。 

定理 2：图 G 存在一个分数定向 w 使得 ( )w qG k
p

+∆ ≤ + 当且仅当 ( )mad 2 qG k
p

 
≤ + 

 
。 

证明：(⇒ )对 G 的任意子图 H，因为 ( )w qG k
p

+∆ ≤ + ，所以 ( )w qH k
p

+∆ ≤ + 。在原来的定义中，一条

边能提供两个度数，而在本文的分数定向中，一条边只能提供一个权重，所以原来的握手定理在本文中对

应的结果为 ( ) ( )( ) ( ) ( ), ,v V H vu E H

qE H v u k V H
p

θ
∈ ∈

 
= ≤ + ⋅ 

 
∑ ，所以

( )
( )

( )22
2

| ( |)

qk V HE H p qk
V H pV H

 
+ ⋅    ≤ = + 

 
，

由 H 的任意性，我们可以得到 ( )mad 2 qG k
p

 
≤ + 

 
。 

(⇐ )设 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  ， ( ) { }1 2, , , mE G e e e=  。我们把图 G 中的每个顶点 iv 复制 pk + q 个构成

集合 ( ) 1iV i n≤ ≤ ，令集合 1 2 nA V V V= ∪ ∪ ∪ ，图 G 的每条边 je 都复制 p 个构成集合 ( ) 1jE j m≤ ≤ ，令

集合 1 2 mB E E E= ∪ ∪ ∪ 。我们构建一个二部图 Q [A, B]，如果 e uv B= ∈ ，那在二部图中，e 的 p 个复

制体每个都和 u 的 pk + q 个复制体以及 v 的 pk + q 个复制体相连。设 ii IX E B
∈

∀ ⊆ ⊆


，其中集合 I 是集
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合{ }1,2, ,m 的一个子集，令 G[X]是 G 由所有 ( )ie i I∈ 导出的子图，则 [ ]( )E G x I= ，因为 

( )
( )
( )

2
mad : max 2H G

E H qG k
pV H⊆

 
= ≤ + 

 
，那么对 G 的任意子图 H，都有 ( ) ( )qE H k V H

p
 

≤ + ⋅ 
 

，即 

( ) ( ) ( )p E H pk q V H⋅ ≤ + ⋅ ，则 [ ]( ) ( ) [ ]( )p E G X pk q V G X⋅ ≤ + ⋅ ，则 

[ ]( )ii IX E p I p E G X
∈

≤ = ⋅ = ⋅∑∑ ，由二部图 Q [A, B]的构造，因为每条边 ( ),e u v= 的每个复制体的

邻居都是 u 的 pk + q 个复制体以及 v 的 pk + q 个复制体，所以只要这条边包含在 X 中，那么它的 pk + q
倍个端点就会包含在 ( )N X 中，所以 ( ) ( ) [ ]( )N X pk q V G X= + ⋅ ，所以 X B∀ ∈ ，有 ( )X N X≤ ，由 Hall

定理，二部图 Q 有一个可以覆盖 B 中每个点的匹配，如果 B 中每有一个点 e = uv 匹配至 u，那就在 e = 

uv 中分配一个 ( ) 1,u v
p

θ = 。 

因为 G 中的每条边在 B 中都只有 p 个复制体，所以 ( ) ( ),e u v E G∀ = ∈ ， ( ) ( ), , 1u v v uθ θ+ = ，且如果

( )uv E G∉ ，则 ( ) ( ), , 0u v v uθ θ= = ，因此我们得到了一个图 G 的分数定向 w。又因为 G 中的每个顶点在 

A 中都只有 pk + q 个复制体，所以 ( )u V G∀ ∈ ， ( )( ) ,uv E G

pk q qu v k
p p

θ
∈

+
≤ = +∑ ，即图 G 存在一个分数定

向 w 使得 ( )w qG k
p

+∆ ≤ + 。 

3. 总结 

自从荫度理论提出以来，众多学者都对图的荫度研究有着广泛的兴趣，并得到了许多结果，为该领

域的发展贡献了强大的力量。本文主要利用 Hall 定理，给出了 Hakimi 定理的一个新的证明方法，并利用

同样的方法将 Hakimi 定理推广至了分数形式，由于实数比分数更为复杂，这个方法暂且无法将 Hakimi
定理推广至任意实数形式。 

本文的研究方法也具有一定的推广性，本文只研究了无向图中的伪荫度理论，也可以将这个方法推

广至有向图、混合图甚至其他图类中，也许能得到一些有趣的结果，进而为实际问题提供更多的理论支

持。同时，在推广的过程中不可避免的会出现一些新的挑战和问题，攻克这些挑战问题也将推动荫度理

论的进步和发展，从而推动图论这门学科的进步，最终可以为数学领域的进步做出更大贡献。 
总而言之，荫度理论的研究任重而道远，相信众多学者齐心协力，前赴后继，终将可以挖掘完善更

多关于荫度理论的成果，进而让图论这门学科可以得到更好的发展。 
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