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摘  要 

本文系统综述了偏微分方程(PDE)约束的最优控制问题。首先梳理了其从变分法到现代控制理论的发展

历程，重点分析了“先离散后优化”与“先优化后离散”两类数值求解策略，探讨了有限差分法、有限

元法等离散方法的特性。特别关注了带复杂约束的非光滑问题求解，评述了神经网络等新兴方法的进展。

最后从算法创新、多物理场耦合等维度展望了未来发展方向，为研究者提供该领域的知识体系概览和发

展趋势分析。 
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Abstract 
This article systematically reviews the optimal control problems constrained by partial differential 
equations (PDEs). Firstly, it traces the development process from variational methods to modern 
control theory, focusing on analyzing the two numerical solution strategies of “discretization first 
and optimization second” and “optimization first and discretization second”. It also discusses the 
characteristics of discretization methods such as finite difference method and finite element 
method. Special attention is paid to the solution of non-smooth problems with complex constraints, 
and the progress of emerging methods such as neural networks is reviewed. Finally, it looks forward 
to future development directions from dimensions such as algorithm innovation and multi-physics 
field coupling, providing researchers with an overview of the knowledge system and trend analysis 
in this field. 
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1. 引言 

从工程学的角度来看：最优控制问题主要是设计一种控制策略，以便在特定情况下使系统达到最优

运行状态。从数学的角度来看：最优控制问题的目的是求得一系列的控制变量，使得这些变量在给定的

约束条件下能使一个性能指标最小化或最大化。当前，最优控制问题被广泛运用于各个领域，不管是立

足当下，还是展望未来，深入研究最优控制问题都是具有重要价值的。本文主要针对最优控制问题的研

究背景及发展、国内外研究现状等进行综合性描述。 

2. 研究背景及意义 

2.1. 最优控制问题的起源 

瑞士数学家约翰·伯努利在 1696 年提出了最速下降问题(problem of brachistochrone)，即：求从定点

A 到不在它垂直下方的点 B 的一条曲线，使一质点沿这条曲线从 A 下滑至 B 的时间最短，其过程中的摩

擦阻力均忽略。该问题直接导致了数学家们对寻找动态系统最优轨迹的兴趣，对于该问题的研究催生出

泛函与变分法的概念。瑞士数学家莱昂哈德·欧拉在 1756 年发表的一篇论文中提出了变分法，最优控制

问题最早的理论基础来源于变分法，变分法不仅为物理学提供了极为重要的分析原理，也极大地促进了

数学理论的研究与发展，自变分法问世以来，愈来愈多的学者将其应用至许多领域，如物理学、数学、

材料学、航天航空领域等。 

2.2. 现代控制理论的突破 

现代控制理论的突破出现在 20 世纪，数学家庞特里亚金及其同事在 1950 年代提出了“极大值原

理”[1]，庞特里亚金等人致力于寻找一种在给定约束下寻找最优控制策略的方法，通过整合经典变分法、

动力学系统、经济学最优决策理论的思想提出了“极大值原理”这一猜想，并给出了严格的数学证明将

其验证成功，“极大值原理”成为现代控制理论的重要组成部分。同时期美国数学家理查德·贝尔曼提

出了“动态规划”[2]，“动态规划”将原问题分解成若干个相对原问题来说更简单的子问题，通过求解

这些子问题来获得原问题的解，能够有效地处理复杂决策问题，确保在动态约束中作出最优决策，因其

有效性与灵活性而被广泛运用于许多领域。 

2.3. 最优控制问题的应用  

最优控制问题作为现代控制理论的重要一环，对其开展深入研究有着深远的意义。由偏微分约束的

最优控制问题被广泛运用于各个领域。在材料学领域，文献[3]介绍了模型预测控制(MPC)问题，该问题

基于半线性抛物线偏微分方程(PDE)系统，提出了一个基于 PDE 系统的 MPC 策略，该策略旨在离线(无
需过程测量)确定用于在线 MPC 的理论最优过程行为，将该策略应用于厚截面聚合物复合材料层压板的
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制造过程中，特别是优化处理温度。在生物医学工程领域，文献[4]介绍了对神经元内物质运输调控机制，

并开发了一个基于 PDE 的优化模型来模拟和研究这一过程，通过模拟不同的条件和参数，研究者能够洞

察健康和异常神经元中物质运输的动态。在机器人学领域，文献[5]详细介绍了如何在随机噪声和障碍物

存在的情况下，设计一个最优的反馈控制律，通过数值解 HJB 方程，得到了一个势场，可以引导随机系

统避开障碍物并向目标集移动。在金融数学领域，文献[6]提出了一个新的偏微分方程(PDE)模型，用于包

含违约风险调整的衍生品定价，考虑了买卖双方违约风险，该模型通过数值方法和渐近近似公式为金融

实践中的定价问题提供了有效的解决方案。在环境工程领域，文献[7]开发了一个新颖的数学模型，用于

准确捕捉 RABR 中微藻生物膜的生长动态，模型考虑了 RABR 的空间异质性，并引入了一个基于偏微分

方程(PDE)的模型，从而更准确地模拟 RABR 中的生物膜生长。 

2.4. 当前研究热点 

带控制约束、状态约束以及混合约束的偏微分方程约束的最优控制问题是当前的研究热点。本课题

主要研究以下介绍的一类偏微分方程约束的最优控制问题： 
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其中 ( ),J y u 为性能指标， ( )1
0 Ωy Y H∈ = 为状态变量， ( )2 Ωu U L∈ = 为控制变量， ( )Ω   2,3nR n⊆ = 是有

多边形边界 Ω∂ 的凸开区域； ( )2 Ωdy L∈ 是给定的期望状态； ( )2 Ωf L∈ 为已知项； 0λ > 为正则化参数，

  a bu u u≤ ≤ 为盒子约束且 ,a bu u 均为给定参数。 

3. 国内外研究现状 

3.1. 单一控制的最优控制问题 

对于控制约束或者状态约束的最优控制问题，已有大量的数值计算方法进行计算，并且有完善的理

论成果。文献[8]专注于受偏微分方程(PDE)和不等式约束控制/状态的优化问题的求解，提出了两种策略

来预处理在使用共轭梯度方法求解过程中出现的线性算子方程，并且用数值实验验证了该预处理方法可

以有效处理具有状态约束的抛物线最优控制问题和具有控制约束的椭圆最优控制问题。文献[9]提出了一

种基于活动集策略的数值算法，该算法涉及原始变量和对偶变量，并通过状态约束的广义 Moreau-Yosid
正则化来实现，该算法在有限的迭代次数内收敛到最优解，并且在数值实验中表现出了高效性。文献[10]
以具有边界控制函数的线性最优控制问题为例，提出了用于状态约束和控制约束的增广拉格朗日算法。

文献[11]研究了状态约束最优控制问题中的一阶最优性条件，特别是在状态方程缺乏足够正则性以及在

函数空间中存在 Slater 点的情况下，推导出了问题的一阶最优性条件，并讨论了拉格朗日乘数的存在性

和正则性。文献[12]主要研究了状态约束最优控制问题的数值计算方法，提出了一种正则化最优性系统，

并利用半光滑牛顿方法求解最优性系统，证明了该方法的收敛性，并通过数值实验验证了理论结果。 

3.2. 混合约束的最优控制问题 

相较于对控制变量或状态变量进行单一约束的问题，混合约束的最优控制问题的求解难度系数更大、

理论分析更深入。文献[13]研究了一类带有非线性混合控制–状态约束的半线性椭圆最优边界控制问题，

利用 SQP 方法进行求解，证明了该方法的局部二次收敛性。文献[14]提出了一个具有混合控制–状态约束
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以及纯状态约束的最优控制问题，介绍了欧拉离散化方法并将其应用于上述问题，给出了误差界限。文献

[15]研究了一类具有非规则混合约束的仿射–凸控制问题，推导出在没有正则性假设的情况下的一个极小

值原理，扩展了现有文献中对正则性条件的依赖，为解决非规则混合约束的最优控制问题提供了新的视角。 

4. 最优控制问题的求解思路 

4.1. 两种求解路线 

在现有的文献中，对于偏微分约束的最优控制问题的数值计算方法，主要分为两种策略，分别是先

离散再优化和先优化再离散。二者各自均有优缺点，这两种策略对算法的收敛性、计算成本和实现复杂

度的影响体现在不同层面。在收敛性方面，“先离散后优化”将问题转化为有限维非线性规划后，可直

接依托成熟的优化算法收敛理论，其收敛性主要取决于离散格式是否满足变分一致性要求，若离散不当

可能导致解偏离原物理问题，而“先优化后离散”由于在连续空间中先建立了最优性系统，离散后求解

的是结构化的 KKT 系统，更容易实现网格无关的收敛速度，收敛行为更为稳健。在计算成本方面，“先

离散后优化”将状态与控制变量耦合在一个大规模规划问题中，随着网格加密变量规模急剧膨胀，每次

迭代的计算开销显著增加，而“先优化后离散”通过引入伴随方程，梯度计算仅需求解一次线性系统的

成本，与设计变量个数无关，在控制维度较高时计算效率优势明显。总体而言，两种策略的选择取决于

问题规模、精度需求的综合权衡。文献[16]中给出了这两种策略求解同一最优控制问题的结果对比。 

4.2. 离散方法 

常见的离散最优控制问题的方法有：有限差分法、有限体积法、有限元法、Galerkin 有限元法、谱方

法、边界元法等，这些方法各有优缺点，在离散的步骤时针对具体问题来选择合适的离散方法往往会得

到较好的结果。上述方法均源于加权残量法或变分原理，其本质区别在于试探函数、权函数的选择以及

离散化方式的不同。有限差分法直接以差分商近似导数，基于点值进行局部逼近，实现最为简单但难以

处理复杂几何与边界条件，主要适用于规则区域上的问题。有限体积法在控制体积上积分守恒律，通过

通量计算实现局部守恒，在流体力学与计算传热学中占据主导地位，对复杂网格适应性良好。有限元法

与 Galerkin 有限元法本质上是变分方法，通过分片多项式在单元上逼近解，以积分弱形式为基础，能够

天然处理复杂几何与非结构网格，理论严谨且适用范围最广。谱方法采用全局高光滑函数(如傅里叶级数、

切比雪夫多项式)作为试探函数，在光滑解问题上可实现指数级收敛速度，但受限于规则区域。边界元法

基于基本解将控制方程转化为边界积分方程，仅需对边界进行离散，从而将问题维数降低一维，特别适

用于无限域或边界主导问题，但系数矩阵通常稠密且依赖于基本解的存在性。文献[17]主要研究一类椭圆

最优控制问题，使用有限差分方法对状态方程以及控制问题进行离散化，推导出数值解的误差估计。在

文献[18]中，作者利用有限元方法对具有点控制约束的抛物线最优控制问题进行离散化，推导出先验误差

估计的结果并利用数值实验验证了理论结果。文献[19]应用有限体积法离散抛物型分布式最优控制问题，

考虑了半离散和全离散的分段线性 FVEM，在不同范数下给出了相应的误差估计。文献[20]利用 Galerkin
有限元方法对二维一阶线性双曲型问题进行离散，构造出 Euler 格式与 Crank-Nicolso 格式，并且分析了

两种格式的稳定性与误差估计。文献[21]开发了一种用于离散带有 L2 范数控制约束的抛物线最优控制问

题的时空谱方法，并推导出了先验和后验误差估计。 
有限差分法[22]将连续的问题转化为离散问题，核心思想是利用网格对问题进行划分，利用有限数量

的网格点来近似表示连续的函数或解的分布，有限差分法对于规则区域和边界问题的离散相对简单且直

接，由于划分的网格是规则的，离散后的方程通常是带状的，更利于求解。文献[23]主要研究了具有时间

依赖参数的椭圆型最优控制问题，并提出了一种基于有限差分方法对状态方程进行离散化以及对控制变
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量进行分段近似的数值解法。关于有限差分法的应用与分析可在文献[24]-[27]内查找。有限差分法处理非

规则区域和边界问题时，采用的网格需要更精细划分以适应不规则的边界形状，且边界条件较难处理，

这体现了处理这类问题时的局限性，于是，本课题在研究过程中遇到此类问题时，着重关注有限元方法。

有限元方法[28]将问题的域划分为有限数量的小区域，这些小区域通常是简单的几何形状，在每个小区域

中选择合适的基函数进行近似，有限元方法的灵活性和适应性能有效处理不规则的区域和边界问题。自

适应有限元方法是对传统有限元方法的改进，通过构造后验误差估计器来选择在误差较大的区域调整基

函数的阶数和节点个数以提高该区域的节点密度，从而提高离散的精度，相反的，在误差较小的区域可

通过类似上述的调整以提高计算效率。文献[29]研究了抛物线最优控制问题的自适应混合有限元方法，状

态和伴随状态变量通过最低阶 Raviart-Thomas 混合有限元空间来近似，控制变量通过分段常数元素来近

似，推导了混合有限元解的后验误差估计，这些估计可以用来构建更有效和可靠的自适应混合有限元方

法。文献[30]研究了具有点向约束和积分控制约束的最优控制问题，推导出变分不等式在连续和离散情况

下的显式解，建立了先验误差估计器，并进一步推导出了状态和控制近似的等价后验误差估计器，这些

估计器可用于自适应多网格有限元方案的调整。文献[31]设计了一种新的后验误差估计器，并结合有限元

方法将其应用于一类分布式椭圆最优控制问题。文献[32]-[34]有类似的研究。 

4.3. 优化算法 

对于离散后的系统，已有许多优化算法对其进行求解，例如梯度类算法、牛顿类算法、增广拉格朗

日算法、对偶算法、交替方向乘子法、近似点算法等。文献[35] [36]将梯度类算法运用于最优控制问题。

文献[37]-[39]使用牛顿类算法求解最优控制问题。文献[40] [41]将交替方向乘子法运用于最优控制问题。

这些算法均为求解优化问题的核心数值方法，它们都可视为通过迭代构造逼近最优解的点列，并可从变

分不等式或算子分裂的统一框架下加以理解。梯度类算法(如梯度下降、共轭梯度法)仅利用一阶导数信

息，迭代格式简单、单步计算成本低，适用于大规模光滑问题，但收敛速度通常仅为线性且对条件数敏

感。牛顿类算法(包括拟牛顿法)利用二阶导数或对其近似，通过求解局部二次模型实现迭代，具有超线性

甚至二次收敛速度，但每步需求解线性系统、存储与计算 Hessian 矩阵的成本较高，适用于中小规模或结

构稀疏的高精度问题。增广拉格朗日算法通过将约束以惩罚项和乘子项结合的方式引入目标函数，在迭

代中交替优化原变量与更新乘子，能够处理等式与不等式约束且具有良好的收敛鲁棒性，但需谨慎选择

罚参数。对偶算法将原问题转化为对偶问题求解，利用弱对偶性在凹函数上实现高效优化，特别适合原

变量复杂但对偶变量约束简单的问题。交替方向乘子法(ADMM)融合了对偶分解与增广拉格朗日的思想，

将原问题分解为若干可分离子问题交替求解，在大规模分布式优化、统计学习等领域应用广泛，但对子

问题求解精度与步长参数较为敏感。近似点算法通过引入邻近项构造隐式迭代格式，能够有效处理非光

滑项与包含算子求逆的复杂结构，是求解非光滑、复合优化及变分不等式的有力工具，但其每步常需求

解子问题，计算成本较高。总体而言，这些算法在选择时需根据问题的光滑性、规模、约束结构与精度

要求进行综合权衡。 

4.4. 神经网络方法 

利用神经网络求解最优控制问题的方法已然成为求解新思路。文献[42]针对由 ReLU 神经网络(ReLU 
neural network)作为非线性项的椭圆型最优控制问题，提出了一种基于最优性系统(Optimality System)的神

经网络求解方法(OSNN)。该方法通过神经网络同时逼近状态方程与伴随方程的解，将原问题转化为一个

无约束优化问题，并利用蒙特卡洛采样近似相应的积分项来构造损失函数。理论分析方面，作者给出了

近似解在 L2 范数下的误差估计，该估计明确依赖于神经网络参数(如深度、宽度)、采样点数量以及问题
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的正则性数据。数值实验在线性、带控制约束以及半线性等不同场景下验证了该方法的有效性，并将其

与交替优化神经网络(AONN)和增广拉格朗日法(ALM)进行了对比，结果表明 OSNN 在精度和训练稳定

性方面具有竞争力。 
文献[43]中，作者系统研究了由 ReLU 神经网络(ReLU neural network)作为非线性项的椭圆型最优控

制问题的理论分析与数值算法。该工作首先详细分析了 ReLU 神经网络的数学特性，特别是其作为连续

分段线性函数(Continuous Piecewise Affine functions)的表示能力，并探讨了通过典型平滑化(Canonical 
Smoothing)技术(如使用平滑激活函数近似 ReLU)处理非光滑性时可能引发的理论挑战，例如可能破坏非

线性项的单调性，进而影响状态方程解的唯一性。在理论层面，作者针对这类非光滑 PDE 约束的最优控

制问题，建立了一系列一阶最优性条件。他们从 B-稳定(B-stationarity)条件出发，通过正则化技术推导出

弱稳定(weak stationarity)条件，并在非线性项满足分段连续可微(PC1)的假设下，进一步建立了 C-稳定(C-
stationarity)条件。在附加的约束规格下，他们还将最优性条件强化为强稳定(strong stationarity)条件，并讨

论了不同稳定性概念之间的层次关系。 

5. 最优控制问题的未来展望 

基于当前研究，特别是针对偏微分方程(PDE)约束的最优控制问题，其未来发展将围绕以下几个核心

方向展开，旨在解决现有方法的局限性并拓展其应用边界。 

5.1. 算法与理论基础的深化与创新 

结合第 3、4 节中对现有算法的分析可见，当前处理带有复杂约束(如控制约束、状态约束及非光滑

非线性项)的最优控制问题时，数值算法(如序列二次规划(SQP)、增广拉格朗日法、活动集策略等)在收敛

速度、稳定性以及对初值的敏感性方面仍面临显著挑战。针对上述瓶颈，未来的研究将致力于开发更高

效、更鲁棒的数值算法。例如，为应对现有离散化方法在解变化剧烈区域计算效率低下的问题，发展自

适应离散化方法(如自适应有限元方法)成为重要方向，它能够根据后验误差估计自动加密网格，在保证精

度的同时显著提升计算效率。同时，针对当前算法在处理非光滑结构时收敛速度受限的困境，探索高阶

优化算法(如非光滑牛顿法、半光滑牛顿法)与问题结构(如 PDE 约束的特定性质)的更紧密结合是一大关

键，这有望实现超线性收敛速度。在理论层面，为弥补当前对先进算法收敛性分析的不足，需要为这些

算法建立更强大和更一般的收敛性框架，特别是针对非凸、非光滑的无穷维问题。此外，基于第 3 节中

对不同一阶最优性条件适用范围的讨论，深入研究 B-稳定性、C-稳定性、强稳定性等条件之间的等价关

系以及保证这些关系成立的约束规格，将为数值方法的设计提供更坚实的理论基础。 

5.2. 模型复杂性与应用场景的拓展 

未来的研究工作将显著超越当前相对简化的模型。一个主要方向是将研究拓展至动态系统，即从当

前的稳态椭圆 PDE 约束最优控制问题，拓展到瞬态问题，如抛物型(例如，时间依赖的反应–扩散方程)
和双曲型 PDE 约束的最优控制。这将引入时间变量，带来诸如长时间积分、守恒律等新的数值挑战。此

外，处理多物理场耦合系统(如流体–结构相互作用、热–电–力耦合)的控制问题将成为重点，这要求数

值方法能够有效处理多个相互作用的物理过程及其带来的复杂约束。最终，目标是将这些方法应用于高

维和不确定性量化问题，例如涉及随机 PDE 约束的优化或需要考虑参数不确定性的鲁棒最优控制问题，

这需要将 PDE 约束优化与不确定性量化技术深度融合。 

5.3. 神经网络与机器学习方法的深度融合 

近年来，利用神经网络求解 PDE 约束最优控制问题的方法显示出巨大潜力，如文献[42]提出的基于
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最优性系统的神经网络方法(OSNN)和文献[43]对非光滑 ReLU 网络约束问题的理论分析。未来，这一方

向将进一步深化。关键在于发展高效的“学习–控制”耦合框架，即如何利用在线或离线数据动态校正

PDE 模型中的未知参数或非线性项(通常由神经网络表示)，从而实现自适应的最优控制。另一方面，需要

深入研究学习模型的泛化能力与不确定性量化，确保基于有限数据训练的代理模型在控制策略下的可靠

性和安全性。尽管神经网络方法在处理高维问题上潜力巨大，但其可解释性通常较差，如何平衡其“黑

箱”特性与控制系统对安全性和可靠性的高要求，是一个重要的未来挑战。 
综上，最优控制问题的研究正朝着理论更严谨、算法更高效、应用更广泛的方向发展。其在解决复

杂系统建模、不确定性处理以及与数据驱动方法融合方面的潜力，预示着它将在科学与工程计算领域持

续扮演核心角色。 

6. 小结 

本文系统综述了偏微分方程(PDE)约束的最优控制问题，梳理了其从变分法、极大值原理到现代数值

方法的发展脉络。重点分析了“先离散后优化”与“先优化后离散”两类求解策略，探讨了有限元法、有

限差分法等离散方法的特性，以及梯度法、牛顿法等优化算法的应用。特别关注了带复杂约束的非光滑

问题求解，并评述了神经网络等新兴方法在求解高维问题上的潜力与挑战。最后展望了该领域在算法创

新、多物理场耦合、数据驱动融合等方向的未来发展趋势，彰显了最优控制理论在解决复杂系统优化问

题中的重要价值和广阔前景。 
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