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摘  要 

本文研究一类带有三次非线性项的Lotka-Volterra竞争扩散模型的双稳行波解的波速符号。该模型用于

刻画两类均能释放有毒物质的浮游生物之间的强竞争过程。在一定参数条件下，系统存在连接两个稳定

平衡点的行波解。本文重点分析其波速符号的确定条件。通过构造与时间无关的上解，结合比较原理建

立了波速为负的若干充分条件。结果表明，在特定参数范围内波速恒为负，这意味着竞争结果中某一物

种呈现逆向传播的入侵行为。研究结论为理解种群竞争中的空间传播动态提供了理论依据。 
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Abstract 
This paper investigates the sign of the bistable wave speed for a class of Lotka-Volterra competition-
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diffusion models with cubic nonlinear terms. This model describes the strong competition between 
two types of toxin-producing phytoplankton. Under certain parameter conditions, the system has a 
traveling wave solution connecting two stable equilibrium points. The focus of this paper is on ana-
lyzing the sign of the wave speed. By constructing a time-independent upper solution and combin-
ing the comparison principle, several sufficient conditions for the wave speed to be negative are 
established. The results show that the wave speed is always negative within a specific parameter 
range, indicating that one of the species exhibits an invasive behavior of reverse propagation in the 
competition outcome. The research conclusion provides a theoretical basis for understanding the 
spatial propagation dynamics in population competition. 
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1. 引言 

本文研究如下带有三次方非线性反应项的 Lotka-Volterra 竞争系统： 

( )
( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 ,
, .

1 ,
t xx

t xx

u d u r u a u c v b uv
t R x R

v d v r v c u a v b uv
+ = + − − − ∈ ∈ = + − − −

                     (1) 

在(1)中， ( ),u t x 和 ( ),v t x 分别表示在时刻 t 和位置 x 处两种浮游种群的密度； 1b 是种群 v 对种群 u 施加

的毒性抑制率， 2b 的含义与 1b 类似。参数 ir 为净增长率，1 ia 为环境容纳量； ic 为种间竞争系数， id 为

扩散系数，这里 1, 2i = 。以上所有参数均假设为正实数。通过变换 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2

1 1 2 2 2 2
1 3 2 4

2 1 2 1 1 1 1 2

, , , , , , , ,

, , , , , ,

r d x x r t t a u t x u t x a v t x v t x
c b d r c bk k d r k k
a a a d r a a a

→ → → →

= = = = = =
 

系统(1)可简化为以下系统： 

( )
( )

1 3

2 4

1 ,
, .

1 ,
t xx

t xx

u u u u k v k uv
t R x R

v dv rv k u v k uv
+ = + − − − ∈ ∈ = + − − −

                        (2) 

在生态学研究中，有毒物质对生态群落的影响是环境科学中的重要问题。在污染近似恒定的水生生

态系统中，部分生物能释放有毒物质，这打破了传统种群间的竞争模式，进而影响物种的演替进程。传

统的 Lotka-Volterra 竞争系统多采用线性或双线性假设，难以刻画有毒物质带来的非线性效应。为此，

Maynard Smith [1]和 Chattopadhyay [2]首次提出一类含三次非线性项的反应扩散系统，用以描述两类释放

有毒物质的浮游生物之间的竞争过程。该系统假设两种群在竞争过程中不仅通过对资源和领地的竞争来

抑制对方种群增长，还能进一步通过对对方释放有毒物质来影响竞争过程。同时，文献[2]中表明，有毒

物质对于系统的稳定性具有一定的促进作用。在此基础上，本文主要分析系统(2)双稳行波解的波速符号，

进一步揭示在竞争过程中何种浮游生物将赢得胜利，最终得以生存。 
Lotka-Volterra 竞争系统的双稳行波解，其波速 c 的符号直接刻画了物种在空间中的入侵或撤退行为，
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是理解种群空间动力学的关键。对于经典 Lotka-Volterra 模型 

( )
( )

1

2

1 ,
, .

1 ,
t xx

t xx

u u u u k v
t R x R

v dv rv k u v
+ = + − − ∈ ∈ = + − −

 

波速符号的判定已有较为深入的研究[3]-[9]。特别地，Ma 等人[3]基于比较原理，构造依赖于时间 t
的上下解，给出了判别波速正、负号的若干充分条件。随后，他们进一步在[4]中引入带可调参数的构造

方法，拓展了参数空间中可判定波速符号的区域。最近，Nakamura 与 Ogiwara [9]通过构造与时间 t 无关

的上解，提出了一种新的波速为负的条件，从而在方法和结果上推广了前人的工作。 
值得注意的是，对于反应项形式更为复杂的模型，波速符号的判定条件往往也更为复杂。然而，一

个有趣的反例出现在具有三次非线性项的 Gilpin-Ayala 竞争系统 

( )
( )

2
1

2
2

1 ,
, .

1 ,

t xx

t xx

u u u u k v
t R x R

v dv rv k u v
+

 = + − − ∈ ∈
= + − −

 

Perthame [10]运用能量函数法证明了该模型的波速符号仅由参数组合 2 1k k− 决定。相比之下，对于本

文所关注的系统(1)，由于反应项结构的复杂性，其双稳行波波速的符号判定面临显著挑战。Wang 等人

[11]利用波速唯一性给出了波速为零的充分条件，并沿用依赖于时间 t 的上下解法，建立了若干波速符号

的判定准则。本文旨在进一步发展与时间无关的上下解构造技巧，借鉴[9]中的方法，针对系统(2)建立一

系列波速为负的新条件。对于波速为正的情形，可参照文献[3]的方法，通过逆转波速为负的条件得到相

应结论。 
对于系统(2)，不难验证，若参数 , 1, 2,3, 4ik i = 满足 

1 2

4
2

1 3

4 1 2 3 1 4 1 2 4

1, 1,
1 ,

1 2 1.

k k
k k

k k
k k k k k k k k k

 > >

 ≤ ≤

 + − < < + − −

 

则在不变区域 ( ){ }, 0 1,0 1u v u v= ≤ ≤ ≤ ≤ 内的系统(2)恰有四个平衡点 ( )0 0,0E = ， ( )1 0,1E = ， 

( )2 1,0E = ， ( )* * *,E u v= 。根据文献[11]， 0E 与 *E 不稳定，而边界平衡点 1E 与 2E 是稳定的。此时，连接

两个稳定平衡点 1E 与 2E 的行波解称为双稳行波解。具体地，寻找系统(2)的形如 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , : ,u t x v t x U z V z z x ct= = +                          (3) 

的非负解，其中波速 c R∈ ， ( )2,U V C R∈ 且满足边界条件 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 0,1 , , 1,0 .U V U V−∞ = ∞ =  

将(3)代入系统(2)，得到对应的行波方程 

( )
( )

1 3

2 4

0 1 ,      ,

0 1 ,   .

U cU U U k V k UV z R

dV cV rV k U V k UV z R

 ′′ ′= − + − − − ∈


′′ ′= − + − − − ∈
                       (4) 

系统(4)行波解的存在性在文献[11]中已有讨论。本文主要的研究内容如下：在第二节引入必要的符

号并构造两组与时间无关的上解。第三节给出了保证 0c < 成立的具体参数。 

2. 波速符号的判定 

通过变换 , 1U U V V= = − ，可将系统(4)改写为如下形式的合作系统： 
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( )
( )
, ,     ,

, ,  ,

cU U f U V z R

cV dV rg U V z R

′ ′′= + ∈

′



′′= + ∈




                              (5) 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 3 2 4, : 1 1 1 , , : 1 1 .f U V U U k V k U V g U V V k U V k U V= − − − − − = − − + −  

满足 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 0,0 , , 1,1 .U V U V−∞ = ∞ =  

在区域 ( ){ }: , 0, 1D U V U V= ≥ ≤ 中，容易验证： 

0, 0.f g
V U
∂ ∂

≥ ≥
∂ ∂

 

表明在 D 中比较原理对(5)的上下解成立。接下来，受文献[9]启发，通过借助一类 S 形函数构造系统

(5)的一组上解。为此，对 1p∀ > ，定义
( )( ) ( )6: 0,1

1 2p p p
α = ∈

+ +
。令 ( )1

ph C R∈ ，其定义为 

( )
( )( )11 , 0,

:
, 0.

p
p

p
p

s s s s
h s

s s

α

α

− − − ≥= 
− <

                            (6) 

根据文献[12]和[13]，存在一个严格单调递增的解 ( ) ,p x x Rσ σ= ∈ 满足以下方程： 

( )
( ) ( )

0,
0, 1.

phσ σ
σ σ
′′ + =

 −∞ = ∞ =
                                 (7) 

接下来，将使用σ 函数来构造上解。 
定理 1 对 0a∀ > ，设 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , ,p

p pU x V x ax ax x Rσ σ+ + = ∈ ，其中 pσ 为(7)定义的单调递增解。若

参数 a 与 p 满足下列条件： 

( ) ( )( )( )
( )( )

1 32
1 1 3 1 3

1 2
;

1 4
p p p k k

Q p k k p k k a
p p p

+ + − −
≤ + > + ≥

− +
或 且  

( ) ( )( )( )
( )

12
2 1 2

2 1 1 2
2 1 ;

2 4 1
k p p p

Q p k a
p p p

− − + +
< − ≤

+ +
且  

( ) ( ) ( )( )2 4 2
3

1 2
.

6
r k k r p p

Q a
d d
+ + +

≤ ≤  

则 ( ) ( )( ),U x V x+ + 构成系统(5)的一个上解。 
证明：为证明 ( ) ( )( ),U x V x+ + 是系统(5)的一个上解，定义： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ): , , : , .dI x U x f U x V x J x V x g U x V x
r+ + + + + +′′ ′′= + = +  

现只需证明 ( ) ( )0, 0,I x J x x R≤ ≤ ∈ 。依据(6)和(7)，通过计算可得： 

( ) ( ) ( )1 1 ,p
p phσ σ α σ σ σ σ′′ = − = − − −  

( ) ( )2 2 3 1 2
0

2 2 22 d .
3 1 2

p p
p p ph s s

p p
σ

σ α σ α σ σ σ+ +′ = − = − − +
+ +∫  

令 ( ) ( )0,1ps axσ= ∈ ，将 ( ) ( )( ) ( ), ,pU x V x s s+ + = 代入 ( )I x ，我们可以得到： 
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( )

( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2 2 3 1 2

1 2

2
2 2 1

2 22 2 2 2
1

2 2 21
3 1 2

1 1

2 1 3 1 3
3 1 2

2 2 1 3 16 3
1 2 1 2 1 2

p p p
p p

p p
p

p p p
p p

p p p

U p p s a s s s s
p p

ps a s s s s

p p pa s p p s p s s
p p

p p a p p ap a p as s s s
p p p p p p

α α

α

α α

− + +
+

−

−

−

 ′′ = − ⋅ − − + + + 
 + ⋅ − − − 

 + −
= − ⋅ − + + + 

 + −
= − − + 

+ + + + + +  

              (8) 

以及 

( ) ( ) ( )1 3, 1 1 1 .p p p pf s s s s k s k s s = − − − − −                           (9) 

现在引入以下参数： 

( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )

2
2 2

1 1

2
2 2

3 3

2 2 16 1 , ,
1 2 1 2

3 1 3, 1 , .
1 2

p ppA a k B a k
p p p p

p p pC a D a k E k
p p

+
= − − = − +

+ + + +

−
= − = − − =

+ +

 

容易验证 0A B C D E+ + + + = 。将(8)，(9)代入 ( ) ( ) ( ),pI x U x f s s+′′= + ，化简计算可得 

( ) ( )1 1 .p p p pI x s A Bs Cs Ds Es− += + + + +                          (10) 

令 1 1sτ −= > ，将 E A B C D= − − − − 代入则(10)中可得： 

( ) ( ) ( )2 1
11 .pI x Iτ τ τ− −= −  

其中 

( ) ( )
1

1
1 1 1 .

1 1

p p

I A B C Dτ ττ τ
τ τ

+ − −
= + + + +

− −
                         (11) 

由洛必达法则可知 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )2

1 1 3
1

1 4
lim 1 2 .

1 2
p p p

I p A pB C D a p k k
p pτ

τ
+→

− − +
= + + + + = ⋅ + − −

+ +
 

于是由条件 ( )1Q 可得 

( )1
1

lim 0.I
τ

τ
+→

≤                                     (12) 

由(11)可知，当τ → +∞时， ( )1I τ 的正负性取决于 A 的正负性。由条件 ( )2Q 可得： 

( )
( )( )

( )
( )( )

2 2
2 2

1

2 4 1 12 2 2 1
2 1 2.

1 2 1 2

p p p p p p p
k a p a

p p p p

+ + + − +
≥ + + > +

+ + + +
 

化简可得： 

( )( )
2

1
6 1.

1 2
pk a

p p
≥ +

+ +
                                (13) 

由 A 的定义可知(13)等价于 0A < ，从而有 

( )1lim 0.I
τ

τ
→+∞

<                                     (14) 
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此外，直接计算 ( )1I τ 的导数可得： 

( ) ( ) ( )
( )

1 1

1 2

1 1
.

1

p p p pp A p A p B p B A B C
I

τ τ τ τ
τ

τ

+ −− + + − − + + +
′ =

−
 

接下来考虑辅助函数 

( ) ( ) ( )2
2 1: 1 .I Iτ τ τ′= −  

直接计算可得 ( )2
1

lim 0I C
τ

τ
+→

= ≤ 。由于 0A < 有 

( )2lim 0.I
τ

τ
→+∞

<  

对 ( )2I τ 求导可得： 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 1 1 .pI p p A p Bτ τ τ τ−′ = − + + −    

定义 ( ) ( ): 1 1Y p A p B= + + − ，代入 A，B 的值并化简可得： 

( )
( )( ) ( )

2
2

1

2 4 1
2 1 .

1 2

p p p
Y a k p

p p

+ +
= − − −

+ +
 

由条件 ( )2Q 可得 0Y ≤ ，进一步有 ( )2 0I τ′ ≤ 。因此，对 ( )1,τ∀ ∈ +∞ ，都有 ( )2 0I τ < ，从而 

( ) ( ) ( )2
1 2 1 0I Iτ τ τ′ = − < ，再结合(13)，(14)可得 ( )1 0I τ ≤ ，于是 ( ) ( ) ( )2 1

11 0,pI x I x Rτ τ τ− −= − ≤ ∈ 。 
接下来证明 ( ) 0,J x x R≤ ∈ 。与U ′′和 f 的计算相似，我们可以得到V+′′和 g： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 1
2 41 , , 1 (1 ) .p p p p

pV x a ax a s s s g s s s k s s k s sσ α −
+′′ ′′= = − − = − − + −  

以及 ( ) ( ) ( )11J x s s J s= − ，其中 ( ) ( )2 2 1 1
1 2 41 1p p

p
d dJ s a k a s k s s
r r

α − − = − + − + − 
 

，进一步可得 

( ) ( )2 2
1 2 4 41 .p dJ s s p k a k pk s

r
−   ′ = − − + −    

 

由条件 ( )3Q 可知 ( )1 0J s′ ≤ 以及 ( )1 0 0J ≤ ，进而 ( ) ( )1 1 0 0J s J≤ ≤ ，所以 ( ) 0J x ≤ 。证毕。 
由于定理 1 的条件 ( )2Q 包含了一个条件 0A < ，我们尝试将它分离出来作为一个新的条件 ( )4Q ，并

使用另一个条件 ( )2Q′ 来代替 ( )2Q 。 
定理 2 对于 0a > ，设 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,p

p pU x V x ax axσ σ+ + = 。若 ,a p 满足： 

( ) ( )( )
( )( )

32
2

1 1
,1 2;

3 1 2
k p

Q a p
p p
+ +

′ > < <
− −

 

( ) ( ) ( )( )2 4 2
3

1 2
;

6
r k k r p p

Q a
d d
+ + +

≤ ≤  

( ) ( )( ) ( )2
4 12

1 2
1 .

6
p p

Q a k
p

+ +
< −  

则 ( ) ( )( ),U x V x+ + 构成系统(5)的一个上解。 
证明：符号 ( ) ( ), , , , , , ,s A B C D E I x J x 请参考定理 1。 ( ) 0J x ≤ 的证明与定理 1 相似，此处从略。下面

验证 ( ) 0I x ≤ 。由(10)式可将 ( )I x 表示为 

( ) ( )3 .pI x s I s=  

其中 1 1
3

p p pI A Bs Cs Ds Es− += + + + + ，又由条件 ( )4Q 可得： 
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( )3
0

lim 0,
s

I s
+→

≤                                     (15) 

由定理 1 中的等式 0A B C D E+ + + + = 知： 

( )3
1

lim 0.
s

I s
−→

=                                     (16) 

接下来计算 ( )3I s 的二阶导数： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

1 2 3
3

2
3 2 2 2

3

3 2
3

1 1 1 2

3 1 1 231 1 1 1
2 1

3 1 1 2
1 1

1

p p p

p

p

I s p ps E p ps D p p s C

p p pps p k p s p s p a s a
p p

p p p
s p k p p a

p

− − −

−

−

′′ = + + − + − −

 − − − 
 = + − − + − − −    + +   

− − − 
≥ − − − − + 

 

根据条件 ( )2Q′ 可得：对 ( )0,1s∀ ∈ 都有 ( )3 0I s′′ ≥ 。结合(15)与(16)可知 ( )3 0I s ≤ ，于是 

( ) ( )3 0, .pI x s I s x R= ≤ ∈  

证毕。 
定理 3 如果存在满足定理 1 或定理 2 的常数 1, 0,0 1p a s> > < < 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,p
p pU x V x ax axσ σ+ + = 是(5)的上解，那么传播速度 0c < 。 

证明：此证明与[9]类似，在此省略。 

3. 确定双稳行波传播速度的符号 

在本节中，我们确定双稳行波 ( ) ( )( ),U x ct V x ct+ + 的传播速度 c 的符号。由于模型的复杂性，我们

未能找到如文献[9]中所述的参数函数以直接应用定理 1 和定理 2。然而，通过选取若干特殊参数值，我

们在简化计算的同时，仍获得了令人满意的结果。 
定理 4 如果系统参数满足 

( )( )( )
( )

1 1 1
2

1 1 1

1 1 2 1
42 4 1

k k k
k k k
− + +

≥
+ +

                               (17) 

以及 

( ) ( )( )1 1
2 4

2 1 2
4 ,

3
k kdk k

r
+ +

+ ≤ ≤                             (18) 

则波速满足 0c < 。 

证明：在定理 1 中取 1p k= 与
1
2

a = 。此时条件 ( )1Q 以及条件 ( )2Q 的前半部分成立。将 1p k= 与
1
2

a =

代入 ( )2Q 的后半部分，由不等式(17)可保证其成立；类似地，代入 ( )3Q 后，由(18)可保证其成立。因此定

理 1 的所有条件均被满足，根据定理 3 即得 0c < 。证毕。 
定理 5 如果系统参数满足以下条件：  

( ) ( )3 148 1 4 1
49 9
k kr

d
+ −

< <                                (19) 

以及 

2 4
35 ,
24

k k+ ≤                                      (20) 
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则波速满足 0c < 。 

证明：在定理 2 中取
3
2

p = 与
35
24

ra
d

= 。由不等式(19)左端可得
( )310 135

24 7
kr

d
+

> ，结合 ,a p 的取值

可知条件 ( )2Q′ 成立；由(20)得 ( )2 4 35
24

r k k r
d d
+

≤ ，结合 ,a p 的取值可知条件 ( )3Q 成立；由(19)右端可得

( )1
35 35 1
24 54

r k
d
< − ，结合 ,a p 的取值可知条件 ( )4Q 成立。因此定理 2 的全部条件均成立，根据定理 3 即得

0c < 。证毕。 
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