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摘  要 

为更贴近真实生态机制，本文研究一类同时考虑恐惧效应与捕食者二次死亡率的捕食者–猎物模型。通

过求解平衡方程并结合雅可比矩阵特征值判据，分析边界平衡点与共存平衡点的存在性及局部稳定性。

结果表明：恐惧效应与密度制约型死亡机制可显著改变系统稳态结构，并在一定条件下促进两种群稳定

共存。 
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Abstract 
To better reflect ecological mechanisms, we study a predator-prey model incorporating both fear 
effect and secondary mortality of predators. By solving equilibrium equations and applying eigen-
value criteria of the Jacobian matrix, we investigate the existence and local stability of boundary 
and coexistence equilibria. The results indicate that fear effect and density-dependent mortality 
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can reshape the steady-state structure and may promote stable coexistence under certain condi-
tions. 
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1. 引言 

捕食者–猎物模型[1] [2]是生态学中应用广泛的经典模型，用于刻画捕食者与猎物种群之间的相互

作用机制。该模型反映了捕食者依赖捕食猎物获取能量与营养、从而影响双方数量变化与动态演化的基

本过程。另外，随着反应扩散方程理论的发展，许多学者提出了各种种群生态学机制来更准确地描述捕

食者和猎物之间的关系。特别是恐惧效应，功能反应和死亡率，使物种的动力学行为更加真实。 
近年来，捕食者存在所引发的“非致死性效应”(即恐惧效应)被认为能够通过抑制猎物摄食与繁殖、

改变行为分配等途径，显著重塑捕食者–猎物系统的动力学结构，因而成为理论生态学建模的重要方向

之一。围绕这一主题，已有研究从多种机制层面对恐惧效应进行了拓展与刻画：例如，[3]研究了将恐惧

因子与 Allee 效应耦合，指出在低密度阶段恐惧代价可能放大灭绝风险并改变共存阈值；Panday 等[4]进
一步引入时滞型恐惧响应，讨论行为调整的延迟如何影响系统稳定性与分岔行为；Zhang 等[5]针对含猎

物庇护所的捕食者–猎物模型，分析了恐惧效应对系统动力学行为的调控影响。Barman 等[6]在分数阶

捕食者–猎物框架下同时考虑捕食者诱发的恐惧效应与猎物庇护所，揭示二者对系统演化的综合作用。

Wang 等[7]则将恐惧效应与猎物庇护所等生态过程联立，揭示“庇护–恐惧”机制的竞争/协同会显著改

变平衡态的存在域与稳定域。与此同时，在考虑空间扩散的框架下，Dai 和 Sun [8]、Zhang 等[9]通过

Turing 与 Turing-Hopf 分支分析表明，恐惧水平可作为关键调控参数，诱导或抑制时空斑图与振荡结构。

相关研究亦显示，随恐惧强度增强，系统可能由极限环振荡逐步过渡至稳态，呈现一定的“稳定化”趋

势(Tiwari 等[10])。综合上述恐惧效应的研究，本文参考[11]的恐惧函数： 

 ( ) 1 1, , .
1 1

vf v
v v
η ηαα η η
α α
− +

= + =
+ +

 (1) 

其中，η表示恐惧水平的最小值，α 表示恐惧程度，用以刻画猎物由于捕食者存在而产生的反捕食行为。 
捕食者的摄食率随猎物密度变化的函数在生态学中称为功能反应。它是生态学中的一个关键因素，

它描述了每种捕食者的捕食率如何随猎物大小而变化。[12]提出了三类功能反应，分别为 Holling I 型、

II 型与 III 型。在本文中，本文采用应用较为广泛的 Holling I 型功能反应，其形式如下： uvβ ，这里的

β 表示捕食者对猎物的遭遇–捕获效率， β 越大，说明捕食者搜索更快、捕获更容易。 
同时已有研究指出，死亡率项是刻画种群动力学不可或缺的组成部分。除生态模型中最常见的线性

死亡率之外，为更真实地描述捕食者–猎物系统的演化过程，引入非线性死亡率同样具有重要意义。相

关研究在水质模型的性能比较中发现，采用“二次死亡率”更有利于实现食物网的“闭合”；同时，将

二次死亡率作用于中级捕食者(例如鱼类养殖者所关注的对象)也能够产生较为合理的模型行为与生态学

解释。基于此，二次死亡率被视为捕食者–猎物建模中值得关注的一类关键非线性机制[13]。 
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2. 平衡点分析 

考虑如下捕食者–猎物模型(在生物学意义下仅讨论 0, 0u v≥ ≥ )： 

 

2
0 1

2
2

d 1 ,
d 1
d ,
d

u vr u u u uv
t v
v uv v
t

αη δ γ β
α

θβ δ

+ = − − −


 


+ 

= −


 (2) 

其中 ( )u t 与 ( )v t 分别表示猎物与捕食者种群密度，参数 0r 表示自然出生率、 1δ 表示猎物的自然死亡率，

γ 表示由种内竞争导致的密度制约(衰减)系数，参数η表示恐惧水平的最小值，α 表示恐惧程度，用以

刻画猎物由于捕食者存在而产生的反捕食行为， β 表示捕食者对猎物的遭遇–捕获效率， 2δ 是捕食者

二次死亡率，θ 为由猎物生物量向捕食者生物量转化的效率系数。 
令 

 ( ) ( )2 2
0 1 2

1, , , .
1

vf u v r u u u uv g u v uv v
v

αη δ γ β θβ δ
α

+ = − − − = − + 
 

平衡点 ( ),u v 满足 ( ) ( ), 0, , 0f u v g u v= = 。注意到 

 ( ) 0 1
1, ,
1

vf u v u r u v
v

αη δ γ β
α

 +  = − − −  +  
 (3) 

 ( ) ( )2, .g u v v u vθβ δ= −  (4) 

2.1. 边界平衡点 

• 灭绝平衡点：由 0u = 代入(4)得 ( ) 2
20, 0 0g v v vδ= − = ⇒ = ，故 

 ( )0 0,0 .E =  

• 仅猎物平衡点：由 0v = 代入(3)得 

 ( ) ( )0 1,0 0,f u u r uδ γ= − − =  

因此除 0u = 外，还可得 

 0 1
1 0 1,0 , .rE r

r
δ δ− = > 

 
其存在条件为  

• 仅捕食者平衡点不存在：当 0u = 时，第二式退化为 2
2v vδ= − ，除 0v = 外无正解，因此不存在形

如 ( )0,v ( 0v > )的边界平衡点。 

2.2. 正平衡点 

当 0, 0u v> > 时，由(4)必有 

 2
2

0 , : 0.u v v ku k θβθβ δ
δ

− = ⇒ = = >  (5) 

将(5)代入(3)中括号项为零的条件，可得 

 ( )
( ) ( )0 1

1
0.

1
ku

r k u
ku

αη
δ γ β

α
 +

− − + =  + 
 (6) 

记 
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2

0
2 2

: , : ,k c k rαθβ θβκ α γ β
δ δ

= = = + = +  

则(6)等价于关于 u 的二次方程 

 ( ) ( ) ( )2
0 0 0 1 1 0 0.c u c r u rκ κ η δ δ + − − + − =   (7) 

其判别式为 

 ( ) ( )( )2
0 0 1 0 1 0Δ 4 .c r c rκ η δ κ δ = − − − −   (8) 

若(7)存在正根，则正平衡点 ( )* * *,E u v= 给出为 

 
( )0 0 1

* * * *
0 2

Δ
, .

2
c r

u v ku u
c

κ η δ θβ
κ δ

 − − − + = = =  (9) 

若 0 1r δ> ，则(7)的常数项 ( )1 0 0rδ − < 且 0 0c κ > ，从而该二次方程必存在且仅存在一个正根，故共存

平衡点 *E 唯一存在，并由(9)给出。 

3. 平衡点的局部稳定性 

考虑系统 

 

2
0 1

2
2

d 1 ,
d 1
d ,
d

u vr u u ru uv
t v
v uv v
t

αη δ β
α

θβ δ

+ = − − − + 

= −







 (10) 

并定义 

 ( ) ( ) ( )
( )2

11: , .
1 1

vv v
v v

α ηαηφ φ
α α

−+ ′= =
+ +

 

记右端为 ( ),f u v 与 ( ),g u v ，则雅可比矩阵为 

 ( ) ( ) ( )( )0 1 0

2

2
, .

2

f f
r v u v u r vu vJ u v

g g v u v
u v

φ δ γ β φ β

θβ θβ δ

∂ ∂ 
   ′− − − −∂ ∂= =    ∂ ∂ −    
∂ ∂ 

 (11) 

3.1. 边界平衡点 ( )E =0 0,0 的稳定性 

由(11)得 

 ( ) 0 1
0 1 0 1 2

0
, , 0.

0 0
r

J E r
δ

λ δ λ
− 

= = − = 
 

 

因此 0E 为非双曲平衡点。进一步注意到在第一象限内， 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2, .u u r u v v v u vδ θβ δ= − + + = −      

• 若 0 1r δ> ，则沿 0v = 轴有 ( ) 2
0 1 0u r u uδ γ= − − >  (对足够小的 0u > )，故 0E 不稳定。 

• 若 0 1r δ< ，则存在 0E 的一个邻域使得 0u <  (对 0u > )，从而 ( ) 0u t → ；并且当 ( )u t 足够小时，

22

2
v vδ
≤ −  (对 v不太小或 u 足够小均成立)，于是 ( ) 0v t → 。因此 0E 在第一象限内局部渐近稳定。 
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• 临界情形 0 1r δ= 需依赖高阶项判别，本文不再展开。 

3.2. 边界平衡点
 
 
 

rE −
= 0 1

1 ,0δ
γ

的稳定性 

当 0 1r δ> 时，平衡点 

 ( ) 0 1
1 1 1,0 , : rE u u δ

γ
−

= =  

存在。由(11) (取 0v = ， ( )0 1φ = ， ( ) ( )0 1φ α η′ = − )得 

 ( ) ( ) ( )( )0 1 1 0
1

1

1
.

0

r u r
J E

u

δ α η β

θβ

 − − − −
=   
 

 

其特征值为 

 ( )1 0 1 2 10, 0.r uλ δ λ θβ= − − < = >  

因此 1E 始终为鞍点(局部不稳定)。 

3.3. 正平衡点 ( )E u v∗ ∗ ∗= , 的稳定性 

设正平衡点存在( * *0, 0u v> > )。由平衡条件 

 ( ) ( )* * * * 2 *0 ,g u v v u vθβ δ= = −  

可得 

 * *
2

, : 0.v ku k θβ
δ

= = >  (12) 

同时由 ( )* *, 0f u v = 得 

 ( )0 * 1 * * 0.r v u vφ δ γ β− − − =  (13) 

将(12)~(13)代入(11)可化简得到 

 ( )
( )

( )
0

* * 2
* *

* *

1
.1

r
u u

J E v

v u

α η
γ β

α

θβ θβ

  −
 − − 

 =  +   − 

 

因此 

 ( ) ( )* *tr 0,J E uγ θβ= − + <  (14) 

并且行列式为 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

02
* * * * 2

*

2
02

* 2
2 2 *

1
det

1

1
.

1

r
J E u u v

v

r
u

v

α η
γθβ θβ β

α

α ηθβ θβθβ γ
δ δ α

 −
= − − 

 + 
 −

= + − ⋅ 
+  

 (15) 

由二维自治系统的 Routh-Hurwitz 判据，结合(14)可知： 
• 若 ( )*det 0J E > ，则 *E 为局部渐近稳定(稳定结点或稳定焦点)； 
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• 若 ( )*det 0J E < ，则 *E 为鞍点(不稳定)。 

当 1η ≤ 时，有 ( ) 0vφ′ ≤ ，从而
( )

( )
0

2
*

1
0

1
r

v
α η

α

−
≤

+
，由(15)立即推出 ( )*det 0J E > ，因此 1η ≤ 时正平衡点

*E 必为局部渐近稳定。在 ( )*det 0J E > 的前提下， 

 ( )( ) ( )2
* * *: tr 4detJ E J E∆ = −  (16) 

满足：若 *Δ 0> 则 *E 为稳定结点；若 *Δ 0< 则为稳定焦点。 

4. 结论 

本文围绕含恐惧效应与二次死亡率的捕食者–猎物模型，开展了平衡点及其局部稳定性分析，主要

结论如下： 
1) 平衡点结构清晰。系统在非负象限内总存在灭绝平衡点 ( )0 0,0E = ；当 0 1r δ> 时存在仅猎物平衡

点 0 1
1 ,0rE δ

γ
− 

=  
 

。另外，共存平衡点 ( )* * *,E u v= 满足比例关系 * *
2

v uθβ
δ

= ，其中 *u 由代入恐惧函数后

得到的二次方程确定，从而可给出 *E 的显式表达。 

2) 边界平衡点的稳定性揭示“入侵机制”。当 0 1r δ< 时，猎物自身增长不足以抵消自然死亡， 0E 在

第一象限内局部渐近稳定；当 0 1r δ> 时， 0E 不稳定。对于 1E ，其一特征值为 ( )0 1 0r δ− − < ，另一特征值

为 1 0uθβ > ，因此 1E 始终为鞍点，表明在仅猎物状态附近捕食者具有正增长方向，可实现入侵并破坏该

边界稳态。 
3) 共存平衡点的稳定性由“恐惧强度–密度制约”共同决定。对 *E ，雅可比矩阵的迹恒为负

( ( ) ( )* *tr 0J E uγ θβ= − + < )，因而其局部稳定性取决于行列式符号： ( )*det 0J E > 时为局部渐近稳定，

( )*det 0J E < 时为鞍点。特别地，在更符合生态学解释的情形 1η ≤  (恐惧效应对猎物有效增长率具有抑

制或不增强作用)下，可推出 ( )*det 0J E > ，从而 *E 为局部渐近稳定，体现恐惧效应与捕食者二次死亡

率对系统稳定共存的促进作用。 
4) 研究展望。本文主要给出常微分系统层面的局部动力学结论；后续可进一步开展全局动力学(吸

引域、持久性)、参数分岔(Hopf/鞍结等)以及引入扩散后的时空斑图与 Turing/Turing-Hopf 分支分析，以

获得更完整的生态学解释。 
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