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摘  要 

本文首先提出了修正相场晶体(MPFC)模型的一个有效的松弛指数标量辅助变量方法(R-ESAV)。该方法

通过引入松弛机制，使离散能量更接近原始自由能，同时保持线性化与无条件能量稳定性的优势。本文

构造了一阶向后欧拉格式，严格证明了其无条件能量稳定性，并给出了一阶误差估计的理论分析。数值

算例验证了方法的准确性与有效性。 
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Abstract 
This paper first proposes an efficient relaxed exponential scalar auxiliary variable (R-ESAV) method 
for the modified phase field crystal (MPFC) model. By introducing a relaxation mechanism, the pro-
posed method enables the discrete energy to more closely approximate the original free energy, 
while preserving the advantages of linearization and unconditional energy stability. A first-order 
backward Euler scheme is constructed, and its unconditional energy stability is rigorously proved. 
Furthermore, a theoretical analysis of the first-order error estimate is provided. Numerical examples 
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validate the accuracy and effectiveness of the proposed method. 
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1. 引言 

MPFC 模型是一个可以描述多种晶体现象的六阶演化非线性偏微分方程组。相场晶体(PFC)模型作为

一种介观材料模拟方法，有效地模拟了晶体材料中微观结构的演化，如晶体生长、相变和缺陷动力学，

在材料科学、物理化学等领域显示出巨大的潜力。然而，传统的预测控制模型面临着计算效率低、稳定

性差等挑战，这极大地限制了其在实际问题中的应用。Elder 和 Grant 在[1] [2]中首次提出了相场晶体(PFC)
模型在模拟扩散时间尺度上原子尺度晶体生长的相互作用和动力学。然而，该模型的主要缺点是它没有

区分弹性松弛和扩散时间尺度[1]。为了解决这一问题，作者在[3] [4]中将 PFC 模型扩展为改进的 PFC 
(MPFC)模型，该模型模拟了大长度尺度上弹性应变的快速松弛。当长度尺度为系统大小的数量级时，通

过引入弹性相互作用，可以合理地观察到 MPFC 模型的弹性松弛和扩散时间尺度的分离[5]。此外，改进

的模型能够模拟各种晶体现象，如纳米晶体材料中的边缘位错、形变和塑性[4]，面心立方有序化[6]和外

延生长[7]。 
总的来说，我们考虑以下 MPFC 模型： 

   ( )23Δ 1 Δ , ,tt t M Qφ βφ φ φ φ+ = − + Ω 
 + ×在                       (1.1) 

具有周期边界条件和以下初始条件： 

( ) ( ) ( ) ( )0 00, , 0, , .tx x x x xφ φ φ ψ= = ∈Ω  

未知函数φ 是原子密度场。 M 是迁移率常数， 0> 是控制漫反射界面厚度的正常数。 0β > 是一个松弛

参数。 ( ]0,Q T= ，其中 0T > 。Ω是 d  ( 1, 2,3d = )的域。 
在数学上，六阶非线性阻尼波 MPFC 方程引入了波动算子，与经典的 PFC 模型相比，结构更加复

杂。这种固有的复杂性使时间推进方案的开发复杂化，特别是由于在保持数值稳定性方面的挑战[4]。尽

管有这些困难，MPFC 模型的能量稳定数值研究已经得到了积极的探索，包括凸分裂方法[5] [8] [9]，不

变能量二次化(IEQ)方法[10]-[12]，指数时差(ETD)方法[13]，以及标量辅助变量(SAV)方法[14]-[18]。最近，

SAV 方法及其众多变体在构造梯度流的无条件能量稳定格式方面引起了极大的关注。 
然而，传统 SAV 方法保留的是依赖于辅助变量的“修正能量”，而非原始自由能。为此，文献[19]

提出了松弛技术，随后 Zhang 和 Shen [20]发展了松弛 GSAV (R-GSAV)方法，使修正能量更接近原始自

由能。MPFC 模型是模拟晶体材料微观结构演化的重要工具，但其高阶、非线性的特性给数值求解带来

了巨大挑战。开发保持能量稳定性的高效数值格式是该领域的一个核心问题。本研究首次将指数 SAV (E-
SAV)方法与松弛技术相结合，并应用于求解复杂的六阶 MPFC 模型，具有明确的理论意义和应用价值。

最近，Liu 和 Li [21]提出了求解一般耗散系统的指数半隐式 SAV 方法以及 Liu 等人在[22]提出了 MPFC
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模型的线性、耗能和接近原始能量的耗散自由能的带松弛技术的 GSAV 型格式(R-GSAV)。据我们所知，

本文是首次将松弛技术与指数 SAV 方法相结合求解 MPFC 模型的工作。 
考虑以下 Swift-Hohenberg 型自由能泛函： 

   ( ) ( )2 24 21 1 1 Δ d .
4 2 2

E φ φ φ φ φ
Ω

− = + − ∇ + 
 ∫ x                       (1.2) 

取 ( )E φ 的变分导数，PFC 模型的动力学模型导出为： 

( )23Δ Δ 1 Δ .t
EM Mδφ φ φ φ

δφ
   = = − + +    

  

通过引入化学势 µ，它被定义为 

( )23 1 Δ ,Eδµ φ φ φ
δφ

= = − + +                              (1.3) 

MPFC 模型(1.1)可以被重写如下： 

, in .tt t M Qφ βφ µ+ = ∆ ×Ω                               (1.4) 

由于包括了二阶时间导数项 ttφ ，模型的动力学偏离了由自由能梯度控制的严格的梯度流动结构。然

而，我们可以通过在初始能量 ( )E φ 中加入动能项来构造修正能量。因此，MPFC 模型被称为伪梯度流，

保持了能量耗散特性[10]。 
首先，由于 ttφ 项的存在，上述公式(1.4)并不完全满足质量守恒定律。根据[10]，当初始条件满足 

( ),0 d 0tφΩ =∫ x x 时，质量守恒性质成立。在(1.4)的上积分  µ 的周期边值条件，得到以下方程： 

( ) ( )d , d , d d 0,
d t tt t M s
t

φ β φ µ
Ω Ω ∂Ω

+ = ∇ ⋅ =∫ ∫ ∫x x x x n                     (1.5) 

其中n是边界 ∂上的向外法线单位。(1.5)表示 

( ) ( ), d e ,0 d 0,t
t tt βφ φ−

Ω Ω
= =∫ ∫x x x x  

接着我们得到 

( ) ( ), d , d 0.t ttx t x x t xφ φ
Ω Ω

= =∫ ∫                              (1.6) 

在推导 MPFC 模型的能量耗散定律之前，我们首先需要定义逆拉普拉斯算子 ( ) 1Δ −− 和 1
perH − 内积。设

( ) ( ) ( ){ }2 2
0 | ,1 0u L v L v∈ Ω = ∈ Ω = 。将 ( ) ( )2 2

0u perg H L∈ Ω ∩ Ω 定义为以下周期边值问题的唯一解： 

      .ug u−∆ = Ω在  

基于以上，我们定义 ( ) 1 : Δug u−= − 。对于任意 ( )2
0,u v L∈ Ω ， 1

perH − 的内积和范数可以被定义如下： 

( ) ( ) ( )1 11, , , , .u vu v g g u u u
− −−
= ∇ ∇ =  

要获得以下等式并不难： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1
1 1, , , , .u v u v u v v u− −

− −
= −∆ = −∆ =  

为了展示能量耗散定律，我们引入一个变量 tψ φ= ，对于(1.6)，我们得到 ( )2
0Lψ ∈ Ω 和 ( )2

0t Lψ ∈ Ω 。

利用(1.4)和(1.3)中的算子 1Δ− ，我们可以获得 

   ( )21 1 31 Δ Δ 1 Δ .tM M
βψ ψ φ φ φ− −+ = + + −                          (1.7) 
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然后，取(1.7)与 tψ φ= 的 2L 内积，我们可以得到以下能量耗散规律： 

   ( ) 2

1

d , 0ˆ ,
d

E
t M

βφ ψ ψ
−

= − ≤                               (1.8) 

其中伪能量 ( )ˆ ,E φ ψ 通过将动能项合并到总能量 ( ) E φ 中定义如下： 

   ( ) ( ) ( )2 2 224 2
1 1

1 1 1 1 1, Δ d .
4 2 2

ˆ
2 2

E x E
M M

φ ψ φ φ φ φ ψ φ ψ
− −Ω

− = + − ∇ + + = + 
 ∫

         (1.9) 

本文旨在研究一种基于带松弛技术的指数半隐式标量辅助变量法的 MPFC 模型的有效求解方法。受

文献[21] [22]中介绍的指数半隐式标量辅助变量(ESI-SAV)方法和带松弛技术的广义标量辅助变量(R-
GSAV)方法的部分启发，我们基于 R-ESAV 方法提出了一阶的无条件能量稳定的线性格式，并给出了一

阶格式的严格误差估计。我们采用一阶后向欧拉格式进行时间离散，证明了能量的无条件能量耗散律。

最后通过数值实验验证了算法的无条件能量稳定性和收敛性。 
本文的其余部分组织如下。在第二节中，我们使用松弛技术来构造一阶格式，一阶格式基于后向欧

拉法。在第三节中，我们对一阶格式的能量稳定性进行分析。在第四节中，我们给出了一阶数值格式的

严格误差估计。最后，在第五节中，我们提供了一些数值模拟，以验证我们所提出的方法的准确性和效

率。 

2. 松弛的指数 SAV 方法 

在本节中，我们将考虑 MPFC 模型的松弛指数 SAV 方法(R-ESAV)。 
首先，我们对于 MPFC 模型先介绍一个指数标量辅助变量(E-SAV)方法，指数函数是一种使区间保

持为正的特殊函数，为此引入指数标量辅助变量(E-SAV)： 

   ( ) ( ) ( )1
d

exp exp
FE

r t
C C

φφ Ω
  
 = =      

∫ x
                          (2.1) 

其中C 是一个用来调整指数函数的一般常数，式中 E 是以等式(1.9)获得的伪自由能。经典的 SAV 方法引

入一个标量辅助变量，并将总能量的非线性项平方化，只需要 ( ) ( )1 dE Fφ φ
Ω

= ∫ x ，而不需要 ( )F φ ，从下

有界。很显然对任意 t ， ( ) 0r t > 。然后可以将非线性泛函 ( )F φ′ 变换为以下等价公式： 

   ( ) ( )
( )

( )
1exp

r rF F F
r E

C

φ φ φ
φ

′ ′ ′= =
 
 
 

 

其中， ( ) ( ) 3F fφ φ φ φ′ = = − 。因此，(1.4)可以被重构为以下等价系统： 

   

( )
( ) ( )

1
1 1

1
21 1

1
1

1
1

1 1 1 1 21

1

,

1 ,

exp

,

, .

n n
n n

n
n n n

n

n n
n

n n n n n n
n n

M
t

r F
E

C

t
r r r rF

t C t CM

ψ ψ βψ µ

µ φ φ
φ

φ φψ

φ φ βφ ψ

+
+ +

+
+ +

+

+
+

+ + + +
+

−

 −
+ = ∆ ∆


′= + ∆ +        


− = ∆

 − − ′= = −  ∆ ∆ 
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注意到 ( ) ( ) ( )1 1ln ln exp
E E

r
C C
φ φ  

= =     
，因此，修正自由能可以重写如下： 

( ) ( ) 22
1

1 1, , 1 n
2

ˆ d l
2

E r x C r
M

φ ψ φ φ ψ
−Ω

 = + ∆ + + 
 ∫  

接下来，我们将提出一些基于 R-SAV 系统的数值格式，它们是线性的无条件能量稳定格式。更重要

的，我们可以很容易地构造出具有无条件能量稳定性的一阶、二阶的数值格式。现在我们考虑以下基于

R-ESAV 方法的一阶向后欧拉格式。我们引入一个标量辅助变量 ( ) ( )1exp
E

r t
C
φ 

=  
 

。此外，我们定义

( )
( )1exp

r t
E

C

ξ
φ

=
 
 
 

，其中C 为一个大于 0 的任意常数，并且函数 ( ) ( )1 2U ξ ξ ξ= − ，接着我们通过以下两步

计算 1nφ + ， 1nψ + 和 1nr + ： 

Step 1：通过以下一阶半隐式格式计算 1nφ + ， 1nψ + 和 1nr + ： 

   

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1
1 1 1

21 1 1
1

1
1

1

1 1
11

1 1 21

1

,

1 ,

,

exp

,

.

n n n
n n

n n n n

n
n

n

n n n
n

n n n
n

U
M

t
U F

r
E

C

U

t
r r r

t CM

ψ ξ ψ
βψ µ

µ φ ξ φ

ξ
φ

φ ξ φ
ψ

β ψ

+ +
+ +

+ + +

+
+

+

+ +
+

+ +
+

−

 −
 + = ∆

∆
 ′= + ∆ +

 =
  
  

   
 −
 =
 ∆
 − = −
 ∆



 

                         (2.2) 

其中第三个方程中的 1nφ + 和第五个方程中的 1nψ + 可以通过如下得到： 

   ( )
1

1 1 1 1
1 ,

Δ

n n
n n n nU

t
φ φψ ξ ψ ψ

+
+ + + + −
= =                           (2.3) 

Step 2：通过松弛步骤处理更新 1nr + 为 

   ( ) ( )1
11 1 1 1 1

0 0 01 exp , .
n

n n n n n
E

r r
C

φ
λ λ λ

+
+ + + + +

 
 = + − ∈
 
 

                      (2.4) 

这里 是一个定义如下的集合 

   [ ]
1 1 12 21 1 1

1 1
| 0,1 s.t. ,

Δ

n n n
n n nr r r

t CM
βλ λ γ ψ ψ

+ + +
+ + +

− −

 −
= ∈ ≤ + 
 

 

                (2.5) 

这里 [ ]0,1∈ 是可以手动分配的人工参数。其中 1 0nγ + ≥ 使集合 是一个非空集合。 
我们解释如何选择 1

0
nλ + 和 1nγ + 。结合方程(2.3)和(2.4)，我们可以获得满足以下条件的 1

0
nλ + ： 

   
( ) ( )1 1 12 21 11 1 1 1 1 1

0 1 1
exp exp Δ Δ .

n n n
n n n n n n

E E rr r t t
C C CM

φ φ βλ γ ψ ψ
+ + +

+ + + + + +

− −

    
    − ≤ − − +
    

    



        (2.6) 

下面注释详细总结了 1
0
nλ + 和 1nγ + 的选择。 
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注 1. 松弛参数 1
0
nλ + 和 1nγ + 的最佳选择如下： 

(1) 如果
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 =
 
 

 ，式子(2.6)可以简化为 

   
12 21 1 1

1 1
0 Δ Δ

n
n n nrt t

CM
βγ ψ ψ

+
+ + +

− −
≤ − +

                           (2.7) 

我们可以令 1
0 0nλ + = 和

1
1

n
n r

CM
βγ

+
+ =



使得式子(2.6)成立。 

(2) 如果
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 >
 
 

 式子(2.6)左边满足如下 

   
( )1

11 1
0 exp 0

n
n n

E
r

C

φ
λ

+
+ +
  
  − >
  

  
                             (2.8) 

我们可以令 1
0 0nλ + = ，并且式子(2.6)可以简化为 

   
( )1 12 211 1 1 1

1 1
0 exp Δ Δ .

n n
n n n n

E rr t t
C CM

φ βγ ψ ψ
+ +

+ + + +

− −

 
 ≤ − − +
 
 



                 (2.9) 

令 

   

( )1
11

1
1

21

1

exp

,
Δ

n
n

n
n

n

E
r

C r
CMt

φ

βγ
φ

+
+

+
+

+

−

 
 −
 
 = +



                          (2.10) 

使得(2.6)成立。 

(3) 如果
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 <
 
 

 ，并且
( )1 1 211 1

1
exp Δ 0

n n
n n

E rr t
C CM

φ β φ
+ +

+ +

−

 
 − + ≥
 
 



 ，我们令 1
0 0nλ + = 并且

1nγ + 与式子(2.10)一样。 

(4) 如果
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 <
 
 

 且
( )1 1 211 1

1
exp Δ 0

n n
n n

E rr t
C CM

φ β φ
+ +

+ +

−

 
 − + <
 
 



 ，我们不能令 1
0 0nλ + = 因为

式子(2.6)的右边小于 0 且式子(2.6)不成立。所以我们可以令 1 0nγ + = ，并且 

( )

21 1
1 1

0 1
1 1

Δ
1

exp

n n
n

n
n

tr

E
CM r

C

β φ
λ

φ

+ +

+ −

+
+

 
= −

 


 
 −







 





。 

因此，在所有情况下，式子(2.6)都满足， 1
0
nλ + ∈。 

注 2. 在上述松弛型数值格式(2.4)中，参数 1
0
nλ + 的选取并非唯一。如注 1 所述，在保证离散能量耗散

律的前提下，存在多种满足条件的合法选择。具体而言，当条件 1~3 成立时，取 1
0
nλ + 意味着松弛步骤将 

修正后的辅助变量 1nr + 直接对齐至由当前数值解 1nφ + 所定义的指数项
( )1

1exp
nE

C

φ + 
 
 
 

。此时，离散水平上 

的修正能量与原始能量完全一致，有利于提高长时间积分过程中能量演化的保真度。反之，在条件 4 下，
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1
0
nλ + 取一个介于 0 与 1 之间的正值，此时修正能量与原始能量之间存在可控的偏差，但在某些具有较强刚

性或剧烈初始条件的情形下，此类选择可增强数值稳定性，避免因辅助变量过度偏离而引发的数值振荡。 
一般而言， 1

0
nλ + 越接近 0，数值解越倾向于保持原始能量结构的准确性；越接近 1，则更多地保留松

弛前辅助变量 1nr +
 的信息。在实际计算中，优先采用 1

0 0nλ + = 的选取策略通常能够获得良好的精度与能量

守恒特性。本文后续数值算例均采用注 1 中所给出的参数选取方式，未观察到不同合法选择对最终物理

形态产生显著差异，这也从侧面验证了所提松弛框架的鲁棒性。 
注 3. 实施上述方案(2.2)的详细过程见[22]。现在我们需要简要概述一阶格式(2.2)~(2.4)中步骤 1 和

步骤 2 的实现过程。 

首先，我们给出初始条件 0 0
0 0,φ φ ψ ψ= = 和

( )1 00 exp
E

r
C
φ 

=   
 

，将(2.3)插入(2.2)的前两个方程中，我

们可以使用已知的 nφ 和 nψ 导出下列线性方程来显式求解 1nψ + ： 

( ) ( )21 1 ,n n n nA M t M t Fψ ψ φ φ+ ′= + ∆ ∆ + ∆ + ∆ ∆                       (2.11) 

其中 ( ) ( )221 1A t I M tβ= + ∆ − ∆ ∆ + ∆ ，因为 1nψ + 已知，我们可以从(2.3)中的第二个方程中得到 

( )1 1

21

1
,n n

n g g
ψ ψ

ψ + +
+

−
= ∇ ∇ 和 1 1Δn n ntφ φ ψ+ += + 。 

从(2.2)中的第三个方程和第五个方程我们可以得到如下 1nξ + ： 

   
( ) ( )1 1

1
1

1exp Δ ,n n

n
n

n

CMr
E

CM t g g
C ψ ψ

ξ
φ

β + +

+

+
=

 
   + ∇ ∇   

 

                   (2.12) 

由于 1nξ + 已知，我们有
( )1

11 1 exp
n

n n
E

r
C

φ
ξ

+
+ +

 
 =
 
 

 。接着通过 1nψ + 和 ( )1
1

nU ξ + 可以更新 1nψ + 和 1nφ + 如

下所示： 

( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 1, Δ .n n n n n n nU t Uψ ξ ψ φ ψ ξ φ+ + + + + += = +                    (2.13) 

接下来，我们将 ( )1nE φ + 与 1nr +
 进行比较，为通过注 1 中的参数 1

0
nλ + 和 1nγ + 选择不同的值。最后，如(2.5)

所述，我们可以得到 ( ) ( )1
1 11 1 1

0 01 exp
n

n
n n n

E
r r

C

φ
λ λ

+
+

+ + +
 
 = + −
 
 

 。 

综上所述，一阶 R-ESAV 格式(2.2)~(2.4)可以在初始条件下以如下方式实现： 
• 利用(2.11)计算 1nψ + ； 
• 计算

21

1

nψ +

−
和 1 1Δn n ntφ φ ψ+ += + 通过已知的 1nψ + ； 

• 利用(2.12)计算 1nξ + ，接着相应地更新
( )1

11 1 exp
n

n n
E

r
C

φ
ξ

+
+ +

 
 =
 
 

 ； 

• 利用(2.13)更新 1nψ + 和 1nφ + ； 

• 根据注 1 更新 ( ) ( )1
1 11 1 1

0 01 exp
n

n
n n n

E
r r

C

φ
λ λ

+
+

+ + +
 
 = + −
 
 

 并转到下一个时间步长。 

3. 能量稳定性的分析 

在这一部分，我们将对带松弛技术的指数 SAV (R-ESAV)方法的一阶向后欧拉格式进行能量稳定性
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的分析。 
关于能量稳定性的证明，我们有如下结果。 
定理 1. 给定 0nr ≥ ，我们有 1 10, 0n nr ξ+ +≥ ≥ 。此外，上述选择 1

0
nλ + 和 1nγ + 的一阶 R-ESAV 格式

(2.3)~(2.5)在以下意义下是无条件能量稳定的。 

   
21 1 1

1
Δ 0n n n nr r tγ ψ+ + +

−
− ≤ ≤                               (3.1) 

并且我们可以得到以下能量耗散定律在大多数情况下(注 1 中的条件 1，2，3)： 

( ) ( )1ˆ ˆ ,n nE Eφ φ+ ≤  

在
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 ≥
 
 

 或
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 <
 
 

 且满足
( )1 1 211 1

1
exp Δ 0

n n
n n

E rr t
C CM

φ β φ
+ +

+ +

−

 
 − + ≥
 
 



 的条件

下。这里 ( )1nE φ + 代表原始能量泛函。如果
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 <
 
 

 且 

( )1 1 211 1

1
exp Δ 0

n n
n n

E rr t
C CM

φ β φ
+ +

+ +

−

 
 − + <
 
 



 ，则有
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 ≤
 
 

。 

证明。给定   0nr ≥ 。因为
21

1
0nψ +

−
> ，从(2.2)中的第五个方程可得： 

1

21

1

0.
Δ1

n
n

n

rr
t

CM
β ψ

+

+

−

= ≥
+

  

接着从(2.2)中的第三个方程可得 1 0nξ + ≥ ，并且从(2.4)中可得 1 0nr + ≥ 。结合(2.2)中的第五个方程和(2.5)，
我们可以获得(3.1)。由此，我们也有 ( ) ( )1ln lnn nC r C r+ ≤ 。 

对于条件 1~3 我们有 1
0 0nλ + = ，这意味着

( )1
1 exp

n
n

E
r

C

φ +
+

 
 =
 
 

。对于条件 4，因为 

( )
[ ]

21 1
1 1

0 1
1 1

Δ
1 0,1

exp

n n
n

n
n

tr

E
CM r

C

β φ
λ

φ

+ +

+ −

+
+

= − ∈
 
 −
 


 
 





 





 

并且
( )1

11 exp
n

n
E

r
C

φ +
+

 
 <
 
 

 ，我们可以从(2.4)中导出 

   
( )1

11 exp 0.
n

n
E

r n
C

φ +
+

 
 ≤ ∀ ≥
 
 

                             (3.2) 

并且由于(3.1)和(3.2)，我们可以在条件 1
0 0nλ + = 下获得如下能量耗散定律： 

( ) ( ) ( )

( )

( )

2 21 1 1 1

1

2 2

1

1 11 ln
2 2
1 11

2

ˆ

n

ˆ

l
2

n n n n

n n n

n

E C r
M

C r
M

E

φ φ ψ

φ ψ

φ

+ + + +

−

−

≤ + ∆ + +

≤ + ∆ − −

=


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因此，在其他相同的情况下，大多数情况下，原始能量被证明是耗散的。 

4. 误差分析 

在这一部分，我们将提出一阶 R-ESAV 格式的严格误差分析。我们将对一阶格式(2.2)~(2.5)的进行误

差分析。 
首先，我们给出了 MPFC 系统(2.2)的截断形式如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1Δ ,

Δ
n n n

n n

t t
t M t G

t ψ

ψ ψ
βψ µ+ +

+ +

−
+ = +                       (4.1) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )2 1 1
1 1

1

1 Δ ,

exp

n n
n n n

n

r t
t t f t G

E t
C

µµ φ φ
φ
+ +

+ += + + +
 
  
 



                 (4.2) 

( ) ( ) ( )1 1
1 ,

Δ
n n n

n

t t
t G

t φ

φ φ
ψ + +

+

−
= +                              (4.3) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1 1, Δ ,n n

n n n n n r

r t
r t r t f t t t tG

C
φ φ φ+ +

+ +− = − +




                  (4.4) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 11 1 1
1 0 1 01 exp ,nn n n

n n r

E t
r t r t G

C
φ

λ λ ++ + +
+ +

 
 = + − +
 
 

                   (4.5) 

其中根据泰勒展开有 

( ) ( ) ( )11
1 ,

Δ
n nn

t n

t t
G t

tψ

ψ ψ
ψ++

+

−
= −  

( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

11
1

1 1 1

,

exp exp

n nn
n

n n

f t f t
G r t

E t E t
C C

µ

φ φ

φ φ
++

+
+

 
 
 

= − 
    
            

  

( ) ( ) ( )11
1 ,

Δ
n nn

t n

t t
G t

tφ

φ φ
φ ++

+

−
= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1

1 11
1

1 1

1 , d
Δ Δ

, , d ,

n

n

n

n

tn n nn
r n ttt

tn n n
t nt

r t r t r tr s
G r t f s s s

t t C C

r t t t
f s s f t s

C t t

φ φ

φ φ
φ φ φ

+

+

+ ++
+

+ +

 −
= − − −  

 
  −

+ −   ∆ ∆   

∫

∫



 





 

( ) ( ) ( )( )( )
( )1 111 1 1

0 0

d
1 d d .

d
n n

n n

t tn n n
r tt t

E sr s
G s r s s

C s

φ
λ λ+ ++ + += − +∫ ∫  

现在我们建立了系统(2.2)的数值解 nφ 在时间上的一致 2H 界。 
定理 2. 令 nφ 是系统(2.2)的解，则存在一个正常数 D 使得 

2 .n
H

Dφ ≤  

证明。用 Hölder 不等式，我们有 
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4

2 4 2 2 21 1 1 3,
4 4 3 4

n n n n n
L

φ φ φ φ φ≤ + Ω ∇ ≤ ∆ +  

其中 Ω 是区域Ω 的度量值。我们取 1 2
1 1,
4 3

η η= = ，我们有以下估计： 

( ) ( )

( )

4

4

4

2 4 4

2 4 4

2 4 2 2

1

2 2 2 4 2

2 2 2 4 2 22

2 4 4

2 4 4

1 1 1, , 1 Δ
2 4 2 2
1 1 1Δ
2 2 4 2
1 1 3 9 3 4Δ Δ
8 4 8 8 8
1 1 15 16 1
8 4 32 4
1 1 1 15 16 15
8 4 4 32

ˆ n n n n n n n
L

n n n n n
L

n n n n n n n
L

n n n
H L L

n n n
H L L

E r
M

φ ψ φ φ φ ψ

φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

−
= + + − +

≥ − ∇ + + −

−
= + ∇ + + + − ∇ +

+  ≥ + − + Ω 
 

+ +
= + − ⋅ −

‖ ‖











2

2

16
32

1 .
8

n
H

φ

Ω

≥ − Ω



 

对于最后一个不等式，我们实际上利用了这样的事实： 

1 1 15 16 1 27 16 0,
4 4 32 4 32
15 16 1.

32

+ −
− ⋅ = ⋅ >

+
<

 


 

使用定理 1 和初始假设 ( ) ( ) 4

2 4 2 20 0 0 0 0 0 0
01

1 1 1, , 1 Δ
2 4

ˆ
2 2L

E r D
M

φ ψ φ φ φ ψ
−

= + + − + <


，我们得到 

( ) ( ) ( )2

2 0 0 0
08 , , 8 8 , , 8ˆ ˆ 8 .n n n n

H
E r E r Dφ φ ψ φ ψ≤ + Ω ≤ + Ω ≤ + Ω  

令 ( )08D D= + Ω ，我们获得了所求结果。 
为了给出误差估计，我们假设系统(2.2)的解析解满足以下正则性条件。读者可以参考文献[23]关于

MPFC 方程的整体光滑解， 

   ( )( ) ( )( )4 1,0, ; 0, ; ,L T H L T Wζ ∞ ∞ ∞∈ Ω ∩ Ω                         (4.6) 

   ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 1, 0, ; 0, ; , 0, ; ,t tt tttL T H L T L L T Hζ ζ ζ∞ ∞ −∈ Ω ∩ Ω ∈ Ω              (4.7) 

其中 , , , rζ ψ φ µ= 。令 vφ  代表一个正常数C 不依赖于 t 和 n 使得 Cvφ ≤ 。通过泰勒展开，我们可以很容

易地得到截断误差的如下估计。 
引理 1. 在正则性假设(4.6)和(4.7)下，截断误差满足： 

   ( )1 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2

1 1 1 1
0

Δ .
N

n n n n n
r r r

n
G G G G G tψ φ µ

−
+ + + + +

−
=

+ + + +∑ 

                   (4.8) 

证明。由泰勒展开及正则性假设(4.6)~(4.7)，结合文献[24]中定理 3.1 的结论，各截断误差项均具有一阶精

度，求和后即得所需估计。 
我们定义了误差方程对 0,1,2, ,n N=   

   
( ) ( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, .

n n n n n n
n n r n

n n n n
n r n

e t e t e r t r

e t e r t r
φ µ

ψ

φ φ µ µ

ψ ψ

= − = − = −

= − = −


 

                    (4.9) 
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从截断误差方程(4.1)~(4.5)中减去一阶 R-ESAV 格式的离散方程，可以得到以下误差方程，对于

0n ≥ ： 

   
1

1 1 1Δ ,
Δ

n n
n n ne e

e M e G
t

ψ ψ
ψ µ ψβ

+
+ + +−

+ = +                            (4.10) 

   ( )
( )( )
( )( )

( )
( )

( )( )
( )( )

1
21 1 1 1

1 11

1 ,

exp expexp

n n
n r nn n n n

n
n n

ff t e f t
e e r G

E t E tE
C CC

µ φ µ

φφ φ

φ φφ

+
+ + + +

 
 
 
 = + ∆ + − + +
      

                



      (4.11) 

   
1

1 1,
Δ

n n
n n

u

e e
e G

t
φ φ

ψ

+
+ +−
= +                                (4.12) 

   
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1

1 11 1 1
1, , Δ ,

n n
n n nn n n n n

r r n n n r

r fr t f t r t
e e t t f t e e tG

C C C φ φ

φφ
φ φ φ

+
+ ++ + +

+

 
 − = − − + − +
 
 

 






 (4.13) 

   ( ) ( )( ) ( )1 1
1 11 1 1 1 1

0 01 exp exp ,
n n

n n n n n
r r r

E t E
e e G

C C

φ φ
λ λ

+ +
+ + + + +

    
    − = − − − +        



           (4.14) 

通过对 n
L

φ ∞ 应用数学归纳法，我们得到了一阶 R-ESAV 格式的误差估计，并利用范数来控制方程中的

非线性项。 
定理 3.在正则性假设(4.6)和(4.7)，令 , , , ˆ,n n n n nr rψ φ µ 是系统(2.2)的解，我们有以下误差估计： 

   
1

1 221
01

0
Δ sup Δ .

N
N n n

n N r
n

e t e e tφ ψ

−
+

≤ ≤−
=

 
+ + 
 

∑                         (4.15) 

证明。我们对(4.10)应用 1Δ− 并且与 1Δ nteψ
+ 作 2L 的内积。利用(4.11)和(4.12)，我们可以得到 

   

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

( )( )

2 2 2 21 1 1

1 1 1 1

22 21 1

1 1 1 1 1

1 1

1

1 Δ
2

1 1 Δ 1 Δ 1 Δ
2

Δ Δ , Δ ,

exp exp

Δ

exp

n n n n n

n n n n

n
nn n n n

n
n

n
r

n

te e e e e
M M

e e e e

ff tt G e r t e
M E t E

C C

et f
E t

C

ψ ψ ψ ψ ψ

φ φ φ φ

ψ ψ ψ

β

φφ

φ φ

φ

+ + +

− − − −

+ +

− + + + +

+

− + − +

 + + − + + + − 
 

 
 
 
 = − − −
    

            

−
 
  
 





( )( ) ( )( ) ( )21 1 1 1 1, Δ 1 Δ , Δ , .n n n n n
nt e t e G t G eψ φ φ µ ψφ + + + + +

 
 
 

− + − 
 
  
 

        (4.16) 

接着将(4.13)与 1n
re +


作内积，我们可以获得 
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( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( )

2 2 21 1

11
11 1 1 1

1
11 1 1

1 1 1
2 2 2

Δ
, ,

Δ
Δ , .

n n n n
r r r r

n nn
n nn r n n n n

n r

n
r nn n n

r r n

e e e e

r fr t f ttr t e
f t e e

C C C

te t
te G f t G

C

ψ

φ

φφ
φ φ φ

φ

+ +

++
++ + + +

+
++ + +

− + −

 
 = + − −
 
 

+ −

 







 






        (4.17) 

结合(4.16)和(4.17)，我们得到 

( )
( ) ( ) ( )( )

2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 1 1

22 2 21 1 1

1

1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

Δ 1 1 Δ 1 Δ 1 Δ
2

: ,

n n n n n n n n
r r r r

n n n n n

e e e e e e e e
M

t e e e e e
M
J J

ψ ψ ψ ψ

ψ φ φ φ φ
β

+ + + +

− − −

+ + +

−

− + − + − + −

 + + + − + + + − 
 

= +

 

 

其中 

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

1 1 1 1 1
1

1

2 1 1 1 1

1
1 1

1

1
1 1 1 1

Δ Δ , Δ ,

exp

Δ 1 Δ , Δ ,

Δ
,

Δ
, Δ ,

nn n n n
r

n

n n n n

n
n r n

n

n
n r n n n

n r r

f ttJ G e te e
M E t

C

t e G t G e

tr t e
f t e

C
tr t e

f t G te G
C

ψ ψ ψ

φ φ µ ψ

ψ

ψ

φ

φ

φ

φ

− + + + +

+ + + +

+
+ +

+

+
+ + + +

 
 
 

= − −  
  
      

− + −

−

− +







 





 

( )( )
( )( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )

1 1
2

1 1

1
11 1

Δ ,

exp exp

, .

n
nn n

n
n

n n
n nn n n

r

ff t
J tr e

E t E
C C

r fr t f t
e

C C

ψ

φφ

φ φ

φφ
φ φ

+ +

+
++ +

 
 
 
 = − −
    

            
 
 + − −
 
 








 

现在我们对 1J 和 2J 作如下估计。首先，我们试着证明 

   ( ) ( ) 1n
L LL

tφ φ ∞ ∞∞ ≤ +                                (4.18) 

通过数学归纳法。由于 ( )0 0tφ φ= ，方程(4.18)对 0n = 时显然成立。接着，在归纳假设(4.18)对所有

0 n m≤ ≤ 成立的情况下，我们得到了数值解的误差估计，其中m 是一个正整数。我们将展示如果(4.18)对
所有 0 n m≤ ≤ 成立，那么它也一定对 1n m= + 成立。 

首先，对(4.18)应用归纳假设并且注意到
( )1exp 0

E
C
⋅ 

> 
 

，我们应用柯西–施瓦兹不等式和 Young 不

等式可以获得 
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( )( ) 2 21 1 1 1
1Δ 1 Δ , Δ Δ ,n n n nt e G C t e t Gφ φ φ φ

+ + + +− + ≤ +  

( )( )
( )( )( )

1 2 21 1 1
1

1

Δ , Δ Δ ,

exp

n
n n nr

n r
n

et f t e C t e t e
E t

C

ψ ψφ
φ

+
+ + +− ≤ +

 
  
 





 

( ) 2 21 1 1 1
1Δ , Δ Δ ,n n n nt G e C t G t eµ ψ µ ψ

+ + + +− ≤ +  
2 21 1 1 1

1Δ Δ ,n n n n
r r r re G C t e t G+ + + +≤ +
   

 

( ) 2 21 1 1 1 1
1 1 1

Δ Δ , Δ Δ .n n n nt G e C t G t e
M ψ ψ ψ ψ

− + + + +

− −
− ≤ +  

结合上述这些不等式，我们有 

   ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1
1 11 2 2 1

Δ .n n n n n n n n
r rJ t e e e e C G G G Gψ ψ φ µ φ ψ

+ + + + + + + +

− −
≤ + + + + + + +

 

      (4.19) 
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( )( )

( )
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1

1 1 11

1
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exp exp

exp exp exp exp
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exp exp

: .

n
nn n

n
n

n n
n n

nn
n

n
n

E E t
f f

C Cff t

E t E EE t
C C C C

E t
f t f

C

EE t
C C

H H

φ φ
φ φ

φφ

φ φ φφ

φ
φ φ

φφ

   
 ∇ −∇    ∇∇   − =

      
                  

 
∇ −∇   

 +
  
        

= +

      (4.20) 

因为 ( )f ⋅ 是 Lipshitz 连续的并且
( )1exp 0

E
C
⋅ 

> 
 

，应用(4.6)，(4.7)和(4.18)，我们可以得到以下 1H 和 2H 的

估计： 

   ( )1 ,n n nH f e eφ φφ∇                               (4.21) 

   

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2

.

n n n
n n n

n n n
n n L

n n

H f t f f t t f

f t f t f e

e e

φ

φ φ

φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ
∞

′ ′≤ ∇ − = ∇ − ∇

′ ′ ′− ∇ + ∇

+ ∇





              (4.22) 

结合(4.20)~(4.22)，应用 Poincaré 不等式，我们可以获得 

   

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1
1

1
11

2 2 21 .

n n
n n

nn n n
n nn

n n n
r

f t r t f r

C

f t f r tf r t f r

C C

e e eφ φ

φ φ

φ φφ φ

+
+

+
++

+

∇ −∇

∇ −∇∇ −∇
= +

≤ + ∇ +


 



                (4.23) 
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再结合(4.6)和(4.7)，这意味着 

   ( )2 2 2 21 1 1 1
2 1

Δ .n n n n
rJ t e e e eφ φ ψ
+ + + +

−
+ + ∇ +



                       (4.24) 

结合(4.19)和(4.24)，我们可以得到 

   

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2 2 2 21 1 1 1

1 1 1

22 2 21 1 1

1

2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

Δ 1 1 Δ 1 Δ 1 Δ
2

Δ Δ .

n n n n n n n n
r r r r
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n n n n n n n

e e e e e e e e
M

t e e e e e
M

t e e e C t G G G G

ψ ψ ψ ψ

ψ φ φ φ φ

τ ψ φ µ φ τ ψ

β

+ + + +

− − −

+ + +

−

+ + + + + + +

− − − −

− + − + − + −

 + + + − + + + − 
 

≤ + + + + + +

 

         (4.25) 

对 n 从 0 到m 求和，并且应用离散 Gronwall 不等式，则存在一个数 1Δt 使得 1Δ Δt t≤ ，我们有以下估计： 

   
( )

( )( )

2 2 21 1 1

1

22 2 21 1 1 1 2
21 1

0
ˆ ˆ

1 1 1 1 Δ
2 2 2

Δ1 Δ Δ .
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m
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r r
n

e e e
M
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M
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ψ ψ φ φ ψ
β
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+ + + +

− −
=

 + + + 
 

 + − + − + + − + ≤ 
 

∑



          (4.26) 

对系统(2.2)中的第二个方程应用 2H 的椭圆正则性并且
2−⋅ ≤ ⋅ ，存在一个不依赖于 n 的数 3 0C > 使得 

   

( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1

2

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

1 3

1

Δ Δ Δ
Δ

Δ
Δ Δ
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ψ ψ ψ φ ψ

ψ ψ
φ ψ

+ + +

− + −
− + +

− +
+ +

+

−

+ +

−
+ + +

− −
+ + + +





 

       (4.27) 

从(4.6)，(4.7)和(4.27)中，我们知道 

   ( )1 1
1 422 2

.m m
me t Cφ φ φ+ +
+≤ + ≤                            (4.28) 

此外，根据(4.26)，(4.28)和 Sobolev 嵌入定理，我们可以获得 

   

( )

( )

( )

1 1
1

1 1
1 12 4

12 2

4
1 4 1

,

,

m m
m LL L

m m
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m L

e t

C e e t

C C t C t

φ

φ φ

φ φ

φ

φ

∞∞ ∞

∞

∞

+ +
+

+ +
Ω +

Ω +

= +

≤ +

≤ ∆ +

                       (4.29) 

其中CΩ 是一个正常数依赖于Ω 。因此，我们可以找到一个 ( )2 2Δ 0 Δ Δt t t> < 使得 2Δ Δt t<  

   ( ) ( )
1

0, ;
1,m

L T LL
tφ φ ∞ ∞∞

+ ≤ +                              (4.30) 

在 2Δ Δt t≥ 的条件下，根据能量稳定性，(4.6)和(4.7)，对某些 5 0C > ，我们有 

   

( )( )
( )( )

2 2 21 1 1

10 1

1 22 2 21 1 1 1

1 1
0

2 2
5 5 2

max 1 Δ

Δ 1 Δ

Δ Δ ,

n n n

n N

N
n n n n n n n

n

e e e

e e e e t e e e

C C t t

ψ τ φ

ψ ψ τ τ ψ φ φ

+ + +

−≤ ≤ −

−
+ + + +

− −
=

−

+ + +

 + − + − + + + − 
 

≤ ≤

∑               (4.31) 

结合(4.26)和(4.31)，我们对导出的任意 t∆ 有 
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( )( )
( )( )

( )

2 2 21 1 1

20 1

1 22 2 21 1 1 1

2 2
0

2 2 2
2 5 2

max 1 Δ

Δ 1 Δ

Δ Δ Δ ,

n n n

n N

N
n n n n n n n

n

e e e

e e e e t e e e

C C t t C t

ψ τ φ

ψ ψ τ τ ψ φ φ

+ + +

≤ ≤ −

−
+ + + +

=

−

+ + +

 + − + − + + + − 
 

≤ + ≤

∑                (4.32) 

根据指数函数的 Lipschiz 连续性以及 ( )E φ 的光滑性，利用 Sobolev 嵌入定理，对任意正常数 6C ，我们

有 

   
( )( ) ( )

( )( ) ( ) 2

1
11 1 1 1

6 1 1 1 6exp exp
n

n n n
n L

EE t
C E t E C e

C C φ

φφ
φ φ

+
+ + +

+

  
   − ≤ − ≤

      
         (4.33) 

将(4.31)代入到(4.14)中并取 L∞范数： 

   ( ) 2
1 1 1 1 1 1

0 0 61 )n n n n n n
r r rL L L L

e e C e Gφλ λ∞ ∞ ∞
+ + + + + +≤ + − +



                  (4.34) 

根据定理 2 以及范数的基本性质
L L La b a b∞ ∞ ∞− ≥ − ，则有 

   2
1 1 1

6 6 6Δ
n n n
r rL L L

e C e C e C tφ∞ ∞
+ + +≤ + +



                        (4.35) 

所以 

   
( ) ( )

( )2

2 2 21 1 1
6

2 21 1 2
6

1 Δ
Δ

Δ

n n n n n
r r r rL L

n n
r L L

e e C e e e t
t

C e e t

φ

φ

∞ ∞

∞

+ + +

+ +

− ≤ + +

≤ + +
                   (4.36) 

所以 
21 2

6Δ
n
r L

e C t∞
+ ≤  

即 

   0sup Δn
n N r L

e C t
∞

≤ ≤ ≤                                (4.37) 

结合(4.33)和(4.37)，这意味着(4.15)成立。 

5. 数值模拟 

在这一部分中，我们提供了数值例子来验证我们的理论分析，包括所提出的 R-ESAV 格式的能量稳

定性和收敛速度。通常，空间变量可以用各种方法离散，如有限元方法，谱方法，有限差分法[5] [24]等。

上一节的证明还表明，全离散近似是无条件能量稳定的。对于下面给出的数值试验，我们使用傅里叶谱

方法对空间变量进行高效计算。 
精确度测试 

 
Table 1. L2 errors and convergence orders of the first-order R-ESAV scheme (T = 1) 
表 1. 一阶 R-ESAV 格式的 L2 误差和收敛阶(T = 1) 

时间步长∆t L2 误差 收敛阶 

1.00000e−02 0.00e+00 0.00 

5.00000e−03 1.81e−04 1.00 

2.50000e−03 1.00e−04 1.00 
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续表 

1.25000e−03 5.30e−05 1.00 

6.25000e−04 2.74e−05 1.00 

3.12500e−04 1.39e−05 1.00 

 
首先，测试时间收敛阶，我们使用 [ ] [ ]0,128 0,128Ω = × 傅里叶方法来进行空间离散使产生的误差可以

被忽略。我们取 0.1, 0.025, 1, 1M Tβ= = = = ，并假设系统的精确解为： 

( ), , sin cos cosx y t x y tφ =  

如表 1 给出了一阶格式在 1T = 时的误差和收敛速度，我们可以观察到我们的格式在时间上给出了期

望的精度。 

能量稳定性测试 

我们取域Ω作为平方 ( ) ( )0,2 0,2π × π 除以128 128× 。参数设置为 0.1, 0.025M = = 并且初始条件为 

( ) ( ) ( )0, , , , Ωx y Rand x y x yφ φ η= + ∀ ∈  

其中 ( ),Rand x y 是 [ ]1,1− 均值为 0 的随机数。 
设 0 0.05φ = − 和 0.001η = 。下面我们展示了在不同参数下的一阶格式的能量稳定测试图，见图 1、

图 2。 
 

 

Figure 1. Energy stability diagram of the first-order RESAV scheme for 10β = , 0.1T =  
图 1. 一阶 RESAV 能量稳定图 10β = ， 0.1T =  
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Figure 2. Energy stability diagram of the first-order RESAV scheme for 0.05β = , 1T =  
图 2. 一阶 RESAV 能量稳定图 0.05β = ， 1T =  
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