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摘  要 

Nesterov加速策略以其显著的收敛加速效果，被广泛应用于各类梯度优化算法的设计中。本文将

Nesterov加速技术与迭代有限收缩阈值算法相结合，针对非凸稀疏优化问题提出了基于延拓技术的加速

迭代有限收缩阈值算法(A-ILSTAC)和基于截断技术的加速迭代有限收缩阈值算法(A-ILSTAT)。在限制等

距性质(RIP)条件下，本文证明了所提算法能够收敛到近似真实稀疏解，其误差由噪声水平和有限收缩幅

度决定。初步数值实验表明，本文算法能够找到近似真实稀疏解，且效果显著优于原始迭代有限收缩阈

值算法。 
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Abstract 
Nesterov’s acceleration strategy is renowned in speeding up the convergence of gradient-based 
optimization algorithms. By merging this strategy and the iterative limited shrinkage threshold-
ing algorithms, we propose an accelerated iterative limited shrinkage thresholding algorithm 
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with continuation (A-ILSTAC) and the one with truncation (A-ILSTAT) for nonconvex sparse opti-
mization problems, respectively. Under the restricted isometry property (RIP) condition, we prove 
that the proposed algorithms converge to an approximate true sparse solution within a tolerance 
relevant to the noise level and the limited shrinkage magnitude. Preliminary numerical results 
show that our proposed algorithms can find approximate true sparse solutions that are much bet-
ter than sparse solutions that are found by using original iterative limited shrinkage thresholding 
algorithms. 
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1. 引言 

考虑变量 x 的欠定线性系统： 

b Ax ε= + ，                                     (1) 

其中 ( )m nA m n×∈  是一个线性变换矩阵， mb∈ 是带有未知噪声 mε ∈ 的观测向量。向量 nx∈ 的稀

疏性定义为 x 的非零分量的个数，记为 0x 。稀疏优化在压缩感知[1] [2]、图像科学[3] [4]、系统生物学

[5] [6]和机器学习[7] [8]中有着广泛的应用，它的目的是寻找这个欠定线性系统的稀疏解，即只有极少数

分量不为零。正则化方法是稀疏优化模型中一类常用的求解方法，其通过求解如下复合优化模型来逼近

真实解： 

( )21min
2nx

Ax b xλϕ
∈

− +


，                               (2) 

其中 : nϕ → 是稀疏促进惩罚函数， 0λ > 为正则化参数。 
当 ( )xϕ 取凸的 1 范数时，(2)称为 1 正则化问题，也就是著名的 Lasso 问题。得益于其凸性，已有大

量研究致力于其理论分析[9]-[11]和高效算法设计[3] [12]-[14]。但其精确恢复条件并不容易判断，并且在

许多情形下达不到真实解的稀疏性要求，不满足无偏性和 oracle 性；参见[8] [15]-[17]。 
为克服这些局限，研究者转向了能够产生更尖锐、更无偏估计的非凸惩罚函数。其中最具代表性的

有三类： 
 平滑剪切绝对偏差(SCAD) [16]：在原点附近具有与 1 相似的惩罚以产生稀疏性，但对大系数的惩罚

趋于常数，从而避免了过度收缩。 
 极小极大凹惩罚(MCP) [18]：具有凹函数形式，其导数在阈值后逐渐衰减至零，实现了对大系数的近

似无偏估计。 
 p 拟范数( 0 1p< < ) [19]：惩罚函数为 ( ) p

iix xϕ = ∑ 。其非凸几何形态在原点附近比 1 更陡峭，从

而对微小系数施加更强的压制力，已被证明在理论上能以更少的测量次数恢复稀疏信号。 
这些非凸罚函数在理论上的优越性已被广泛证实：它们通常具有更强的稀疏促进能力，且在一定条

件下能产生具有 Oracle 性质的估计量。然而，非凸性也带来了严峻的计算挑战：问题(2)通常是一个多模
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态的非凸优化问题，寻找其全局最优解是 NP-难的，参见[20]。因此，设计能够高效、稳定地找到高质量

解的算法，并为之建立坚实的收敛性理论，成为了该领域的核心议题。 
在算法层面，迭代阈值算法(ITA)因其形式简洁、计算复杂度低而成为求解此类问题的主流框架之一，

参见[8] [12] [17] [21]-[23]。ITA 本质上是应用于问题(2)的邻近梯度算法(PGA)，其中阈值函数对应着惩罚

函数ϕ 的邻近算子。例如，软阈值、硬阈值和半阈值算子分别对应于 0 、 1 和 1
2

 惩罚。遗憾的是，对于

非凸问题，标准 PGA 的收敛理论通常仅能保证迭代序列收敛到一个稳定点，且收敛速率通常为次线性的

( )1O k ，这在处理大规模问题时可能效率不足，参见[24] [25]。 
为了提升 ITA 的收敛速度与实用性能，研究者们主要发展了两种策略：延拓技术与截断技术。延

拓技术通过从一个较大的正则化参数 λ 开始，沿一个递减序列进行求解，旨在提供更好的初始点并加

速收敛，已在 1 和 0 问题中展现出理论优越性，参见[13] [14] [26] [27]。截断技术则在迭代过程中主动

保留最大的若干分量并强制其余分量为零，从而显式控制解的稀疏结构，其典型代表是迭代硬阈值算

法[21] [28] [29]。然而，现有工作几乎完全集中于 1 或 0 惩罚，对于更一般的非凸惩罚(如 SCAD、MCP、

p )，如何系统地将这些加速策略与 ITA 结合，并建立严格的收敛性理论，仍然是一个未被充分探索的

开放性问题。 
最近，Hu 等人[30]通过引入有限收缩阈值算子这一统一框架，成功地将 SCAD、MCP 和 p 惩罚的近

端映射纳入同一分析范式，并提出了结合延拓技术与截断技术的迭代有限收缩阈值算法(ILSTAC/ILSTAT)。
在限制等距性质(RIP)的假设下，他们首次为这类非凸 ITA 建立了逼近真实稀疏解的强收敛理论。这一开

创性工作为非凸稀疏优化的加速算法设计奠定了重要基础。然而，其算法框架仍基于标准的(近端)梯度迭

代，在收敛速率上存在固有瓶颈。 
与此同时，在凸优化领域，Nesterov 加速技术[31]已被证明能将梯度方法的收敛速率从 ( )1O k 提升至

最优的 ( )21O k ，其思想通过引入动量项来智能地结合历史梯度信息。经典的 FISTA 算法便是 Nesterov
加速与邻近算子结合的杰出代表，在 1 正则化问题中取得了巨大成功。一个自然且极具吸引力的问题是：

能否将 Nesterov 加速策略有机地融入针对非凸惩罚的统一 ITA 框架中，从而在保持理论保证的同时，显

著提升算法的收敛速度？ 
本文旨在正面回应上述挑战，首次系统地将 Nesterov 加速策略融入非凸稀疏优化的统一 ITA 框架

中。在有限收缩阈值算子的统一基础上，我们设计了两种新型 Nesterov 加速迭代算法：Nesterov 加速的

迭代有限收缩阈值算法(带延拓技术) (A-ILSTAC)和 Nesterov 加速的迭代有限收缩阈值算法(带截断技术) 
(A-ILSTAT)；参见算法 1 和算法 2。在 RIP 假设下，我们证明了 A-ILSTAC 的输出收敛到原问题的近似

真稀疏解，其支撑集包含于真实支撑集之内，且误差界由噪声水平决定；并且 A-ILSTAT 生成的序列以

几何速率收敛于(1)的近似真稀疏解。 
数值实验表明，A-ILSTAC 和 A-ILSTAT 算法具有更强的稀疏恢复能力，相比于原始的 ILSTAC 和

ILSTAT 算法，收敛速度更快，精确度更高。 
本文后续章节安排如下：第二节介绍必要的预备知识与有限收缩算子框架。第三节详细提出 A-

ILSTAC 与 A-ILSTAT 算法。第四节致力于算法的收敛性理论分析。第五节通过数值实验展示算法的卓

越性能。最后，第六节总结全文。 

2. 预备知识 

限制等距性质(RIP)是一个著名的正则性条件，用于度量感知矩阵在稀疏子空间上的子矩阵接近标准

正交的程度。 
定义 1 设 m nA ×∈ 且 s∈。矩阵 A 的 s-限制等距常数 sδ 定义为满足以下条件的最小非负数： 
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( ) ( )2 2 2

01 ,1 ., n
s sx Ax x x x sδ δ− ≤ ≤ + ∀ ∈ ≤  

如果 1sδ < ，则称矩阵 A 关于常数 sδ 满足 s-限制等距性质(s-RIP)。 
根据定义 1，常数 sδ 关于 s 是非递减的，即当 s t≤ 时 s tδ δ≤ 。下述引理回顾了 s-RIP 的几个关键性

质，这些性质将为本文后续分析算法的收敛性提供重要工具。 

引理 1 设 nx∈ ， mε ∈ ， [ ], n⊆  ，且
10,

1 s

v
δ

 
∈  − 

。若矩阵 A 关于常数 sδ 满足 s-RIP，则下

列结论成立： 

(i) 如果 ( )( )sup# p x s∪ ≤ ，那么 ( )( ) ( )T 1 svA A x v v xδ− ≤ − +


 。 

(ii) 如果 ( )# s≤ ，那么 T 1 sA ε δ ε≤ + 。 

(iii) 如果 ∩ =∅  且 ( )# s∪ ≤  ，那么 T
sA A x xδ≤    。 

在介绍算法之前，本文先引入有限收缩阈值算子的定义。 
定义 2 设 :κ ++ +→  为一函数， λ +∈ 为参数。 
(i) 若算子 :λ →  满足以下阈值条件： 

( ) ( )0, ,t tλ κ λ= ∀ ≤                                  (3) 

则称 λ 为关于 ( )κ λ 的阈值算子。 
(ii) 若算子 :λ →  满足上述(3)式，并进一步具有以下有限收缩特性： 

( ) ( ) , ,t t tλ κ λ− ≤ ∀ ∈                                 (4) 

则称 λ 为关于 ( )κ λ 的有限收缩阈值算子。 
全体满足上述条件的算子 λ 构成的集合记为 ( );κ λ ，称为有限收缩阈值算子族。在后续分析中，

本文对该类算子提出如下结构性假设： 
假设 1 设 , 0α β > ，且令 ( ) βκ λ αλ= 。假设对任意 0λ > ，有 ( );Tλ κ λ∈ 。 
有限收缩阈值算子为多种非凸稀疏惩罚的近端映射提供了统一的分析框架。特别地，SCAD、MCP 以

及 ( )0 1p p< < 等常用非凸惩罚的近端算子均可视为该算子的特例。 
除此之外，在本文中，采用如下记法，设 x 为问题(1)的一个 s-稀疏解，其支撑集记为 ( ): supp x= 。 

3. 一类新的加速迭代有限收缩阈值算法 

Hu 等人[30]提出了迭代有限收缩阈值算法具有形式简单、计算复杂度低的特点，其一般形式可表示

为 

( )( )1 T: ,k k k
vx x vA Ax bλ

+ = − −  

其中 vλ 是关于 ( )vκ λ 的有限收缩阈值算子。然而，其算法框架仍基于标准的(近端)梯度迭代，在收敛速

率上存在固有瓶颈。与此同时，在凸优化领域，Nesterov 加速技术[31]已被证明能将梯度方法的收敛速率

从 ( )1O k 提升至最优的 ( )21O k ，其思想通过引入动量项来智能地结合历史梯度信息。经典的 FISTA 算

法便是 Nesterov 加速与邻近算子结合的杰出代表，在 1 正则化问题中取得了巨大成功。受 FISTA 算法的

启发，我们考虑将 Nesterov 加速策略有机地融入针对非凸惩罚的统一 ITA 框架中，来提升算法的收敛速

度。基于此，本文在 ILSTAC 算法和 ILSTAT 算法的基础上加入 Nesterov 动量项，得到新的算法 A-ILSTAC
和 A-ILSTAT，改进后的算法分别如下： 
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算法 1  A-ILSTAC 算法 

 1：初始化正则化参数 0 0λ > ， 0λ > 和延拓参数 ( )0,1λ ∈ ，初始点 0 1: : 0x x−= = ，步长 0v > 和 0k = . 

 2：  if kλ λ<  then 
 3：      break 
 4： else 

 5： ( )1 11:
2

k k k kky x x x
k

+ −−
= + −

+
 

 6： ( )( )1 1 T 1:
k

k k k
vx y vA Ay bλ

+ + += − −  

 7： :k kλ γλ=  
 8： 1k k= +  
 9： end if 
 10：输出 * : kx x=  

 
和 
 

算法 2  A-ILSTAT 算法 

 1：初始化：正则化参数 0λ > ，截断参数 s∈，随机初始点 0 nx ∈ ， 1 nx− ∈ ，步长 0v > 和 0k = . 
 2：迭代：对每个 k ∈，已知当前迭代点 kx ，按以下公式更新 1kx +  

( )1 11:
2

k k k kky x x x
k

+ −−
= + −

+
， 

( )( )1 1 T 1 .k k k
s vx LT y vA Ay bλ

+ + += − −  

4. 收敛性分析 

在本节中，分析 A-ILSTAC 和 A-ILSTAT 算法的收敛性。证明了在 RIP 假设下，算法 1 在与噪声水

平成比例的容差范围内收敛到问题(1)的近似真稀疏解，且误差界由噪声水平决定。此外，算法 1 输出解

的支撑集不会产生伪预测，并且一定是真稀疏解支撑集的子集。 
定理 1 设假设 1 成立，矩阵 A 满足 s-RIP 且 

( )( ) ( )1 11 2 3 2 2 , 1 2 ,s s s s sv s v v v v v s v vδ δ δ δ δ+ ++ − < − − + < −                 (5) 

取 

{ }( )0,1 max , ,A Bη ∈ −                                   (6) 

其中
( )( )1 1 2

3 2 2
s s

s

v s v v
A

v v

δ δ

δ
+ + −

=
− −

，
( )1 1

2
s

s

v s
B

v v

δ

δ
+ +

=
−

。步长设为
2 1

3 2 1s s

v
δ δ

< <
− −

，正则化参数设为 

{ }

11

1
0

11 1
max ,

, ,ss vv x
v A B v

ββ δδ
λ λ ε

α αη
+

   +
≥ =      ⋅   

                       (7) 

延拓参数设为 
1

1 ,,C βγ
 

∈   
                                      (8) 
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其中

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 12 1 1 2 2 1 1 4 1
1 1

2

s s
s s

v vv s v s v v v
C

δ δ
δ δ

η η
+ + 

− + + + − + + + + − + − − = 。若算法 1 基于上述参

数输出 *x ，则有 

( ) ( )* *

1

1 1
supp , .s

s

x x x
η δ

ε
ηδ +

− +
⊆ − ≤                          (9) 

证明：根据假设(5)， { }1 max , 0A B− > ，因此(6)式中η是定义良好的。由(6)式可知， 1C > 。因此(8)

式中的 γ 和使用这些参数的算法 1 是定义良好的。为了进行证明，让算法 1 生成有限序列{ }
0

Kk

k
x

=
并输出

* Kx x= ，记 

1 ,
s

ηρ
δ
−

=                                       (10) 

并对每个 0, ,k K=  定义 

( )
( )

( )

( )

1 1

1 T 1

1

1 ,
2

,

supp ,

,

.
k

k k k k

k k k

k
k

k k

k k
v

ky x x x
k

z y vA Ay b

x

r x x

x zλ

+ −

+ +

+

−
= + −

+
= − −

=

= −

=





                              (11) 

由假设 1 知，当取 ( ) βκ λ αλ= 时，(3)式与(4)式均成立。下面通过归纳法证明：对每个 0, ,k K=  ，有 

( ) 1, .k
k k kr v v

v
β βρ κ λ ρα λ−⊆ ≤ =   

取初始点 0 1 0x x−= = ，则 0 S= ∅ ⊆ 。根据(10)式中 ρ 的定义及假设(6)，并结合(7)中对 0λ 的选取，可得 

{ } 1
01 0

0
1

max ,
.

s

A B v
v x r

β β
β β α λ

ρα λ
δ

−
−

+

⋅
> ≥ =                        (12) 

因此，(12)式对 0k = 成立。 
现假设(12)式对第 k  ( K< )次迭代成立。由(11)式及(1)式可得 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( )( )

1 T 1

1 T 1

1 T 1 T T

T 1 T T

T 1 T T

1 1
2 2
1 1
2 2
1
2
1 ,
2

k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k k k

k k k k
S S

z y vA Ay b

k kx x x vA A x x x b
k k
k kx x x vA A x x vA Ar vA
k k
kx vA A x x vA Ar vA
k
kx vA A x x vA A r vA
k

ε

ε

ε

+ +

− −

− −

−

−

= − −

−  −  = + − − + − −  + +  
− −

= + − − − − +
+ +
−

= + − − − +
+
−

= + − − − +
+





               (13) 

其中最后一个等式利用了归纳假设(12)中的 k S⊆ 。任取 ci∈ ，由归纳假设 k S⊆ 可知 0k
ix = ， 1 0k

ix − = ，

于是(13)式化为 
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T T .k k
i i S S iz v A A r v A ε≤ +                                (14) 

由于{ }i S∩ =∅，根据引理 1 (iii)和(ii)可得 
T T

1 1 1, 1 1 .k k k
i s s i sA A r r r Aδ δ ε δ ε δ ε+ +≤ = ≤ + ≤ +    

其中最后一个不等式利用了 1 sδ δ≤ 的单调性。结合(14)式，得到 

1 1 .k k
i s sz v r vδ δ ε+≤ + +                               (15) 

由算法的停止准则 kλ λ< 及(7)式中 λ 的定义，有

1

11 s
k

v
v

βδ
λ λ ε

αη

 +
≥ =   

 
，即 ( )

1 k
s

v
v

βαηε λ
δ

≤
+

。结合

假设(12)，将上述估计代入(15)得 

( ) ( ) ( )1 11 ,k k
i s s s k k kz v r v v v vβ β βδ δ ε δ ρα λ αη λ α λ+ +≤ + + ≤ + =               (16) 

其中等式利用了(10)中 ρ 的定义。根据阈值条件(3)可知 1 0k
ix + = ，从而 1

c
ki +∈ 。上述推导对任意 ci∈ 均

成立，因此有 1
c c

k+⊆  ，即 k S⊆ 。 
另一方面，由包含关系 k S⊆ 可得 

1 1 1 .k k k k k
Sx x x zx zx x+ + +− = − ≤ − + −                            (17) 

根据(4)式和算法 1 中 ( )1
k

k k
vx zλ

+ =  ，有 

( ) ( )1 1 ,
k

k k k k k k
v kx z s x z s z z s vλ κ λ+ +

∞ ∞
− ≤ − = − ≤                  (18) 

根据(11)和(13)式，可得 

( )( )

( )( )( ) ( )( )

T 1 T T

T 1 T

1
2

1 .
2

k k k k k
S S S S S

S

k k A k
SS S

kz x vA A x x vA A r vx xA
k

k vA A x x vA r vA
k

ε

ε

−

−

 
 


−
− = + − − − + −

+

−
= − − + − +

+




 
             (19) 

然后推出 

( )( )( ) ( )( )T 1 T T1 .
2

k k k k
S S SS S

kz vA A x x vA A r vA
k

x ε−−
− ≤ − − + − +

+
   

根据引理 1 (i)和(iii)有 

( )( )( ) ( )T 1 11 ,k k k k
sS

vA A x x v v x xδ− −− − ≤ − + −  

( )( ) ( )T 1 ,k k
sS

vA A r v v rδ− ≤ − +  

T 1 .S svA vε δ ε≤ +  

从而有 

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1 1 1
2

1 1 1 .

k k k k
s s s

k k k
s s s

kz v v x x v v r v
k

v v x x v v r v

x δ δ δ ε

δ δ δ ε

−

−

−
− ≤ − + − + − + + +

+
≤ − + − + − + + +

 
             (20) 

根据 1s sδ δ +≤ 及(16)式，我们得到 
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( )11 1 .k k
s s s s kv r v v r v vδ δ ε δ δ ε κ λ++ + ≤ + + ≤  

因此(20)式可以化为 

( ) ( ) ( )11 1 .k k k k
s kz v v x xx v r vδ κ λ−− ≤ − + − + − +                     (21) 

根据 1k kλ γλ+ = 及(12)式，有 

( ) 1 ,k
k kr v v

v
β βρ κ λ ρα λ−≤ =  

( )
1

1 1
1 1 .k k

k k
v

r v v
v

β β
β β

β

ρα λρ κ λ ρα λ
γ

−
− −

− −≤ = =  

从而有 
1

1 1 1 1 111 .k k k k k k k
k k

v
x x r r r r v v

β β
β β β β

β β

ρα λ
ρα λ ρα λ

γ γ

−
− − − − − 

− = − ≤ + ≤ + = + 
 

 

由(17)式，(18)式及(21)式，可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1 1

1 1

11 1 1

1 1
1 .

k k k k

k k k
k s k

k s k k k

k s k k k

x x z z

s v v v x x v r v

s v v v v v v

x

v

v
s v v v v v v

vv

x

β β β β
β

β

β

κ λ δ κ λ

κ λ δ ρα λ ρα λ κ λ
γ

γ ρ ρ
κ λ δ κ λ κ λ κ λ

γ

+ +

−

− −

− ≤ − + −

≤ + − + − + − +

 
≤ + − + + + − + 

 

+ −
≤ + − + + +

  

 

注意到 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
1

1 1
1 1

11 1 1 1 .

k s k k k

s k

s k

v
s v v v v v v

vv

v
s v v v

vv

v s v v v v
v

β

β

β

β

β

γ ρ ρ
κ λ δ κ λ κ λ κ λ

γ

γ ρ ρ
δ κ λ

γ

ρ δ κ λ
ρ γ

+ −
+ − + + +

 + −
 = + − + + +
  
  

= + + − + + + −  
  

 

因此我们得到 

( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 .k
s k

vx s v v v v
v

x β

ρ δ κ λ
ρ γ

+   
− ≤ + + − + + + −  

  
                (22) 

根据 ρ 和 γ 的定义，有 

( ) ( ) ( ) ( )11 11 1 1 1 1 1 1 1
1

.s
s s

vv s v v v s v v v β
β β

δ
δ δ γ

ρ ηγ γ
+   

+ + − + + + − = + + − + + + − ≤   −   
 

结合 k kλ γλ= ，(22)式可以化为 

( )1
1 .k

kx v
v

x ρ κ λ+
+− ≤  

由此，结合 1k S+ ⊆ 可知，(12)式对每个迭代步 0, ,k K=  均成立。进而由(12)式可推出 ( )*supp x ⊆ ，且 
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( )* 1 1

1

1 1
,s

K
s

xx v vβ β β β η δ
ρα λ ρα λ ε

ηδ
− −

+

− +
− ≤ < =  

其中最后的等式利用了(7)中 λ 的定义及(10)中 ρ 的定义。因此(9)得证。证明完成。 
在定理 2 中，我们证明了在 RIP 假设下，算法 2 以几何速率收敛到问题(1)的近似真稀疏解。 
定理 2 设假设 1 成立，且 A 满足 3s-RIP。令{ }kx 为算法 2 生成的序列，步长 v满足 

( )3 3

5 1 .
6 1 1s s

v
δ δ

< ≤
− −

                                (23) 

那么{ }kx 以几何速率近似地收敛于 x ；具体有 

( )( )0
2

2 1 2 ,
1

k k
sx xx x v s vρ δ ε κ λ

ρ
− ≤ − + + +

−
                   (24) 

其中 ( )3
12 1 0,
3sv vρ δ  = − + ∈ 

 
。 

证明：由假设 1 知，(3)和(4)式在 ( ) βκ λ αλ= 时成立。为了进行收敛性分析，将算法 2 的过程改写为

以下四步： 

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

1

1 ,
2

,

,

.

k k k k

k k T k

k k
v

k k
s

ky x x x
k

z y vA Ay b

t z

x t

λ

+ −

+ +

+

−
= + −

+
= − −

=

=





                              (25) 

为简化符号，记 

( ), supp , ;k k k k
k kr x x x S= − = = ∪                           (26) 

从而由定义可得 

( ) ( ) ( )# , # , # 2 .k ks s s k= ≤ ≤ ∀ ∈                           (27) 

注意到 

( ) ( )1
1 1 1supp ,supp ,k

k k kx x +
+ + += ⊆ = ⊆                           (28) 

根据(26)式，得到 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 .
k k k k k k

k k k k kr x x x t t x
+ + + + + +

+ + += − ≤ − + −                            (29) 

注意到由(25)式有 ( )
0

1  arg mink k k
s x sx t x t+

≤= = − ，由于 0x s= ，得到 1k k kt x t x+− ≤ − 。结合(28)式，

推出
1 1 1 1

1
k k k k

k k k
It x t x
+ + + +

+− ≤ −   。因此(29)可化简为 

( )1 1 1 1 1 1

1 2 2 .
k k k k k k

k k k k kxr t t xz z
+ + + + + +

+ ≤ − ≤ − + −                          (30) 

由(25)式有 ( )k k
vt zλ=  ，根据(4)，有 ( )k kt z vκ λ

∞
− ≤ 。结合(27)式，得到 

( ) ( )
1 1 1# 2 .

k k

k k k k
kt z t z s vκ λ

+ + + ∞
− ≤ − ≤                         (31) 

另一方面，由(25)式和(1)式，得到 
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 T 1

1 T 1

1 T 1 T

T T T 1 T 1

T T

1 1
2 2
1 1
2 2

1 1
2 2

1
2

k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k

z y vA Ay b

k kx x x vA A x x x b
k k
k kx x x vA A x x x vA Ax
k k

k kx vA Ax vA Ax vA x x vA A x x
k k

kx vA Ar vA v
k

ε

ε

ε

+ +

− −

− −

− −

= − −

−  −  = + − − + − −  + +  
− − = + − − + − + + + + 

− −
= − + + + − − −

+ +
−

= − + + −
+

( )( )T 1 ;k kA A x x −−

           (32) 

因此， 

( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1
1

1

1

T T T 1

T T T 1

T T T 1

T T T T 1

1
2

1
2

1
2

1 1
2 2

k k
k

k

k

k k k k k

k k k

k k k

k k k

kz x vA Ar vA vA A x x
k

kvA A r vA vA A x x
k

kvA A r vA vA A r r
k

k kvA A r vA A r vA vA r

x x

A
k k

ε

ε

ε

ε

+ +

+

+

+

−

−

−

−

 
 
 

 

−
− = − − + + − −

+

− = − + + − − + 

−
= − + + − −

+ 

− −
= − + − + − −

+

 


 +


 



 










 

 

  

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1

1
1 1

1
1 1

T T T 1

T T T 1

2 1 1
2 2

2 1 1 .
2 2

k

k
k k

k
k k

k k

k k

k kvA A r vA vA A r
k k
k kvA A r vA vA A r

k k

ε

ε

+

+
+ +

+
+ +

−

−

+ −
= − + − −

+ +
+ −

≤ − + + −
+ +

 

 

 

 

 

由(27)式和(28)式，可以推出 ( )1# 2k s+ ≤ 和 ( )( ) ( )1 1# supp # 3k
k k kr s+ +∪ = ∪ ≤   。根据 A 满足 3s-RIP 并

应用引理 1 (i)和(ii)，有 

( )( ) ( )
1

31 ,
k

k k
svA A r v v rδ

+

− ≤ − +


  

( )( ) ( )
1

1 1
31 ,

k

k k
svA A r v v rδ

+

− −− ≤ − +


  

1 21 .
k svA vε δ ε
+

≤ +
  

根据上述三个不等式，我们推出 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1
1 1

1
1 1

T T T 1

T T T 1

1
3 2 3

2 1 1
2 2

2

2 1 1 1 .

k k k
k k

k
k k

k k k

k k

k k
s s s

k kz x vA A r vA vA A r
k k

vA A r vA vA A r

v v r v v v r

ε

ε

δ δ ε δ

+ + +
+ +

+
+ +

−

−

−

+ −
− ≤ − + + −

+ +

≤ − + + −

≤ − + + + + − +

   

 

 

   

结合(30)式与(31)式，得到递推关系式 

( ) ( ) ( )1 1
3 2 32 2 4 1 2 1 2 1 .k k k

s s sr s v v v r v v v rκ λ δ δ ε δ+ −≤ + − + + + + − +  

容易推出 
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( ) ( ) ( )

( )
22 0 1

2

2 2 2 1
,

1

k
sk s v v

x x x x x x
κ λ δ ε

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

− + +
− ≤ + + − + − +

− + +
 

其中 ( )3
12 1 0,
3sv vρ δ  = − + ∈ 

 
。证明完成。 

5. 数值实验 
本节通过数值实验展示提出的 A-ILSTAC 和 A-ILSTAT 算法在求解问题(2)时的性能表现，惩罚函数

分别取 SCAD、MCP 和 p 惩罚( 1
2

p = )，并分别与原始的 ILSTAC 和 ILSTAT 算法进行比较。 

实验数据通过压缩感知的标准流程生成。具体而言，随机生成独立同分布的高斯矩阵 m nA ×∈ ，满

足 TAA I= 。真实的 s-稀疏解 nx∈ 通过随机选取 s 个非零位置生成，其非零元素服从独立同分布的高斯

分布。观测向量 b 由下式生成： 

1b Ax σε= + ， 

其中 Rσ ∈ 为噪声水平， ( )1 ~ 0,1ε  为标准高斯噪声，在数值实验中，设定问题的规模为 256m = 和

1024n = ，噪声水平为 0.1%σ = 。 

非凸惩罚函数参数设置如下：SCAD 惩罚和 MCP 惩罚中设置参数 16a = ， p 惩罚中取
1
2

p = 。在算

法实现中，我们设置初始点 0 1 0x x−= = ，最大迭代次数为 1000。正则化参数设置如下：在 A-ILSTAC 和

ILSTAC 算法中，设置初始参数 0 :
1s

x
λ =

+
，终止阈值 410λ −= ；在 A-ILSTAT 和 ILSTAT 算法中，通过

交叉验证在区间 410 ,1−  内选择正则化参数 λ 。 

算法的停止准则设置如下： 
(i) A-ILSTAC 和 ILSTAC：满足以下任一条件即停止： 

­ 迭代次数大于 1000。 
­ 正则化参数满足 kλ λ< 。 

(ii) A-ILSTAT 和 ILSTAT：满足以下任一条件即停止： 
­ 迭代次数大于 1000。 
­ 相邻迭代点满足 1 610k kx x − −− ≤ 。 

 

 
Figure 1. Performance comparison of A-ILSTAC and ILSTAC algorithms under different penalty functions 
图 1. 不同惩罚函数下 A-ILSTAC 与 ILSTAC 算法性能比较 
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第一个实验旨在比较 A-ILSTAC 和 ILSTAC 算法的数值性能。图 1 显示，A-ILSTAC 算法比原始

ILSTAC 收敛更快，并能获得更精确的解。这验证了在稀疏优化中，Nesterov 加速技术在 ILSTAC 框架下

具有加速能力，并能收敛到近似真实解。 
 

 
Figure 2. Performance comparison of A-ILSTAT and ILSTAT algorithms under different penalty functions 
图 2. 不同惩罚函数下 A-ILSTAT 与 ILSTAT 算法性能比较 

 
第二个实验旨在比较 A-ILSTAT 和 ILSTAT 算法的数值性能。图 2 显示，相比与 ILSTAT，A-ILSTAT

精确度更高，收敛速率更快。这表明 Nesterov 加速不仅提高了收敛速度，还增强了算法的稀疏恢复能力。 

6. 总结 

本文将 Nesterov 加速策略融入非凸稀疏优化的统一 ITA 框架中。在有限收缩阈值算子的统一基础

上，本文设计了两种新型 Nesterov 加速迭代算法：Nesterov 加速的迭代有限收缩阈值算法(带延拓技术) 
(A-ILSTAC)和 Nesterov 加速的迭代有限收缩阈值算法(带截断技术) (A-ILSTAT)。在 RIP 假设下，证明了

A-ILSTAC 的输出在与噪声水平成比例的容差范围内逼近于(1)的近似真稀疏解，并且 A-ILSTAT 生成的

序列以几何速率收敛于(1)的近似真稀疏解。数值结果表明，Nesterov 加速技术能有效加速算法收敛，提

升精确度，使算法具有更强的稀疏恢复能力。 
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