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摘  要 

随着科技的发展，MEMS技术在军民应用中越来越广泛。其中，梳齿驱动器是MEMS中最重要的一种器

件。本文旨在介绍带调谐的梳状指尖MEMS模型的存在性及稳定性的研究方法。 
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Abstract 
With the development of technology, MEMS technology is becoming increasingly widespread in mil-
itary and civilian applications. Among them, comb drive is the most important device in MEMS. This 
article aims to introduce the research methods for the existence and stability of a comb-drive finger 
MEMS model with tuning. 
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1. 引言 

微机械电子系统(Micro Electromechanical System, MEMS)是利用集成电路(IC: Integrated Circuit)制造

技术和微加工技术(Micro-fabrication)把微结构、微传感器、微执行器、控制处理电路甚至接口、通信和电

源等制造在一块或者多块芯片上的微型集成系统，已经广泛应用于传感器[1] [2]、生物医学[3]-[6]、通信

[7]-[9]、纳米技术[10]等社会和经济领域，对人们的生活产生了深远的影响[11]。 
在 MEMS 谐振器中，梳齿式谐振器是最早被研究出来的，由于其能实现机械能和其他能量之间的

转换，并且可以产生较大的振动幅值，所以广泛应用于各个领域，如汽车安全气囊[12]、小卫星[13]、
磁头驱动器[14]等。在这些产品中，MEMS 研究领域受到普遍重视。另外，根据激励方式不同，梳齿

式谐振器可以分为静电驱动式[15]-[17]、压电驱动式[18]、磁驱动式[19]等类型，静电驱动式就是在谐

振器的驱动端施加静电力，利用梳齿指尖电荷的库仑力作为驱动力，使得梳齿结构相互吸引或排斥而

运动起来，静电驱动式是 MEMS 中应用最广泛、最典型的驱动方式。在这种谐振器的运作中，器件可

能表现为非线性振动，而研究器件振动的周期解的存在性和稳定性对于设备稳定且高效的运行至关重

要。 
本文所介绍的带调谐的梳状指尖 MEMS 模型正是上述静电式谐振器的一种。在[20]中已经给出两类

静电式梳状谐振器研究，分别是具有线性刚度的梳状驱动器[21]和具有三次非线性刚度的梳状驱动器

[22]。这两类驱动器的周期解的存在性和稳定性的研究[21]-[24]相较于带调谐的梳状指尖驱动器的存在性

及稳定性的研究[25]更为完善。带调谐的梳状指尖 MEMS 模型与[20]中的两类模型的不同之处在于：带

调谐的梳状指尖 MEMS 中除具有线性刚度系数和三次非线性刚度系数外，还具有可调线性刚度系数和可

调非线性刚度系数，[20]中的两类模型仅分别具有线性刚度系数和非线性刚度系数。 

2. 模型介绍 

带调谐的梳状指尖 MEMS 模型具有非交叉指状电极，对此类模型在参数激励下的动力学行为、混沌

的存在以及非线性对参数共振行为的影响已有相当多的研究[26]-[34]。此外，有一些带调谐的梳状指尖

MEMS 设备可以通过参数共振用作质量传感器和频率滤波器，并且对动力学进行数学分析的最常用方法

是振动法和数值法。 
关于本文所考虑的 MEMS 谐振器是由一个可移动的骨干组成，它连接到各种扰曲和一对非交叉的梳

状驱动器上，每当施加电压信号时，它们就会驱动设备。因此，振荡器的运动是由骨干的位移来描述的，

作用在它上面的力是由弯曲产生的弹性恢复力、来自非交叉梳状驱动器的静电力与主要来自空气动力的

耗散效应(通常很小)。 
注意这里的弹性恢复力是由位移的三次函数来描述的，它引入了线性和三次非线性机械刚度系数。

此外，由于有些参数激励装置具备两组独立的梳状驱动器：一组使用直流输入电压用于调谐，另一组使

用交流输入电压，组合静电驱动力也可以通过位移的三次函数精确描述。因此，我们得到一对线性和三

次非线性静电刚度，每一对都与相应的一组梳状驱动器相关。事实上，刚度系数可正可负，这取决于梳

状指尖电极的对齐方式和几何形状[27]-[29]，这是一个可以产生不同功能配置的有趣且独特的特性。图 1
中我们给出所考虑设备的结构图。 
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Figure 1. Comb-drive MEMS model with tuning 
图 1. 带调谐的梳齿驱动 MEMS 模型 

 
下面，给出归一化的非线性 Mathieu 方程，该方程对带调谐的梳状指尖 MEMS 谐振器的机械响应进

行建模，后面将忽略阻尼效应。令    x 表示穿梭质量块在归一化时间    t 内的归一化位移，于是无阻尼模型

为[25] [35]： 

( )( ) ( )( ) ( )31 cos 1 cos 0 1x t x t xβ δγ ζ δη   + + + Ω + + + Ω =     

这里 

( )2 22 2 22
0 3 30 010 0 0 31

1 1 1 1

1 , , , A AA A
x k r Vr V x r Vr V

k k k k
β ζ γ η

+
= + = = =  

0x 是穿梭质量块的长度， 1k 和 3k 分别是线性和三次非线性刚度系数， 10r 和 30r 分别是当提供幅值为

0V 的直流输入电压时，直流受激指状电极产生的线性和三次非线性静电系数， 1Ar 和 3Ar 分别是当提供幅

值为 AV 、频率为Ω 的平方根余弦交流输入电压( ( ) ( )1 cosACV t V t= + Ω： )时，交流受激指状电极产生的线

性和三次非线性静电系数。 

3. 研究现状 

近年来，对于梳齿式谐振器模型的周期运动的研究越来越多。对[20]中的两类模型周期解的存在性和

稳定性已较为完善，尤其是对两类模型周期解的存在性研究，均分别采用打靶法和全局延拓法对其进行

了证明[23]-[27]。而对于带调谐的梳状指尖 MEMS 模型周期解的存在性与稳定性的研究，仅在[25]中给

出。 

3.1. 带调谐的梳状指尖 MEMS 模型中周期解的存在性 

对带调谐的梳状指尖 MEMS 模型中周期解的存在性的研究理论基础主要是奥尔特加原则[25]，奥尔

特加原则被广泛应用在系统周期解的存在性研究中[23] [25] [36]。在[25]中给出了方程(1)的奇对称周期解

存在性，证明方法依赖于奥尔特加原则但又与之不同，[25]中将它称为对偶变分原则，两种方法的不同主

要体现在两个方面：第一是使用条件上的不同，在奥尔特加原则中指出在形如下式的变分方程： 

( ) ( ), 0 2x xD t x+ =  

中需要满足对任意    t R∈ 且   0x ≠ 时有 ( ) ( )  ,0 ,D t D t x< 才可进一步判断是否可以得到结论，而这里使用的

对偶对分原则不再满足上述不等式，而是满足对任意    t R∈ 且 0x ≠ 时有 ( ) ( ),0 ,D t D t x> ；第二是结论上

的不同，在奥尔特加原则中得到的解的零点数量是有上界的，而在对偶变分原则中解的零点数量是有下

界的，不再有上界。对偶变分原则与 Ortega 原则的两处不同根源在于系统中 ( ),D t x 特征不同。在[25]中
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得出结论采用了下面的定理，也即对偶变分原则的主要内容。 
定理 3.1 令   0, 0m N> ≥ 是两个整数，考虑方程(2)中的 ( ),D t x 满足： 
(H1) ( ) ( ) ( ), , ,D t x D t x D t x− ≡ ≡ −  
(H2) ( ) ( ),0 , ,D t D t x t R< ∀ ∈ ，且 0 ˆ0, 2m mx vν≠ + ≤ < ∞  
如果 

0 ˆ1 1m mN vν + ≤ ≤ − ， 

则至少存在一个(2)的mT -周期解 ( ),  m Nx t 在 0,
2

mT 
 
 

上恰有 N 个零点( 0 ˆ,m mvν 的具体含义见[25])。 

带调谐的梳状指尖 MEMS 模型恰有方程(2)的形式，因此其周期解的存在性的证明即随该定理的完

成而完成，下面对该定理的证明思路进行总结。该定理的证明分为 5 步完成，第一步中通过构造函数 

( ) ( ),
v

x t v
f t

v
= 并且结合 1C 收敛定理计算了当   0v +→ 时解的零点数量；第二步中由 Sturm 比较定理得到 

mv 的一个下界；第三步中通过构造集合 ,
ˆ

m NΩ 结合变分原理得到 mv 的下确界；第四步中通过 mv 的下界得

到解 ( ),ˆ, m Nx t ω 在半个周期内的零点数量；最后一步中指出上述系统的解 ( ),ˆ, m Nx t ω 也是与其相关的狄利

克雷问题的解，也即指出系统(2)的解和与其相关的狄利克雷问题的解之间的等价性。 

3.2. 带调谐的梳状指尖 MEMS 模型中周期解的稳定性 

对方程(1)中稳定性的研究基础来源于对 Sitnikov 系统中周期解稳定性的研究方法[37] [38]。在这两

篇文章中对一类二阶拉格朗日方程的周期解的稳定性进行了研究：通过希尔方程稳定性相关理论，求出

其相应的T -庞加莱矩阵的迹在参数 0δ = 时导数的表达式并判断其符号。[38]中分别给出了奇对称周期解

和偶对称周期解的相应的T -庞加莱矩阵的迹在参数 0δ = 时导数的表达式，这为判断梳状指尖 MEMS 模

型的周期解的稳定性奠定了重要基础。在[25]中仅根据此方法给出(1)的奇 ( )2,1 -周期解的稳定性，并依此

得出系统(1)存在双稳定区域的结论。在文章[25]的最后指出：有望通过[36]中的方法得到(1)的奇 ( )  2 ,1n -
周期解的稳定性，但目前尚未有研究得到此结果。 

4. 总结 

一方面，针对带调谐的梳状指尖 MEMS 模型周期解的存在性仅有采用对偶变分原则研究的过程，或

许也可以通过延拓法对其进行证明；其次，由于[39]中给出的是奥尔特加原则是针对奇周期解的，故在[25]
中给出的仅是奇周期解的存在性。在[36]中给出了偶周期解的奥尔特加原则，据此可以得到(1)的偶周期

解的存在性。 
另一方面，针对带调谐的梳状指尖 MEMS 模型周期解的稳定性仅有奇 ( )2,1 -周期解的稳定性，奇

( )  2 ,1n -周期解的稳定性研究尚未展开。 
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