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摘  要 

矩阵平方根在数学的很多领域中都有广泛的应用。为了探讨M-矩阵平方根的数值算法，提出了一类不动

点迭代法计算正则M-矩阵的平方根，并对其收敛性进行了分析。该方法的可行性已通过数值实验进行了

验证，且在一定条件下优于现有的若干算法。 
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Abstract 
The square root of matrix has a wide range of applications in many fields of mathematics. In order 
to explore the numerical algorithms for the square root of an M-matrix, a class of fixed-point itera-
tion method for computing the square root of a regular M-matrix is proposed, and the convergence 
of these methods is analyzed. The feasibility of this method has been theoretically analyzed and 
verified through numerical experiments, and under certain conditions, it outperforms several ex-
isting algorithms. 
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1. 引言 

设矩阵 n nA R ×∈ ，若存在 n nX R ×∈ ，满足方程 
2X A= ，                                    (1.1) 

则称 X 为矩阵 A 的平方根。矩阵平方根在广义特征值问题、微分方程边值问题、非线性矩阵方程的求解、

矩阵对数的计算等方面都有应用[1]-[4]。 
对于矩阵平方根的相关内容，很多学者进行了讨论。在理论上，学者们除了对一般矩阵平方根展开

了深入研究，对于特殊的矩阵，如 M-矩阵[5]、对角元为正的 H-矩阵[6]、中心对称矩阵[7] [8]、循环矩阵

[9]等，其平方根也有研究。在数值算法中，经典的求解矩阵平方根的方法有 Schur 方法[10] [11]，它基于

矩阵的 Schur 分解，而 Schur 分解最初是用来研究矩阵特征值和特征向量的。然而，矩阵规模在实际应用

中不断扩大，Schur 方法等逐渐出现了弊端。在应用场景中，大规模矩阵计算时间长，难以满足实时性等

要求。为解决这些方法的不足，迭代算法应运而生[12]-[16]。这类算法通过多次迭代逐步逼近矩阵的平方

根，简化了计算过程，提高了计算效率。人们应用牛顿法计算矩阵的平方根[17]，牛顿法具备了二次收敛

的数学性质，然而牛顿法的计算量太大且稳定性较差。文献[18]提出了新的平方根公式，数值稳定性优于

传统公式，设计了结构化牛顿迭代，大幅降低了计算成本，但对比方法不够全面。近年来，人们又提出

了一些方法，如 DB 算法、CR 算法、梯度网络神经法、Zolotarev 法等[19]-[22]。文献[23]提出一类不精

确迭代解法，还衍生出有限步不精确的不动点迭代法，计算时间大幅减少，相对误差仍满足精度要求。

文献[24]利用了二次矩阵方程理论，提出了一种不动点迭代法，该算法具有保结构、适定的特点。然而，

这类算法也存在着一些问题，比如当矩阵条件数较大时，计算的稳定性会显著下降。尤其是矩阵接近奇

异时，计算误差可能会急剧增大，在实际应用中可靠性不足。因此需要人们继续研究新的算法。 
M-矩阵是矩阵理论和数值分析中的一类重要矩阵。文献[5]讨论了 M-矩阵平方根的存在性、唯一性

和计算方法，这些结果为相关领域的应用提供了新的方法。文献[2] [5]提出了一种称为二项式迭代的简单

迭代方法以计算 M-矩阵 ( )A s I C= − 的平方根，如下所示 

( )2
1 0

1 , 0
2k kP C P P+ = + =                                 (1.2) 

文献[2]中的收敛性分析显示，二项式迭代呈现出单调收敛的特性，能够保持结构不变，并且在大多

数情况下展现出线性收敛速率。但是该方法存在一定的局限性，有时候收敛速度较慢，特别是矩阵规模

较大时。 
为此，本文对于如何计算正则 M-矩阵的平方根，提出了一类不动点迭代法。该方法通过构造迭代格

式，利用 M-矩阵的结构特性，旨在实现更快的收敛速度和更高的计算精度。后面的内容将介绍该迭代法

的理论基础、收敛性分析、数值实验，为正则 M-矩阵平方根的计算提供更有效的解决方案，推动相关领
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域的进一步发展。 

2. 预备知识 

下面将阐述本研究采用的数学符号、Z-矩阵和 M-矩阵定义和性质。 
用 m nR × 表示所有 m n× 维实数矩阵的集合，符号 A B⊗ 表示两个矩阵 A 和 B 的 Kronecher 积，向量

( )vec A 表示矩阵的 A 列向量形式，矩阵 A 的谱半径表示为 ( )Aρ ， I 表示 n 阶单位矩阵。 
设 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ ，若对于所有的 i j≠ ，都有 0ija ≤ ，则称 A 为 Z-矩阵。对于 Z-矩阵 A ，若存在一

个非负矩阵 B ，满足 A sI B= − 且 ( )s Bρ≥ ，则称 A 为 M-矩阵，其中 ( )Bρ 表示矩阵 B 的谱半径。特别

地，若 ( )s Bρ> ，则称 A 为非奇异 M-矩阵；若 ( )s Bρ= 则称 A 为奇异 M-矩阵。 
引理 2.1 [25] 设 n nA R ×∈ 为 Z-矩阵，则下面几个结论是等价的： 
(1) A 是非奇异 M-矩阵； 
(2) 1 0A− ≥ ； 
(3) 存在正向量 0v > ，使得 0v > ； 
(4) A 的特征值都具有正实部。 
定义 2.1 [26]设 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ 为 M-矩阵，如果存在一个正向量 0u > ，使得 0Au ≥ ，则称矩阵 A 为

正则 M-矩阵。 
很容易证明，所有非奇异 M-矩阵和不可约奇异 M-矩阵都是正则 M-矩阵。此外，对于任意 Z-矩阵

A ，如果存在 0Au ≥ 对于某个正向量 0u > 成立，则 A 也是正则 M-矩阵。 
关于正则 M-矩阵的平方根，文献[27]中得到如下结论。 
引理 2.2 [27]设 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ 为正则 M-矩阵，则 A 存在平方根，而且该平方根也是一个正则 M-矩
阵。 

3. 一类不动点迭代法 

在本部分，主要提出了一类不动点迭代法，并对其收敛性进行了分析。 
设矩阵 n nA R ×∈ 是正则 M-矩阵，令 X D Y= − ，其中 

1

n

d
D

d

 
 =  
 
 

 ， 0id > ， 

代入(1.1)式可得如下方程 
2 2 0Y DY YD D A− − + − = ，                             (3.1) 

这里我们选取 i iid a≥ ，此时 2D A− 是非负矩阵。 
下面研究方程(3.1)最小非负解的存在性。设 0α > 是一个给定的参数，由(3.1)式可得如下方程 

( ) ( )2 2Y Y I D D A I D Yα α+ − + − = + ， 

选取参数使得 max iiDα ≥ ，此时 I Dα + 可逆且 2D A− 是非负矩阵，因此可将上式整理为如下不动点格式 

( ) ( )1 2 2
1k k kY I D Y Y I D D Aα α−
+  = + + − + −  ， 0 0Y = 。              (3.2) 

我们有下面的结论。 
引理 3.1：设 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ 为正则 M-矩阵，则由迭代式(3.2)得到的序列{ }kY 是适定的，且单调递增

有上界。 
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证明：显然序列{ }kY 适定。另外，由数学归纳法我们能够证明 
(i) 序列{ }kY 单调递增，即 10 k kY Y +≤ ≤ ， 0k ≥ 。 
当 0k = 时， ( ) ( )1 2

0 10Y Y I D D Aα −= ≤ = + − ，结论成立。 
假设对任意的 1k ≥ ， 1k kY Y −≥ 成立，则 

( ) ( ) ( )( )1 2 2
1 1 1k k k k k kY Y I D Y Y Y Y I Dα α−
+ − −

 − = + − + − − ， 

因为 1k kY Y −≥ 及 0I Dα − ≥ ，得 1 0k kY Y+ − ≥ 。故{ }kY 单调递增。 
(ii) 序列{ }kY 存在上界。因为 A 是正则 M-矩阵，那么一定存在一个向量 0u > ，且 0Au ≥ 。在下文

中，对任意的 0k ≥ ， kY u Du≤ 。当 0k = 时，结论显然成立。假设 1kY u Du− ≤ 成立，则 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 2

1 2

kY u I D D u D I D u D u

I D D D u

Du

α α

α α

−

−

 ≤ + + − + 

= + +

=

 

所以，对任意 0k ≥ ， kY u Du≤ 。 
定理 3.1：设 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ 为正则 M-矩阵，则方程(3.1)存在最小非负解Y ，且 X D Y= − 也是正则

M-矩阵。此外， X D Y= − 是 A 的平方根。 
证明：由引理 3.1，迭代式(3.2)生成的序列{ }kY 适定，且单调递增有上界，因此存在极限 lim kk

Y Y
→∞

= 。 
在迭代式(3.2)两边取极限，可知Y 是方程(3.1)的解，且 0Y ≥ 。若存在另一个非负解 0Z ≥ ，通过上述

引理可知 kY Z≤ 对所有 k 成立，所以Y Z≤ 。因此Y 是(3.1)式的最小非负解。 

由上述引理知 kY u Du≤ ，取极限可得Yu Du≤ ，所以 
( ) 0D Y u Du Yu− = − ≥ ， 

因此 D Y− 是正则 M-矩阵。又 ( )2D Y A− = ，即 D Y− 是 A 的平方根。证毕。 
通过上面的分析，当方程(1.1)中的矩阵 ( ) n n

ijA a R ×= ∈ 是一个正则 M-矩阵时，矩阵 A 存在 M-矩阵平

方根，且该平方根也是一个正则 M-矩阵。为了有效地求解方程(3.1)，根据方程的特殊形式，我们将(3.1)
进行改写，可得到如下的迭代法 

2 2
1 1k k kDY Y D D A Y+ ++ = − + ， 0 0Y = 。                      (3.3) 

注：由于方程(3.1)存在最小非负解，根据解的唯一性，我们能发现 D 并不影响最终结果。结合 D 的

对角元 iiD ，要求 max iiDα ≥ ，一方面能保证 I Dα + 可逆，避免分母为零的奇异问题，另一方面结合 2D A−

非负，为迭代式(3.2)的构造提供了理论支撑。而参数α 本质是理论推导的辅助工具，用于证明格式的合

理性。同时，α 的最优取值已隐含在max iiD 中，舍弃后不影响算法的收敛性和结果准确性，实际迭代简

洁高效。 
完整的算法格式如下： 
算法 3.1：一类新的不动点迭代法(NFP) 
步骤 1. 确定对角矩阵 D ，满足 i iid a≥ ； 
步骤 2. 初始化 0 0 n nY R ×= ∈ ； 
步骤 3. 对于 0,1,2,k = ，直至序列{ }kY 收敛，按照下面的迭代格式进行计算 

2 2
1 1k k kDY Y D D A Y+ ++ = − + ； 

步骤 4. 令 X D Y= − ，其中 lim kk
Y Y

→∞
= ； 

该迭代法的运算量大约为 32n 。 
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引理 3.2：设 n nA R ×∈ 是正则 M-矩阵，对任意 0k ≥ ，由迭代法(3.3)生成的序列{ }kY 满足下列不等式 

10 k kY Y Y+≤ ≤ ≤ 。                                 (3.4) 

证明：下面，采用数学归纳法证明。 
当 0k = 时，由(3.3)式，可得 

2
1 1DY Y D D A+ = − ，                               (3.5) 

因为 2D A− 是非负矩阵，显然 0 10 Y Y= ≤ ，又由于 
2 2 0Y DY YD D A− − + − = 。                            (3.6) 

整理(3.5)式与(3.6)式，可知 

( ) ( ) 2
1 1D Y Y Y Y D Y− + − = − ， 

上式 2 0Y− ≤ ，因此 1Y Y≤ 。于是当 0k = 时，结论成立。 
假设当 1k l= − 时结论成立，则 10 l lY Y Y−≤ ≤ ≤ 。 
(i) 若 lY Y≤ ，由迭代法(3.3)可知 

2 2
1 1l l lDY Y D D A Y+ ++ = − + ，                            (3.7) 

将(3.6)式代入(3.7)式，可得 

( ) ( ) 2 2
1 1l l lD Y Y Y Y D Y Y+ +− + − = − ， 

又因为 2 2 0lY Y− ≥ ，所以 1lY Y+ ≤ 。 
(ii) 若 1l lY Y− ≤ ，将(3.7)式代入下列等式 

2 2
1l l lDY Y D D A Y −+ = − + ， 

可得到 

( ) ( ) 2 2
1 1 1l l l l l lD Y Y Y Y D Y Y+ + −− + − = − 。 

又因为 2 2
1 0l lY Y −− ≥ ，所以 1l lY Y +≤ 。因此，当 k l= 时结论成立。 

所以，(3.4)式对任意 k N ∗∈ 都成立。 
定理 3.2：设 n nA R ×∈ 是正则 M-矩阵，则由迭代法(3.3)生成的序列是{ }kY 适定的，且单调递增收敛于

Y 。 
证明：显然序列{ }kY 适定。由引理 3.2 可知，序列{ }kY 单调递增且有上界，从而存在一个非负矩阵

Y ∗，使得 lim kk
Y Y ∗

→∞
= 。由引理 3.2，我们知道Y Y∗ ≤ 。另一方面，取(3.3)式极限，Y ∗是(3.1)式的一个解，

因此Y Y ∗≤ ，所以Y Y ∗= 。 
定理 3.3：设 n nA R ×∈ 是正则 M-矩阵，则迭代法(3.3)生成的序列{ }kY 的收敛率 R 满足 

( ) ( )1 2R I D D I I Yρ − = ⊗ + ⊗ ⊗   

其中 ( )ρ • 是矩阵的谱半径。 
证明：从引理 3.2，可知 

( ) ( ) ( )2 2
1 12k k k kD Y Y Y Y D Y Y Y Y Y− −− + − = − ≤ − ， 

对其向量化，可得 

( ) ( ) ( ) ( )12k kI D D I vec Y Y I Y vec Y Y −⊗ + ⊗ − ≤ ⊗ − ， 
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所以有如下不等式 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

1
0

2

2

k k

k

vec Y Y I D D I I Y vec Y Y

I D D I I Y vec Y Y

−
−

−

− ≤ ⊗ + ⊗ ⊗ −

≤

 ≤ ⊗ + ⊗ ⊗ − 

 ， 

对上述不等式的两边取 k 次方根并利用范数的性质进一步简化，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 11
02

kkk k
kvec Y Y I D D I I Y vec Y Y− − ≤ ⊗ + ⊗ ⊗ −  ， 

对上式两边取极限可得 

( ) ( ) ( )
1

1 1lim lim 2
kkk

kk k
vec Y Y I D D I I Y−

→∞ →∞
 − ≤ ⊗ + ⊗ ⊗  ， 

则 ( ) ( )1 2R I D D I I Yρ − = ⊗ + ⊗ ⊗  。 
推论 3.1：设 n nA R ×∈ 是正则 M-矩阵，若 1 2D D≤ ，则对应的收敛率 R 满足 1 2R R≤ ，且 2D A− 是非负

矩阵。 
证明：因为 ( )1 2, , , nD diag d d d=  ，则 

( ) , 1

n
i j i j

I D D I diag d d
=

⊗ + ⊗ = + ， 

其逆为 

( ) 1

, 1

1
n

i j i j

I D D I diag
d d

−

=

 
⊗ + ⊗ =   + 

。 

而 2I Y⊗ 为 

( )2 2 ,2 , , 2I Y diag Y Y Y⊗ =  。 

因此 

( ) ( )1

, 1

22
n

i j i j

YI D D I I Y diag
d d

−

=

 
⊗ + ⊗ ⊗ =   + 

， 

即 

,

2max
i j

i j

YR
d d

ρ
 

=   + 
。 

因为
2

i j

Y
d d+

的谱半径严格减小。所以 1 2D D≤ 时， 1 2R R≤ 。 

根据推论 3.1， D 的选择对 R 有直接影响，在确保选 D 满足 i iid a≥ 且 id 是正数的前提下，选择较

小的 D 有助于提高收敛速度，即降低收敛率 R 。因此，在实际应用中，如果 A 的对角元素存在零值，可

通过给 id 加上一个很小的正数 ε ，避免影响计算的可行性。 

4. 数值实验 
在本部分，我们通过一些数值实验来验证新方法的可行性和有效性。我们将新方法称作(NFP)，与文
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献[24]中的方法(FP)、文献[2]中的二项式迭代法(BI)、文献[17]中的方法(NM)进行对比性分析。每次实验

的数值结果涵盖了迭代次数(IT)，CPU 时间(秒)和残差(Res)，其中残差定义为

2

RES
X A

A
∞

∞

−
= 。所有实

验均在 MATLAB (R2023b)环境中运行，迭代过程在满足 6RES 10−< 的条件下终止。 
例 4.1：本例考虑一个可约奇异的 M-矩阵 

2 1 1
1 2 1

0 0 0
A

− − 
 = − − 
 
 

， 

A 的平方根为(保留小数点后四位) 

1 2

1.3660 0.3660 1.0000
0.3660 1.3660 1.0000

0 0 0
A

 
 =  

−



−



−
−


， 

数值结果见表 1。 
 
Table 1. Numerical results 
表 1. 数值结果 

方法 IT CPU RES 

FP 1407 0.0034 9.9886e−07 

BI 1406 0.0024 9.9886e−07 

NM 10 0.0009 4.7684e−07 

NFP 12 0.0008 9.1411e−07 

 
例 4.2：本例考虑一个不可约奇异的 M-矩阵 

1 1 0
1 2 1

0 1 1
A

− 
 = − − 
 − 

， 

A 的平方根为(保留小数点后四位) 

1 2

0.7893 0.5767 0.2107
0.5767 1.1553 0.5767
0.2107 0.5767 0.7893

A
− −

− −
 
 = 

−
 −



， 

数值结果见表 2。 
 
Table 2. Numerical results 
表 2. 数值结果 

方法 IT CPU RES 

FP 1407 0.0129 9.9886e−07 

BI 1406 0.0043 9.9886e−07 

NM 10 0.0137 4.7684e−07 

NFP 1197 0.0071 9.9952e−07 
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例 4.3：本例考虑通过以下方式随机生成阶数为 n 的非奇异 M-矩阵 

( ),a rand n n= ； ( ) ( )( )1: ,1A diag n diag a ones n a= + ∗ − ； 

在这个例子中， 500,1000,2000,3000n = ，结果汇总在表 3。 
 
Table 3. Numerical results 
表 3. 数值结果 

n 方法 IT CPU RES 

500 

FP 21 0.8053 8.8339e−07 

BI 20 0.5981 7.3388e−07 

NM 4 3.1703 9.4232e−08 

NFP 11 0.4602 5.0892e−07 

1000 

FP 21 2.1244 7.9827e−07 

BI 20 2.0917 7.7423e−07 

NM 4 10.1250 9.8515e−08 

NFP 11 1.6406 5.2192e−07 

2000 

FP 21 13.2126 7.7021e−07 

BI 20 12.5086 7.7103e−07 

NM 4 62.4396 9.5061e−08 

NFP 11 9.9054 5.1945e−07 

3000 

FP 21 43.8889 8.0102e−07 

BI 20 38.9251 7.8451e−07 

NM 4 197.3620 9.8864e−08 

NFP 11 33.7662 5.2201e−07 

 
例 4.4：本例考虑不可约非奇异的 M-矩阵 

1 1
1 2

1

A

n

− 
 − =
 
 

− 

 

， 

在这个例子中， 500,1000,2000,3000n = ，结果汇总在表 4。 
 
Table 4. Numerical results 
表 4. 数值结果 

n 方法 IT CPU RES 

500 

FP 193 3.3364 9.8065e−07 

BI 192 3.3265 9.8065e−07 

NM 7 2.7580 8.4662e−08 

NFP 3 0.0791 3.8452e−07 
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续表 

1000 

FP 193 3.2891 9.8065e−07 

BI 192 3.0727 9.8065e−07 

NM 7 2.8716 8.4662e−08 

NFP 3 0.0906 3.8452e−07 

2000 

FP 254 25.2435 9.9721e−07 

BI 253 25.6135 9.9721e−07 

NM 8 18.4265 3.6988e−10 

NFP 3 0.5578 1.9220e−07 

3000 

FP 298 86.4473 9.7858e−07 

BI 297 86.0821 9.7858e−07 

NM 8 52.1373 4.8240e−09 

NFP 3 1.5002 1.2812e−07 

 
由表 1~4 可知，对于不同阶数的 n ，四种方法均满足精度要求的结果，但新方法的迭代次数和运行

时间明显少于文献[2]、文献[17]、文献[24]。通过上述 4 个例子，我们能够得出新方法的可行性和有效性，

且在一定条件下优于现有的若干算法。 

5. 小结 

本文研究了 M-矩阵平方根的数值算法，提出了一类的不动点迭代法用来计算正则 M-矩阵的平方根。

在构造迭代格式的基础上，证明了迭代序列的适定性、单调性和收敛性。数值实验结果验证了方法的正

确性，并且在一定情况下该方法的收敛速度更快。 
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