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摘  要 

物理信息神经网络(PINN)作为将物理定律与深度学习相结合的新型计算方法，受到广泛关注。物理信息

神经网络的应用已初显成效，但如何提高其有限的精度仍是PINN面临的重大挑战。自适应损失平衡物理

信息神经网络(lbPINN)通过建立高斯概率模型，为每个损失项设置自适应权重来定义自适应损失函数，

解决了传统物理信息神经网络在求解偏微分方程时面临的损失函数权重分配难题。本研究通过应用PINN
和lbPINN两种算法系统求解一维热传导方程、二维泊松方程、一维线性对流方程及一维电报方程，数值

实验表明lbPINN相比于经典的PINN表现出更优的性能，相对L2误差有不同程度的降低，证实了lbPINN
在求解这几类偏微分方程中表现出更高的精确度和有效性。 
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Abstract 
Physics-Informed Neural Networks (PINN), as a novel computational method integrating physical 
laws with deep learning, have garnered widespread attention. While PINN have demonstrated initial 
successes in applications, improving their limited accuracy remains a significant challenge. The Self-
adaptive Loss Balanced Physics-Informed Neural Networks (lbPINN) addresses the difficulty of loss 
function weight allocation in solving partial differential equations faced by traditional PINN by estab-
lishing a Gaussian probability model and assigning adaptive weights to each loss term, thereby defin-
ing an adaptive loss function. In this study, both PINN and lbPINN algorithms were systematically ap-
plied to solve the one-dimensional heat equation, and one-dimensional telegraph equation. Numeri-
cal experiments show that, compared to the classical PINN, lbPINN exhibits superior performance, 
with varying degrees of reduction in relative L2 errors. This confirms that lbPINN demonstrates 
higher accuracy and effectiveness in solving these classes of partial differential equations. 
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1. 引言 

偏微分方程(Partial Differential Equation, PDEs)是数学中极其重要的一种方程，其涉及未知多变量函

数以及关于这些变量的偏导数。偏微分方程用来描述物理世界中的连续变化现象，如热传导[1]、声波传

播[2]、电磁场变化[3]等，但 PDE 本身的性质，使得很难求出其精确解，甚至没有精确解。因此，PDEs
的数值求解就凸显得十分重要，在传统数值算法求解如有限差分方法[4] [5] (Finite Difference Method, 
FDM)和有限元方法[6] [7] (Finite Element Method, FEM)中，通常需要我们建立网格来辅助计算差分。 

近年来，随着科学机器学习[8]以及自动微分技术[9] [10]的不断发展，人工神经网络等深度学习技术

已在求解 PDEs 中得到了广泛的研究和应用。神经网络求解 PDEs 的基本原理主要是利用其强大的函数逼

近能力[11]，将 PDEs 的求解转化为一个优化问题。近年来，物理信息神经网络[12] (Physics-Informed Neural 
Networks, PINN)的成功应用标志着科学计算领域内求解偏微分方程的一种新方法，在求解 PDEs 的效率

性和准确性引起了广泛关注。PINN 的核心思路是在神经网络框架中将数学物理方程嵌入，利用损失函数

的最小化过程，不断迭代更新神经网络的权重和偏置，使得通过神经网络得到的求解结果更加接近真实

的物理现象，而且其损失函数通过软约束将 PDEs 作为唯一解，并非依赖大数据来确定关系，PINN 能够

在更短的时间内构建网络来解决 PDEs 问题。然而，如何提高其有限的精度仍是 PINN 面临的重大挑战。

因此，为了弥补这一差距，PINN 的改进版本不断涌现[13]-[15]。 
为了更好地提高 PINN 算法的性能，对于激活函数和采样方法出现了各种类型的改进方法，例如特

殊激活函数[16] [17]、残差点的自适应采样[18]等。自适应损失平衡物理信息神经网络[19] (Self-adaptive 
Loss Balanced Physics-Informed Neural Networks, lbPINN)在普通物理信息神经网络的基础上，通过建立高

斯概率模型，基于多元高斯分布的极大似然估计设计了权重自适应调节算法，旨在自动调整损失函数中
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各部分损失项的比例，使用自适应权重参数集合来确定损失的不确定性。在训练过程的每次迭代中自动

更新每个损失项的权重，降低手动调节权重的难度。 
本文我们将 PINN 算法和 lbPINN 算法应用到求解几类偏微分方程，并对比两种算法的性能。第二节

将回顾 PINN 算法和 lbPINN 算法的主要思想以及自动微分算法，给出两种算法求解 PDEs 的参数限定和

运行步骤；第三节展开数值实验，应用两种算法分别对一维热传导方程、二维泊松(Poisson)方程、一维线

性对流方程及一维电报方程进行求解，对比两种算法在数值精度、物理约束满足的综合性能，验证对比

两种算法的有效性和稳定性；第四节总结算法优缺点，并提出 lbPINN 算法潜在的应用前景。 

2. 算法基本原理 

2.1. 物理信息神经网络(PINN) 

物理信息神经网络是一类深度学习模型，用于解决科学计算和工程问题中的偏微分方程。PINN 核心

思想是利用神经网络的强大函数逼近能力来表示 PDEs 的解，将描述物理系统的控制方程作为先验知识，

以软约束的形式嵌入到深度神经网络的训练过程中，无需或仅需少量标注数据即可实现高精度的解估计。

本节详细阐述用于求解偏微分方程的物理信息神经网络框架。 
考虑一个一般形式的偏微分方程，定义在域 dΩ∈ 上，时间区间为 [ ]0,T ： 

 ( ) ( ) ( ) [ ], ; , , , , 0,N x t u x t f x t x t T= ∈Ω×     (1) 

 ( ) ( ) ( ) [ ], ; , , , , 0,B x t u x t g x t x t T∈∂Ω×   =   (2) 

 ( ) ( ),0; ,0 ,I x u x h x x= ∈Ω     (3) 

其中： N 是一个非线性微分算子； ( ),u x t 是我们待求的未知解函数； B 和 I 分别表示边界条件和初始条

件对应的算子； ( ),f x t 为方程非齐次项， ( ),g x t 为边界条件， ( )h x 为初始条件，且均为已知函数。 

2.2. 网络结构与自动微分 

我们构建一个多层前馈神经网络来逼近目标解，我们考虑深度为 L 的前馈全连接神经网络，输入为

时间和空间坐标 ( ),x t ，用 ( )ˆ , ;u x t θ 表示输入 ( ),u x t 的神经网络输出解，其中θ 表示一组网络参数。一般

前馈多层神经网络由一个输入层, 1l − 个隐藏层以及一个输出层组成，神经网络定义为： 

 

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]( )
[ ] [ ] [ ] [ ]( )

1

1

ˆ

ˆ ˆ , 2,3, , 1

ˆ ˆ

l

l l l l

l L L l

u x

u W u b l L

u W u b

σ −

−


=

 = + = −

 = +

   (4) 

式中，σ 为激活函数[20] [21]，通常使用 Tanh、Sigmoid、Softplus 和 Relu 等。 [ ]lW 和 [ ]lb 分别表示第 l 层

的权重和偏置。所有的权重矩阵和偏置向量都可以用一个参数集合 [ ] [ ]{ }
1

,l l

l L
W bθ

≤ ≤
= 来表示。 

自动微分技术是一种介于符号微分和数值微分之间的算法，该计算方法能够精确地计算出可微函数

在某一点的导数值，在反向传播算法过程中得到了广泛应用。自动微分的核心问题是如何计算复杂函数

的导数，通常是指多层复合函数在某一点的导数、梯度，具有极强的计算灵活性，可以完全向使用者隐

藏求导的复杂过程。由于其仅仅是在基本的函数或常量中运用了符号微分法则，因此可以灵活地与编程

语言的循环、分支等结构结合起来。根据链式法则，借助计算图计算出任意复杂函数的导数。 
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2.3. 损失函数设计 

PINN 将物理先验知识整合到损失函数中，以增强数据的信息含量。PINN 的训练通过最小化一个精

心设计的损失函数来实现，该函数将物理规律、边界条件和初始条件统一在一个优化框架内，通常由三 
个损失项组成： 

 ( ) ( ) ( ) ( )total ; ; ; ;f PDE f b BC b i IC iL N L N L N L Nθ λ θ λ θ λ θ= + +   (5) 

式(5)中， { }, ,f b iλ λ λ λ= 为损失函数的权重参数，用于平衡各项损失项的重要性。 PDEL 表示在计算区域内 

部样本点{ }
1

, fNj j
PDE PDE j

x t
=
的偏微分方程的损失，该项强制网络近似解在计算域内部满足控制方程； BCL 表示

在计算区域边界训练点{ }
1

, bNj j
BC BC j

x t
=
的边界条件的损失，该项确保解在边界上满足给定条件； ICL 表示在计

算区域初始训练点{ }
1

, iNj j
IC IC j

x t
=
的初始条件的损失，该项确保解在边界上满足给定条件。 fN 、 bN 、 iN 分 

别是计算区域内部训练点、边界训练点和初始训练点的个数。 PDEL 、 BCL 、 ICL 定义如下： 
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N
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∑

∑

∑

  (6) 

2.4. 训练过程 

网络的训练过程转化为一个优化问题： 
 ( )totalarg mi ;n L N

θ
θ θ∗ =   (7) 

我们通常使用基于梯度的优化算法[22]-[24] (例如 SGD、Adam、L-BFGS 等)来迭代更新网络参数θ 。

在每一步迭代中，计算损失函数关于参数的梯度，并据此更新参数，使得网络预测的解同时满足 PDE 本

身、边界条件和初始条件。训练完成后，网络 ( )*ˆ , ;u x t θ 即可作为偏微分方程的一个连续、可微的近似解。

下面算法 1 总结了 PINN 算法的参数限定和运行步骤： 
 

算法一 物理信息神经网络(PINN) 

参数设定：训练步数为 S，学习率为 rl  

目标：找出参数的最佳模型 

开始 

步骤 1：考虑一个具有初始参数θ 的物理信息神经网络 ( )ˆ , ;u x t θ   

步骤 2：指定训练点 { }, ,f b iN N N N=  

步骤 3：使用梯度下降算法经过 S 步更新参数θ  

循环 从 s = 1 到 s = S 

(a) 根据式(6)定义损失函数式(5) ( )total ;L Nθ   

(b) 通过 Adam 更新参数θ ： 

( )( )1 totalAdam ; ,s s rL N lθ θ+ ←  

结束 
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2.5. 自适应损失平衡物理信息神经网络(lbPINN) 

自适应损失平衡方法的主要思想来源于一篇基于不确定性高斯似然最大化来权衡多任务深度学习中

多个损失函数的论文[25]。基于“多任务深度学习”和“不确定性”的思想，项子学等人[19]提出了自适

应损失平衡物理信息神经网络(lbPINN)。自适应损失平衡方法的主要思想是基于最大化多任务深度学习

问题的不确定性的高斯似然来对多个损失函数进行加权。在普通物理信息神经网络的基础上，加入自适

应损失加权法，在每次训练迭代开始时动态调整单个损失项的相对重要性，确保在没有单个损失分量占

主导地位的情况下实现平衡的优化。物理信息神经网络的自适应损失平衡算法如下： 
首先建立一个输出为 u 的高斯概率模型，其中有 PINN 的输出近似值 ( )ˆ , ;u x t θ 和不确定性参数 ε ： 

 ( )( ) ( )( )2ˆ ˆ, ; , ; ,p u u x t N u x tθ θ ε=   (8) 

考虑输出服从高斯分布，神经网络的不确定性参数通常是固定作为权重衰减的一部分，为了捕获依

赖数据的任意不确定性，将根据最大似然推断来调整不确定性参数。基于最小化目标，模型的负对数似

然为： 

 
( )( )

( )

2
2

12

1ˆ ˆlog , ; ( , ; ) log
2
1 log

2

p u u x t u u x t

L

θ θ ε
ε

θ ε
ε

− ∝ − +

= +
  (9) 

式(9)中， 1L 表示输出变量的损失。我们将式(6)中的损失项代入，则可以得到： 

 
( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

1 1; ; ; ;
2 2

1 ; log
2

PDE f BC b
f b

IC i f b i
i

L N L N L N

L N

ε θ θ θ
ε ε

θ ε ε ε
ε

= +

+ +
  (10) 

式(10)中， { }, ,f b iε ε ε ε= 是可训练的参数， 2
1

2ε
表示损失项的自适应权重，用于平衡不同损失项的重 

要性，称这种具有自适应损失平衡方法的物理信息神经网络为 lbPINN。在训练过程中，lbPINN 同时优化

神经网络参数θ 和自适应权重参数 ε 。 
当一个损失项的 ε 值增加时，其对应的损失权重会减小,这意味着该项的不确定性较高，因此在训练

过程中其重要性会降低。相反，损失权重的增加意味着该项的不确定性较低，其重要性应该增加。以边

界损失 BCL 对应的不确定参数 bε 为例，对 L 关于 bε 求偏导： 

2 3 2
1 1 1log 1

2
BC BC

BC b
b b b bb b b

L LL L ε
ε ε ε εε ε ε

   ∂ ∂
= + = − + = −   ∂ ∂    

 

我们通过 2
BC

b

L
ε

的大小，分三种情况说明 bε 和权重的动态变化： 

情况一：若训练初期 BCL 很大(远大于 2
bε )，此时 2 1BC

b

L
ε
 ，代入偏导数公式得 0

b

L
ε
∂

<
∂

。当梯度为负时，

在梯度下降过程中 bε 会增大，而权重是 2
1

2 bε
， bε 增大将会使得权重减小，边界损失的重要性降低； 

情况二：若训练中后期 BCL 该项损失逐渐收敛，即 BCL 变小，此时 2 1BC

b

L
ε

≈ ，有 0
b

L
ε
∂

≈
∂

， bε 不再剧烈

增长，甚至可能略微减小，这意味着边界损失的不确定性降低，权重趋于稳定，重要性回归合理水平； 
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情况三：若 2
BC bL ε< ，此时 2 1BC

b

L
ε

< ，代入偏导数公式得 0
b

L
ε
∂

>
∂

，当梯度为正时，在梯度下降过程中

bε 会减小，使得权重变大，边界损失的重要性升高。 

这里，我们也可以使用对数方差 { }, ,f b is s s s=  (其中 2logs ε= )来表示，则自适应损失平衡物理信息

神经网络的损失函数可表示为： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1; ; e ; e ;
2 2
1 1e ;
2 2

f b

i

s s
PDE f BC b

s
IC i f b i

L s N L N L N

L N s s s

θ θ θ

θ

− −

−

= +

+ + + +
  (11) 

我们的目标是通过使用基于梯度的优化器[22]-[24]最小化损失 ( ); ;L s Nθ 来找到最佳模型权重值θ ∗

和合适的自适应权重 s∗。下面算法 2 总结了 lbPINN 算法的参数限定和运行步骤： 
 

算法二 自适应损失平衡物理信息神经网络(lbPINN) 

参数设定：训练步数为 S，学习率为 rl ，损失函数权重的初始值为 { }, ,f b iε ε ε ε=   

目标：找到参数为θ ∗ 和权重 ε ∗的最优模型 
开始 

步骤 1：设置一个具有初始参数θ 的物理信息神经网络 ( )ˆ , ;u x t θ   

步骤 2：指定训练点 { }, ,f b iN N N N=  

步骤 3：构建一个高斯概率模型，其均值由 PINN 的输出和参数 ε 给出 

步骤 4：使用梯度下降法经过 S 步将参数θ 和 ε 更新为： 

循环 从 s = 1 到 s = S 

(a) 根据极大似然估计定义加权损失函数 ( ); ;L Nε θ    

(b) 通过 Adam 调整参数 ε ，使满足约束的概率最大化： 
( )( )1 Adam ; ; ,s s s rL N lε ε θ+ ←  

(c) 通过 Adam 更新参数θ ： 
( )( )1 Adam ; ; ,s s s rL N lθ ε θ+ ←  

结束 

3. 数值实验 

3.1. 一维热传导方程 

热传导方程是一个描述热量在物体内部或区域内的传播规律以及温度如何随时间变化的物理模型。

该偏微分方程为： 

 [ ] [ ], 0,1 , 0,1 , 0.04t xxu au x t a= ∈ ∈ =   (12) 

边界条件： ( )0, 0u t = ， ( )1, 0u t =  
初始条件： ( ) ( ),0 50sinu x x= π  
精确解为： ( ) ( )2

, 50e sina tu x t xπ−= π  
实验中 PINN 和 lbPINN 均为前馈全连接神经网络，输入层有 2 个神经元，输出层有 1 个神经元，隐
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藏层有 6 层，每层 40 个神经元，隐藏层使用双曲正切函数 tanh 为激活函数。神经网络使用 Adam 优化器

以 0.001 为学习率迭代 7500 次，训练点设置为 600fN = 、 40iN = 、 100bN = ，初始令 { }, ,f b iε ε ε ε= 全为

1，即 { }, ,f b is s s s= 为 0，编程语言采用 Python。本节实验判断一维热传导方程的误差定义为： 

( ) ( )

( )

2

1

2

i 1

ˆ , ,
L2 error

,

N

i i i i
i

N

i i

u x t u x t

u x t

=

=

−
=
∑

∑
 

本实验的损失函数为： ( ) ( ) ( ) ( )total ; ; ; ;f PDE f b BC b i IC iL N L N L N L Nθ λ θ λ θ λ θ= + +   
lbPINN 将自适应权重分别用于下面三个子损失： 

偏微分方程的损失： ( ) ( ) 2

1

1 , ,
fN

PDE t i i xx i i
if

L u x t au x t
N =

= −∑   

初始条件的损失： ( ) ( ) 2

1

1 ,0 sin
iN

IC i i
ii

L u x x
N =

π= −∑  

边界条件的损失： ( ) ( )2 2

1

1 0, 0 1, 0
bN

BC i
ib

L u t u t
N =

 = − + −  ∑  

 

 
(a)                                                (b) 

Figure 1. (a) Comparison of the numerical solution and the exact solution of the PINN algorithm. (b) Comparison of the 
numerical solution and the exact solution of the lbPINN algorithm 
图 1. (a) PINN 算法数值解与精确解对比图；(b) lbPINN 算法数值解与精确解对比图 

 
图 1 展示了一维热传导方程在 t = 0.25、t = 0.5、t = 0.75 三个时刻 PINN 算法与 lbPINN 算法的数值

解与精确解的对比。总体而言，两种算法均能模拟热传导过程的基本特性，清晰展现温度随时间的变化。

图 1(a)呈现了一维热传导方程的精确解与 PINN 算法数值解的对比图，图 1(b)展示了方程精确解与 lbPINN
算法数值解的对比图，通过对比发现，lbPINN 算法的数值解曲线与精确解曲线重合度高于传统的 PINN
算法。特别是在峰值区域，lbPINN 对解空间特征捕捉更为精确。这表明通过算法改进，lbPINN 在保持物

理约束的同时，显著提升了方程解的逼近精度，为偏微分方程数值求解提供了更有效的深度学习方案。 
经过深入对比，表 1 展示了 PINN 算法与 lbPINN 算法的数值解与精确解之间的相对 L2 误差。两组

L2 相对误差表明：lbPINN (0.101%)相比 PINN (0.095%)误差下降，说明自适应损失平衡能够有效地平衡
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一维热传导方程训练中的多任务约束，从而使模型对幅值与相位的拟合更准确，表明 lbPINN 算法的性能

显著提升，稳定性增强。 
 

Table 1. L2 relative errors of the PINN and lbPINN algorithms for the one-dimensional heat conduction equation 
表 1. 一维热传导方程 PINN 算法与 lbPINN 算法的 L2 相对误差 

算法 L2 relative error 

PINN 1.0108e−03 

lbPINN 9.5124e−04 

 

 
Figure 2. (a) Exact solution; (b) Numerical solution of Algorithm 1 (PINN); (c) Numerical solution of Algorithm 2 (lbPINN) 
图 2. (a) 精确解；(b) 算法 1 (PINN)的数值解；(c) 算法 2 (lbPINN)的数值解 

 
如图 2 中三幅热力图所示，我们对比了精确解、PINN 算法数值解以及 lbPINN 算法数值解。三幅图

像在整体上呈现出高度相似的色彩分布模式，即温度场在空间维度上由高温区向低温区平滑过渡，在时

间维度上展现出与物理规律一致的演化过程。值得注意的是，虽然 PINN 与 lbPINN 的解在整体形态上与

精确解极为接近，但通过热力图色彩的细微差异仍可辨识，lbPINN 的解在高温区域(色彩梯度变化最显著

处)与精确解的重合度更高。这表明，相较于 PINN 方法，lbPINN 在捕捉一维热传导方程的细节特征，尤

其是在高梯度区域，具有更高的精度和更好的性能，从而更准确地复现了真实的物理场分布。 

3.2. 二维泊松(Poisson)方程 

二维泊松方程是数学物理中最核心的椭圆型偏微分方程之一，广泛应用于电磁学、流体力学等领域，

理解它不仅是掌握偏微分方程的基础，也是解决诸多工程与物理问题的关键。该偏微分方程为： 

 ( ) ( ) ( ) [ ] ( )2 *, , , , 0,1 , ,u x y f x y x y u u x y
∂Ω

−∆ = ∈ =   (13) 

取制造解为： ( ) ( ) ( )* , sin sinu x y x y= π π 。 
则有： ( ) ( ) ( )* 2, 2 sin sinu x y x yπ π= − π∆ ， ( ) ( ) ( ) ( )* 2, , 2 sin sinf x y u x y x yπ π= ∆ = π− 。 
实验中的 PINN 和 lbPINN 均为前馈全连接神经网络，输入层有 2 个神经元，输出层有 1 个神经元，

隐藏层有 6 层，每层 80 个神经元，隐藏层间以双曲正切函数为激活函数。神经网络使用 Adam 优化器以

0.001 为学习率迭代 8000 次，训练点设置为 4000fN = 、 800bN = ，初始令 { },f bε ε ε= 全为 1，即 { },f bs s s=

全为 0，编程语言采用 Python。本节实验判断二维泊松方程的误差定义为： 
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( ) ( )

( )

2*

1

2*

i 1

ˆ , ,
L2 error

,

N

i i i i
i

N

i i

u x t u x t

u x t

=

=

−
=
∑

∑
 

本实验的损失函数为： ( ) ( ) ( )total ; ; ;f PDE f b BC bL N L N L Nθ λ θ λ θ= + 。  
lbPINN 将自适应权重分别用于下面两个子损失： 

偏微分方程的损失： ( ) ( )( ) ( )
2

1

1 , , ,
fN

PDE xx i i yy i i i i
if

L u x y u x y f x y
N =

= − + −∑ 。 

边界条件的损失： ( ) ( )
2*

1

1 , ,
bN

BC i i i i
ib

L u x y u x y
N ∂Ω

=

= −∑ 。 

 

 
Figure 3. Comparison of absolute errors and error differences between PINN and lbPINN in solving the two-dimensional 
Poisson equation 
图 3. 二维泊松方程求解中 PINN 与 lbPINN 的绝对误差及误差差异对比 

 
图 3 给出了二维泊松方程求解中 PINN 与 lbPINN 的绝对误差及误差差异对比。通过对比二维泊松方

程的绝对误差分布可见，lbPINN 算法相较于 PINN 算法在求解精度上具有显著优势。左侧 PINN 误差图

中呈现大范围红色高误差区域，而中间 lbPINN 误差图整体呈现浅黄色调，最大误差显著降低。右侧误差

差异图更清晰地展示了改进效果：深蓝色区域集中分布在方程求解域的中心及边界区域，表明这些关键

区域的误差得到明显改善。这三组热力图共同验证了 lbPINN 算法在二维泊松方程求解中具有更优的数

值稳定性和计算精度，特别是在梯度变化剧烈的区域表现出更强的适应性。 
 

Table 2. L2 relative errors of the PINN and lbPINN algorithms for the two-dimensional Poisson equation 
表 2. 二维泊松方程 PINN 算法与 lbPINN 算法的 L2 相对误差 

算法 L2 relative error 

PINN 4.7588e−02 

lbPINN 6.7813e−03 

 
表 2 展示了 PINN 算法与 lbPINN 算法求解二维泊松方程的 L2 相对误差。在同样的网络与采样设置

下，PINN 算法的 L2 相对误差为 24.7588 10−× ，而引入自适应损失的 lbPINN 降至 36.7813 10−× ，相对下

降约 85.7%，总体精度提升约 7 倍，说明 lbPINN 相比 PINN 精度更高，能得到更接近精确解的结果，性
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能显著提升，实现了更平衡的优化路径与更稳的收敛。误差降低一个数量级的显著改进，验证了 lbPINN
算法在求解二维泊松方程时，对解空间的逼近能力显著增强，能够更精确地捕捉方程的物理特征。 
 

 
Figure 4. (a) Exact solution; (b) Numerical solution of Algorithm 1 (PINN); (c) Numerical solution of Algorithm 2 (lbPINN) 
图 4. (a) 精确解；(b) 算法 1 (PINN)的数值解；(c) 算法 2 (lbPINN)的数值解 

 
在图 4 中，基于对二维泊松方程数值解的对比分析，通过观察精确解、PINN 算法数值解与 lbPINN

算法数值解的三维曲面图可以看到：虽然 PINN 与 lbPINN 的解在整体形态和空间分布趋势上与精确解基

本一致，均呈现中部高、四周低的曲面特征，且颜色从紫色(低值)向黄色(高值)平滑过渡，但 lbPINN 解

在曲面细节上更接近精确解。具体而言，PINN 解在曲面中部高梯度区域与精确解存在肉眼可辨的差异，

而 lbPINN 解则更好地复现了精确解的曲率变化和极值分布。充分表明 lbPINN 在求解二维泊松方程时，

对解空间的逼近能力更强，有效提升了数值求解的准确性。 

3.3. 一维线性对流方程 

一维线性对流方程是流体力学、空气动力学等领域中描述物质或物理量随流体流动而传递的基础偏

微分方程，是理解“对流”这一输运现象的核心模型。该偏微分方程为： 

 [ ] [ ]0, 0,1 , 0,1t xu au x t+ = ∈ ∈   (14) 

初始条件： ( ) ( ),0 sin 2u x x= π 。  
周期边界： ( ) ( )0, 1,u t u t= ， ( ) ( )0, 1,x xu t u t= 。 
精确解为： ( ) ( )( ), sin 2u x t x atπ= − 。  
式(14)中取 1a = ，实验中的 PINN 和 lbPINN 均为前馈全连接神经网络，输入层有 2 个神经元，输出

层有 1 个神经元，隐藏层有 6 层，每层 60 个神经元，隐藏层间以双曲正切函数为激活函数。神经网络使

用 Adam 优化器以 0.001 为学习率迭代 9000 次，训练点设置为 2500fN = 、 256iN = 、 256bN = ，初始

令 { }, ,f b iε ε ε ε= 全为 1，即 { }, ,f b is s s s= 全为 0，编程语言采用 Python。本节实验判断一维线性对流方程

的误差定义为： 

( ) ( )

( )

2

1

2

i 1

ˆ , ,
L2 error

,

N

i i i i
i

N

i i

u x t u x t

u x t

=

=

−
=
∑

∑
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本实验损失函数为： ( ) ( ) ( ) ( )total ; ; ; ;f PDE f b BC b i IC iL N L N L N L Nθ λ θ λ θ λ θ= + + 。  
lbPINN 将自适应权重分别用于三个子损失： 

偏微分方程的损失： ( ) ( ) 2

1

1 , ,
fN

PDE t i i x i i
if

L u x t au x t
N =

= −∑ 。 

初始条件的损失： ( ) ( ) 2

1

1 ,0 sin 2
iN

IC i i
ii

L u x x
N =

π= −∑ 。 

边界条件的损失： ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1

1 0, 1, 0, 1,
bN

BC i i x i x i
ib

L u t u t u t u t
N =

 = − + −  ∑ 。 

 

 
(a)                                                (b) 

Figure 5. (a) Comparison of the numerical solution and the exact solution of the PINN algorithm; (b) Comparison of the 
numerical solution and the exact solution of the lbPINN algorithm 
图 5. (a) PINN 算法数值解与精确解对比图；(b) lbPINN 算法数值解与精确解对比图 

 
图 5 分别展示了 PINN 和 lbPINN 在求解一维线性对流方程时，不同时刻数值解与精确解的对比情

况。虽然两种算法均能大致捕捉到波动传播的整体趋势，但 lbPINN 算法在各时间下的预测曲线与精确解

的重合度显著优于 PINN 方法。具体而言，在图 5(a)中，PINN 的数值解曲线与精确解曲线存在一定偏差，

随着时间推移，这种偏差有逐渐显现和扩大的趋势。而在图 5(b)里，lbPINN 的数值解曲线与精确解曲线

贴合得更为紧密，从初始时刻到最终时刻，各时间点的数值解都能较好地匹配精确解，体现出 lbPINN 在

求解方程时，相比 PINN 具有更高的精度和更好的稳定性，能够更准确地捕捉对流过程中物理量的传播

特征。 
 

Table 3. L2 relative errors of the PINN and lbPINN algorithms for the one-dimensional linear convection equation 
表 3. 一维线性对流方程 PINN 算法与 lbPINN 算法的 L2 相对误差 

算法 L2 relative error 

PINN 1.4223e−02 

lbPINN 9.9976e−03 

 
表 3 清晰地展示了 PINN 算法与 lbPINN 算法求解一维线性对流方程的 L2 相对误差。结果分析，改

进型 lbPINN 算法相较于基础 PINN 算法在计算精度上取得显著提升。具体数据显示，PINN 算法的 L2 相

对误差为 21.4223 10−× ，而 lbPINN 算法将该误差降低至 39.9976 10−× ，降幅达到约 29.7%。这一结果表明，
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lbPINN 算法在求解一维线性对流方程时，能够更精确地描述波动传播特性，特别是在保持波形形态和相

位准确性方面表现更优。误差的显著降低验证了 lbPINN 改进策略在双曲型偏微分方程求解中的有效性，

为这类问题的数值计算提供了更可靠的解决方案。 
 

 
Figure 6. (a) Exact solution; (b) Numerical solution of Algorithm 1 (PINN); (c) Numerical solution of Algorithm 2 (lbPINN) 
图 6. (a) 精确解；(b) 算法 1 (PINN)的数值解；(c) 算法 2 (lbPINN)的数值解 

 
针对一维线性对流方程，通过图 6 对比精确解、PINN 算法数值解与 lbPINN 算法数值解的热力图可

得出以下结论：三种解在整体上均呈现出由左下角( 0, 0t x= = )向右上角( 1, 1t x= = )传播的波动特征，且

颜色从蓝色向红色呈现阶梯状过渡，符合线性对流方程的物理传播特性。然而在细节层面，PINN 解在传

播路径上出现明显的数值耗散现象，表现为颜色过渡带存在横向扩散与模糊；而 lbPINN 解不仅保持了与

精确解高度一致的尖锐过渡前沿，其传播轨迹的线性特征和颜色分层结构也更接近精确解。这一现象表

明，lbPINN 显著提升了对一维线性对流方程中波动传播过程的建模精度，更好地保持了方程的物理特性。 

3.4. 一维电报方程 

一维电报方程用于描述传输线上电压或电流的传播，是研究波的传播与耗散等问题的基础模型之一。

该偏微分方程为： 

 [ ] [ ]2 , 0,1 , 0,1tt t xxu u u c u x tγ β+ + = ∈ ∈   (15) 

初始条件： ( ) ( ),0 sinu x A k x= π 。 

初始速度： ( ) ( ),0 sin
2tu x A k xγ

= − π 。 

边界条件： ( ) ( )0, 1, 0u t u t= = 。  

精确解为： ( ) ( ) ( )
2

2 2 22, e sin cos ,
2

t
u x t A k x t c k

γ γω ω β
−  = = + − 


π 


π 。 

这里我们取 0.5, 5.0, 1.0, 1, 1c k Aγ β= = = = = ，实验中的 PINN 和 lbPINN 均为前馈全连接神经网络，

输入层有 2 个神经元，输出层有 1 个神经元，隐藏层有 6 层，每层 60 个神经元，隐藏层间以双曲正切函

数 tanh为激活函数。神经网络使用Adam优化器以0.001为学习率迭代9000次，训练点设置为 3000fN = 、

1 256iN = 、 2 256iN = 、 256bN = ，初始令 { }1 2, , ,f b i iε ε ε ε ε= 全为 1，即 { }1 2, , ,f b i is s s s s= 全为 0，编程语

言采用 Python。本节实验判断一维电报方程的误差定义为： 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155245


胡家强，白通拉嘎 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155245 496 应用数学进展 
 

( ) ( )

( )

2

1

2

i 1

ˆ , ,
L2 error

,

N

i i i i
i

N

i i

u x t u x t

u x t

=

=

−
=
∑

∑
 

本实验损失函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )total 1 1 1 2 2 2; ; ; ; ;f PDE f b BC b i IC i i IC iL N L N L N L N L Nθ λ θ λ θ λ θ λ θ= + + +  

lbPINN 将自适应权重分别用于四个子损失： 

偏微分方程的损失： ( ) ( ) ( ) ( )
22

1

1 , , , ,
fN

PDE tt i i t i i i i xx i i
if

L u x t u x t u x t c u x t
N

γ β
=

= + + −∑ 。 

初始条件的损失： ( ) ( )
1 2

1
11

1 ,0 sin
iN

IC i i
ii

L u x A k x
N =

π= −∑ 。 
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Figure 7. (a) Comparison of the numerical solution and the exact solution of the PINN algorithm; 
(b) Comparison of the numerical solution and the exact solution of the lbPINN algorithm 
图 7. (a) PINN 算法数值解与精确解对比图 (b) lbPINN 算法数值解与精确解对比图 
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图 7 分别展示了 PINN 和 lbPINN 在求解一维电报方程时，不同时刻数值解与精确解的对比情况。通

过对比精确解、PINN 算法数值解与 lbPINN 算法数值解的曲线可得出以下结论：两种算法得到的解在整

体形态和变化趋势上与精确解基本一致，均呈现典型的双曲函数分布特征。然而在关键区域存在明显差

异：PINN 数值解在极值点附近与精确解存在可见偏差，曲线光滑度不足；而 lbPINN 数值解的各条曲线

与精确解几乎完全重合，特别是在极值点和梯度变化区域都展现出优异的拟合精度。这一对比结果表明，

lbPINN 显著提升了对一维电报方程的求解能力，能够更精确地描述电磁波在传输过程中的动态特性。 
 

Table 4. L2 relative errors of the PINN and lbPINN algorithms for the one-dimensional telegraph equation 
表 4. 一维电报方程 PINN 算法与 lbPINN 算法的 L2 相对误差 

算法 L2 relative error 

PINN 3.1449e−02 

lbPINN 5.3313e−03 

 
表 4 清晰地展示了一维电报方程 PINN 算法与 lbPINN 算法的 L2 相对误差。根据表 4 中一维电报方

程的 L2 相对误差结果分析，lbPINN 算法相较于 PINN 算法展现出显著的精度提升。具体数据显示，PINN
算法的 L2 相对误差为 23.1449 10−× ，而 lbPINN 算法将该误差降至 35.3313 10−× ，降幅达到 83.0%。这一

结果表明，lbPINN 算法在求解一维电报方程时，能够更精确地捕捉电磁波传播的动态特性。误差降低一

个数量级的显著改进，验证了 lbPINN 算法在求解这类包含时间和空间二阶导数的偏微分方程时的有效

性和优越性，为电磁场模拟提供了更可靠的数值计算方法。 
 

 
Figure 8. (a) Exact solution; (b) Numerical solution of Algorithm 1 (PINN); (c) Numerical solution of Algorithm 2 (lbPINN) 
图 8. (a) 精确解；(b) 算法 1 (PINN)的数值解；(c) 算法 2 (lbPINN)的数值解 

 
基于对一维电报方程数值解与精确解的可视化对比分析，通过观察图 8 的三幅热力图可以得出：

lbPINN 算法相较于 PINN 算法在求解精度上取得显著提升。三幅热力图在整体上均呈现从中心区域向四

周扩散的同心圆状波动特征，颜色从红色高值区经白色过渡到蓝色低值区，符合电报方程的波动传播规

律。然而在细节层面，PINN 数值解在波动前沿出现明显的数值耗散现象，表现为红色区域的边界模糊和

能量衰减；而 lbPINN 数值解不仅保持了与精确解高度一致的同心圆形态，其波前锐利度和能量集中度也

更接近精确解。这一现象表明，lbPINN 有效抑制了数值耗散，更精确地捕捉了一维电报方程中的波动传

播特性，为这类双曲型偏微分方程的求解提供了更可靠的深度学习方案。 
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4. 结束语 

在本文中，我们研究了普通物理信息神经网络(PINN)与自适应损失平衡物理信息神经网络(lbPINN)
对于几类偏微分方程的求解以及对比了两种算法的性能。由于 PINN 的性能与收敛性容易受到损失权重

多种选择的影响，因此自适应地为其分配合适的权重来组合 PINN 中的多个损失函数至关重要，lbPINN
是一种通过最大化高斯似然并集成可扩展不确定性参数的自适应损失平衡方法，能够同时优化 PINN 中

的多重竞争损失项，从而有效提升控制方程的计算精度。我们通过多个数值实验验证了其有效性，将其

应用于一维热传导方程、二维泊松方程、一维线性对流方程、一维电报方程的求解，数值实验结果表明，

与传统固定权重的 PINN 相比，lbPINN 对于这几类方程的求解在精度上明显提高，降低了误差，数值解

与精确解的吻合度显著提高，也提升了稳定性。当前方法在计算效率方面存在一定的局限性，这也是我

们未来研究的重点方向。我们计划将 lbPINN 方法扩展至更高维的偏微分方程的求解，并通过优化参数选

取策略、结合更高效的优化算法，以克服现有不足，从而推动该方法在更广泛领域中的应用。 
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