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摘  要 

本文研究了非均匀恒化器中具有抑制因子的食物链模型，其中捕食者以生长在恒化器中的单个食饵为食，

总体捕食者对可育捕食者存在抑制作用。首先，运用线性化特征值理论，得出系统平凡解和半平凡解的

稳定性；然后，运用分歧理论等研究了模型的正稳态解分支，局部分歧解的稳定性以及将局部分歧延拓

为全局分歧。 
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Abstract 
In this paper, a predator-prey model with inhibitors in an unstirred chemostat is studied, in which 
the predator feeds on a single prey growing in the chemostat, and the overall predator has an 
inhibitory effect on reproducing predators. Firstly, the linearization eigenvalue theory is used to 
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obtain the stability of the trivial and semi-trivial solutions of the system. Then, using bifurcation 
theory and other methods, the branches of the model’s positive steady-state solutions, the stabil-
ity of local bifurcation solutions, and the continuation of local bifurcations to global bifurcations 
were studied. 
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1. 引言 

恒化器模型是学者青睐的研究课题之一。Waltman 和 Smith 最早研究恒化器模型，最初假设恒化器

是均匀搅拌的，发现均匀恒化器模型[1]中“竞争排斥原理”成立。为了更好解释微生物共存的现象，研

究者将食物链引入到均匀恒化器模型[2]中，研究表明“竞争排斥原理”不成立。进一步，为了更好地描

述自然界的生物现象，抑制剂[3]，周期性输入输出[4]，时滞[5]等被引入到均匀恒化器模型中。 
随后，为刻画自然环境的非均匀性，去掉了均匀搅拌的假设，建立了非均匀的恒化器模型[6] [7]。

So 和 Waltman 最先把扩散引入恒化器模型，在文献[8]中通过应用分歧定理，最终得出了模型局部分

歧解的存在性，并通过数值模拟验证和补充了理论部分。此后，更多的学者开始重视带有扩散的恒化

器的研究。Nie 等在文献[7]中研究了恒化器中动态分配毒素产生的竞争模型，得到了单种群模型正稳

态解的存在性和唯一性，两物种系统正平衡态的存在性，并建立了两物种系统非负平衡态的结构和稳

定性。Shi 等在文献[9]中研究了扩散对两个物种竞争同一种养分的非均匀恒化器模型动力学行为的影

响。 
近年来，捕食–食饵反应扩散模型的研究得到了广泛关注。Li 等在文献[10]中考虑了具有 Crowley-

Martin 功能反应的食物链模型，结果表明当捕食者的最大生长率属于一定范围时，该模型只有一个唯一

的线性稳定共存解。Nie 等[11]研究了一种扩散性捕食–食饵恒化器系统，该系统的动力学行为是根据扩

散速率建立的，结果表明，对于较大的扩散速率，所有物种都会被冲走；对于中等扩散速率，捕食者灭

绝，食饵存活；对于较小的扩散速率，所有物种共存。在此基础之上，本文考虑总体捕食者对可育捕食

者的抑制作用，讨论以下非均匀恒化器模型的反应扩散系统 
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其中 ( ),x t 表示营养液的浓度， ( ),x t 表示食饵的浓度， ( ),x t 和 ( ),x t 分别表示一类捕食者的总浓

度和这类捕食者中可育捕食者的浓度， 0 0S > 表示营养液的初始输入浓度，
2

2
1k +



和
2

2
2k +



为 Holling-

Ⅲ反应函数， 1 2,k k 为正常数，a 和 b 分别表示食饵和捕食者的最大生长率， l 表示总体捕食者 ( ),x t 对

可育捕食者 ( ),x t 起抑制作用的因子，m表示捕食者的死亡率，α 表示捕食者繁殖力的衰减率， d 表示

营养液、食饵及捕食者的扩散系数， γ 为正常数。 ( )0 x ， ( )0 x ， ( )0 x ， ( )0 x 是[0, 1]上的非负连续

函数，而且总体捕食者初始浓度 ( )0 x 总会大于等于可育捕食者初始浓度 ( )0 x ，所以系统的生物可行域

为 

( ) [ ]( ) ( ) ( ){ }4
0 0 0 0 0 0, , , 0,1 , : ,x x+= ∈ ≥X C        

这里 [ )0,+ = +∞ 。 
为了研究系统(1)~(3)的共存解，考虑以下与系统(1)~(3)相对应的稳态系统 
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本文结构如下：在第 2 节中，给出一些初步的结论，引理 2.2 和引理 2.3 给出系统(4)~(5)平凡解和半

平凡解的稳定性。在第 3 节中，以捕食者的死亡率 m为分歧参数，研究了系统(4)~(5)分歧解的结构和稳

定性，给出了定理 3.1~定理 3.3。 

2. 预备知识 

首先，考虑没有捕食者的单物种系统，则系统(4)~(5)可以简化为： 
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根据文献[12]中引理 3.2 以及文献[13]中引理 2.1 和引理 2.2 可以得到如下结果。 

引理 2.1 若 0a λ≤ ，则 ( )( ),0z x 是单物种系统(6)的唯一非负解，其中 ( ) 0 1 xz x S
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根据引理 2.1 知系统(4)~(5)的非负稳态解只有三种情况：(ⅰ) 平凡解 ( )( )0 ,0,0,0E z x= ；(ii) 半平凡解

( )1 0 0, ,0,0E =   ；(iii) 正解 ( )2 * * * *, , ,E =     。 

引理 2.2 若 ˆ 0µ < ，则 0E 是局部稳定的；若 ˆ 0µ > ，则 0E 是不稳定的，其中 µ̂ 是 
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证明：考虑系统(4)在 ( )( )0 ,0,0,0E z x= 处的线性化特征值问题 
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算子的特征值组成。设 1η ， 2η ， 3η ， 4η 分别是 1̂F ， 2̂F ， 3̂F ， 4̂F 的主特征值。由文献[14]命题 2.1 可得

1 0η < ，从而 3̂F 的主特征值 ( )3 1 0mη η α= − + < ， 4̂F 的主特征值 4 1 0mη η= − < 。显然 2̂F 的主特征值

2 ˆη µ= ，所以当 ˆ 0µ < 时， 0E 是局部稳定的；当 ˆ 0µ > 时， 0E 是不稳定的。 
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引理 2.3 若 mµ α< + ，则 1E 是局部稳定的；若 mµ α> + ，则 1E 是不稳定的，其中 µ 是 
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此时有两种情况：(ⅰ) 若 1 2 0ψ ψ+ ≡ ，则 2 1ψ ψ= − ，于是(9)可化简为 
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。不妨设 2F 的特征值为 µ ，则 ( )mµ µ α= − + ，因此当 mµ α< +

时， 1E 是局部稳定的；当 mµ α> + 时， 1E 是不稳定的。 

引理 2.4 设 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,x x x x    是系统 (4)~(5)的非负解，而且在区间 [0, 1]上 ( ) 0x ≡/ ，

( ) 0x ≡/ ， ( ) 0x ≡/ ，那么 
(ⅰ) 在区间[0, 1]上， ( ) ( )0 x z x< < ， ( ) ( )00 x z x< < <  ，且 ( ) ( ) ( )0 x x z x< < <  ； 
(ii) 00 m m< <  ( 0m 为常数)。 

证明：(ⅰ) 与文献[11]引理 2.6 的方法类似，下面只给出(ⅱ)的证明。根据系统(4)~(5)有 

( ) ( ) ( )

2

2
2

,0 1,

0 1 1 0.

xx

x x

ld b m x
lk

α

γ


+ − = < < ++

 = + =


   


  

                       (10) 

记 λ̂ 为(10)的主特征值。引入
22
0

0 2 2
2 0

dˆ
d

m d b
x k

λ α
 

= + − 
+ 




，因此有 

2 2

2 2
2

dˆ
d

ld bm
lx k

αλ
 

+ −=  ++ 




，故 

22 2 2
0

02 2 2 2
2 2 0

d dˆ ˆ
d d

ld bm d b m
lx k x k

αλ λ α
  

+ −= < + − =  ++ +   


 

。 

3. 全局分歧 

死亡率 m作为分歧参数构造从半平凡分支 ( ) ( ){ }0 0 0; , ,0,0 : 0,m m m∈  产生的正解分支。 
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定义 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) [ ]{ }
( ) ( ) ( ) ( )

2,
0

1 0 0 0 0

1 1

2

,

0,1 : 0 1 1 0 ,

, , , : 0, 0, 0, 0, 0,1 ,

0,1 0,1 0,1 0,1 .

p
x x

p p p p

x

ψ ψ ψ γψ

+

= ∈ = + =

= × × ×
= ∈ > > > > ∈

= × × ×

Y W

Y Y Y Y Y
Y Y

Y L L L L

       
                 (11) 

其中 1p > ，则 1Y 嵌入 [ ]( )( )41 0,1C ，且 1
+Y 是 1Y 中的正锥。 

考虑稳态系统(4)~(5)，令 0S = − ， 0U = − ，V =  ，W = ，那么 

( )

( )

( )

2
1 0 0

0 02 22
1 01 0

2 2
0 0 1 0

0 12 2 22
1 0 2 0 1 0

2
0

22
2 0

2
0

32
2 0

2
, 0 1,

2
, 0 1,

, 0 1,

, 0 1,

xx

xx

xx

xx

k
dS a S a U F x

kk

k
dU a U b W a S F x

k k k

dV b V m V F x
k

dW b V mW F x
k

α


− = − − + < < ++


− = + + + < < + + +


− = − + + < <

+

− = − + < < +

 




  


  







             (12) 

其中 

( )
( )

( )
( )

2 2
0 0 1 0

0 02 2 22
1 01 0

0

1 0

2
,

S k
a U a S

kk S k
F

 −
 − − +
 ++ − +

=


  
 

 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 22 2
0 00 1 0 0

0 02 2 2 2 22
1 0 2 01 0 2 01

1

0

2
,

S Uk
a U a S bW

k kk S k Uk
F

   − −
   − − − + −
   + ++ − + −+   

=
   

 
  

 

( )
( )

2 2
0 0

2 2
2 02 0

2 ,
U lbV

l W kk U
F

 −
 −
 + ++ −

=


 


 

( )
( )

2 2
0 0

2 2
2 02 0

3

U lbV
l W kk U

F
 −
 −
 + ++ −

=


 


 

显然， ( )0 1 2 3, , ,F F F F F= 对 ( ), , ,S U V W 是连续可微的， ( )0,0,0,0 0F = ，而且 F 的 Fréchet 导数 

( ) ( ), , , 0,0,0,0
0S U V WD F = 。令

2

2

d
d

d M
x

 = − + 
 

 ，其中 M 充分大，满足边界条件 

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ){ }1 10,1 0,1 : 0 1 1 0B x xS S S Sγ= ∈ = + =C C ，那么(12)可以写成 

( )
2

1 0 0
0 2 2 02

1 01 0

,
2k

a S a U MSS Fkk

 
− − + = ++ + 

 
 

 

( )
2 2
0 0 1 0

02 2 2 12
1 0 2 0 1 0

,
2k

a U b W a S MUU Fk k k

 
+ + + = ++ + + 

  
   

 

( )
2
0

22
2 0

,V b V m V MV F
k

α
 

= − + + + 
+ 


 


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2
0

32
2 0

.W b V mW MW F
k

 
= − + + 

+ 


 


 

定义 1 2: + × →Y Y 如下 

( )

( )

( )

( )

2
1 0 0

0 2 2 02
1 01 0

2 2
0 0 1 0

02 2 2 12
1 0 2 0 1 0

2
0

22
2 0

2
0

32
2 0

2

2

; , , ,

k
a S a U MS Fkk

k
a U b W a S MU Fk k km S U V W

b V m V MV F
k

b V mW MW F
k

α

  
− − +   ++  +  

  
+ + +   ++ +  + =  

  
 − + + +  

+  
 

  − + +  +  

 
 

  
   


 




 



,  

则 ( ); , , ,m S U V W 是 2Y 上的可微紧算子。 
令 ( ) ( ) ( ); , , , ; , , , ; , , ,m S U V W m S U V W m S U V W= −  ，那么 2 2: + × →Y Y 是 1C 光滑的，并且 

( ); , , , 0m S U V W = 的零点对应(4)~(5)的正解。令 ( ) ( ) ( )* *, , ,;0,0,0,0 ;0,0,0,0S U V Wm m= D  是 

( )*; , , ,m S U V W 在 ( )0,0,0,0 点对 ( ), , ,S U V W 的 Fréchet 导数。然后有 

( )( )

( )

( )

( )

2
1 0 0

0 2 22
1 01 0

2 2
0 0 1 0

02 2 22
1 0 2 0 1 0

*
2
0

2
2 0

2
0

2
2 0

2

2

;0,0,0,0 , , ,

k
a S a U MSS kk

k
a U b W a S MUU k k km S U V W

V b V m V MV
k

W b V mW MW
k

α

  
− − +  − +  +  

  
+ + +  − + +  + =  

  
 − − + +  

+  
 

  − − +  +  



 
 

  
   











,



 

显然， ( ) ( )*, , , ;0,0,0,0S U V W mD  是 Fredholm 算子，并根据 ( )( )*;0,0,0,0 , , , 0m φ ψ ϕ =  ，其中 

( ) ( ), , , 0,0,0,0φ ψ ϕ ≠ 可以得到 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
1 0 0

0 2 22
1 01 0

2 2
1 0 0 0

0 2 2 22
1 0 2 01 0

2
0

*2
2 0

2
0

*2
2 0

2
0, 0 1,

2
0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

0 1 1 0, 0 1 1 0,
0 1 1 0,

xx

xx

xx

xx

x x x x

x x x

k
d a a x

kk

k
d a a b x

k kk

d b m x
k

d b m x
k

φ φ ψ

ψ φ ψ

ϕ ϕ α ϕ

ϕ

φ φ γφ ψ ψ γψ
ϕ ϕ γϕ

− − = < <
++

− − − = < <
+ ++

+ − + = < <
+

+ − = < <
+

= + = = + =
= + =

 




  
 

 





 



 ( ) ( ) ( )0 1 1 0.x γ


















= + =  

               (13) 
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如果 0ϕ ≡ ≡ ，则 ( ),φ ψ 满足
0
0

φ
ψ
   

=   
   

B ，对应的边界为 ( ) ( ) ( )0 1 1 0x xφ φ γφ= + = ， 

( ) ( ) ( )0 1 1 0x xψ ψ γψ= + = ，其中
( )

( )

22
1 0 0

02 2 22
1 01 0

22
1 0 0

0 2 2 22
1 01 0

2d
d

2 d
d

k
d a a

x kk

k
a a

x kk

 
− − 

++ 
 =
 

− − + + 

B

 




 




。 

根据文献[15]中的引理 2.3 类似的方法，可得B 在边界条件 ( ) ( ) ( )0 1 1 0x xφ φ γφ= + = ， 
( ) ( ) ( )0 1 1 0x xψ ψ γψ= + = 下是可逆的。因此，( ) ( ), 0,0φ ψ = ，矛盾。进而可得 0ϕ ≡/ 或 0≡/ 。又通过(13)

的第四个方程容易得到，当且仅当 0ϕ = 时， 0= 。因此 0ϕ ≠ 且 0≠ 。根据强极值原理可得，对于 [ ]0,1x∈
有 0, 0ϕ > > 。由引理 1.3 有 *mµ α= + 。因此取 ( ) ( )1 1ˆ ˆ, ,ϕ ϕ=  ，其中 1̂ 0ϕ > 为区间 [ ]0,1 上的主特征函数 

( )

( ) ( ) ( )

2
0

*2
2 0

ˆ ˆ ˆ 0, 0 1,

ˆ ˆ ˆ0 1 1 0,

xx

x x

d b m x
k

ϕ ϕ α ϕ

ϕ ϕ γϕ


+ − + = < < +

 = + =


  

并且 [ ]
1 22

0
1 12*2

2 0

d ˆˆ 0, 0,1
d

b xd m
kx

ϕ
−  
 

 = > ∈− + 
   +





。 

已知B 是可逆的，则可推断 ( )( ) ( ){ }* 1 1 1 1ˆ ˆ;0,0,0,0 Span , , ,N m φ ψ ϕ=  ，其中 ( )1 1,φ ψ 是 

1 2
0

11 2
2 0

0

ˆb
k

φ
ψ

 
   =   
   + 

B 



的唯一解，其对应的边界为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10 1 1 0x xφ φ γ φ= + = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10 1 1 0x xψ ψ γ ψ= + = 。下面证明 ( )*;0,0,0,0m 的值域。为此，假设 

( ) ( )( )*, , , ;0,0,0,0m∈R      ，那么存在 ( ) 1, , ,φ ψ ϕ ∈Y 使得 

( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 0 0

0 2 22
1 01 0

2 2
1 0 0 0

0 2 2 22
1 0 2 01 0

2
0

*2
2 0

2
0

*2
2 0

2
, 0 1,

2
, 0 1,

, 0 1,

, 0 1,

0 1 1 0, 0

xx xx

xx xx

xx xx

xx xx

x x x x

k
d a a d M x

kk

k
d a a b d M x

k kk

d b m d M x
k

d b m d M x
k

φ φ ψ

ψ φ ψ

ϕ ϕ α ϕ

ϕ

φ φ γφ ψ ψ

− − = − < <
++

− − − = − < <
+ ++

+ − + = − < <
+

+ − = − < <
+

= + = =

 
  



  
   

 


 




   



( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 0,
0 1 1 0, 0 1 1 0.x x x x

γψ
ϕ ϕ γϕ γ















 + =


= + = = + =   

           (14) 

已知 1̂ϕ 满足 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
0

1 1 * 12
2 0

1 1 1

ˆ ˆ ˆ 0,0 1,

ˆ ˆ ˆ0 1 0 0,

xx

x x

d b m x
k

ϕ ϕ α ϕ

ϕ ϕ γϕ


+ − + = < < +

 = + =


                      (15) 

让(14)的第三个方程乘以 1̂ϕ ，(15)的第一个方程乘以ϕ ，在区间(0,1)上积分可得 
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2
1 0

1 *20
2 0

ˆ d 0.b m M x
k

ϕ α
 

− − + = 
+ 

∫





 

因此， ( )( ) ( )
2

1 0
* 2 1 *20

2 0

ˆ;0,0,0,0 , , , : d 0 ,m b m M x
k

ϕ α
   = ∈ − − + =  

+   
∫R Y


     


 

并且 ( )( )*codim ;0,0,0,0 1m =R  。因此 ( )*;0,0,0,0m 是指数为零的 Fredholm 算子，而且通过直接的计

算有 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
* 1 1 1 1 * 1 1 1 1, , ,

1 1 *

ˆ ˆ ˆˆ ˆ;0,0,0,0 , , , ;0,0,0,0 , , ,

ˆ ˆ0,0, , ;0,0,0,0 ,

m S U V Wm m

m

φ ψ ϕ φ ψ ϕ

ϕ

=

= ∉

D

R 

    

  
 

因此证得了横截面条件。 

设 ( )( ) ( )
2

1 0
* 2 1 *20

2 0

ˆ;0,0,0,0 , , , : d 0 ,m b m M x
k

ϕ α
   = = ∈ − − + =  

+   
∫Z R Y


     


 

容易得到 ( ){ }1 1 1 1 1ˆ ˆSpan , , ,φ ψ ϕ⊕ =Z Y ，通过应用参考文献[16]简单特征值的分歧定理，得到存在 0δ > 和
1C 曲线 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ); , , , : ,m s s s s sι κ π ϖ δ δ− → ×Z ，使得：(ⅰ) ( ) *0m m= ，(ii) ( )0 0ι = ， ( )0 0κ = ，

( ) 0sπ = ， ( ) 0sϖ = ，(iii)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1 1ˆ ˆ; , , , ; , , ,m s S s U s V s W s m s s s s s s s s sφ ι ψ κ ϕ π ϖ= + + + + ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , , 0m s S s U s V s W s = ，其中 s δ< 。 
令 ( ) ( ) ( )( )0 0 1s S s s sφ ι= − = − +   ， ( ) ( ) ( )( )0 0 1s U s s sψ κ= − = − +   ， 

( ) ( ) ( )( )1̂s V s s sϕ π= = + ， ( ) ( ) ( )( )1̂s W s s sϖ= = +  ，那么分支 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }; , , , : 0m s s s s s δΓ = < <    是系统(4)~(5)的正解。系统(4)~(5)在 ( )* 0 0; , ,0,0m   附近的非

平凡非负解，要么在半平凡解分支 ( ) ( ){ }0 0 0; , ,0,0 : 0,m m m∈  上，要么在分支 Γ上。因此有 
定理 3.1 假设 00 m m< < ，那么 ( )* 0 0; , ,0,0m   是系统(4)~(5)的一个分歧点。令 

( )( ) ( )
2

1 0
* 2 1 *20

2 0

ˆ;0,0,0,0 , , , : d 0 ,m b m M x
k

ϕ α
   = = ∈ − − + =  

+   
∫Z R Y


     


 

则 ( ){ }1 1 1 1 1ˆ ˆSpan , , ,φ ψ ϕ⊕ =Z Y ，而且存在 0δ > 和 1C 曲线 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ); , , , : ,m s s s s sι κ π ϖ δ δ− → ×Z ，使得： ( ) *0m m= ， ( )0 0ι = ， ( )0 0κ = ， ( ) 0sπ = ， 

( ) 0sϖ = ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , ,m s s s s sι κ π ϖ ∈Z ，并且分支 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }; , , , : 0m s s s s s δΓ = < <    是系

统(4)~(5)的正解，其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 1 1ˆ ˆ, , , .s s s s s s s s s s s sφ ι ψ κ ϕ π ϖ= − + = − + = + = +        

下面研究位于局部分歧分支 Γ上正解的线性化稳定性。将系统(4)~(5)的正分歧解 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 1 0 1 1 1ˆ ˆ, , , ,s s s s s s s s s s s sφ ι ψ κ ϕ π ϖ= − + = − + = + = +        

代入到(4)的第三个方程，并求 0s = 处的导数可得 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
2 2
0 2 0 0 1

1 1 1 1 *2 2 22
2 0 2 02 0

ˆ2ˆ ˆ ˆ0 0 0 0 0,xx
k

d b b b m m
lk kk

π π ϕ ψ ϕ ϕ α π+ − − − − + =
+ ++

   

   
 

     (16) 

其中 ( )0π ， ( )0m 是 ( )sπ ， ( )m s 在 0s = 处的导数，注意到 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
0

1 1 * 12
2 0

1 1 1

ˆ ˆ ˆ 0,0 1,

ˆ ˆ ˆ0 1 0 0,

xx

x x

d b m x
k

ϕ ϕ α ϕ

ϕ ϕ γϕ


+ − + = < < +

 = + =


                       (17) 

把(16)两边乘以 1̂ϕ ，(17)的第一个方程两边乘以 ( )0π ，并分别在[0, 1]上积分可得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 2 0 0 12 2
12 21 120 0 2 02 0

ˆ2
ˆ ˆ0 d d ,

k
m x b xlkk

ψϕ ϕ
 

+ = − + + 
∫ ∫

  


 

由于

( )
2

2 0 0 1
12 22

2 02 0

ˆ2
0

k
lkk

ψ + >
++

  


，所以 ( )0 0m < ，即存在 0δ > 充分小，使得当 0 s δ< < 时， ( )0 0m < ，

于是正解分支 Γ是向左的。 
记 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , ,m s s s s s     是系统(4)~(5)在 ( ) ( ) ( ) ( )( ); , , ,m s s s s    处的线性化算子。根

据[17]中的推论 1.13 可知，存在 1C 的函数 ( ) ( )( ) 1,m s s ∈ ×Y o p 和 ( ) ( )( ) 1,s s s ∈ ×Y h n 分别定义在

*m 和 0 的领域上，使得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )* * 1 1 1 1ˆ ˆ, 0, , , , 0 , 0 ,m m φ ψ ϕ= =o p h n  

且在这些领域上有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 *; , ,0,0 , 1,m m m m m m= −    p o p  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ); , , , ,0 1.m s s s s s s s s s= <      n h n  

根据[17]中的推论 1.16 可以得到
( ) ( )
( )

*

0
lim 1
s

sm s m
s+→

= −


 o

h
，这里 ( )m s 是 ( )m s 关于 s 的导数， ( )*mo 是 ( )mo

在 *m m= 处对 m的导数，同时 ( )mo 是下面问题的简单特征值 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

2
2 0

,0 1,

0 1 1 0.

xx

x x

d b m m x
k

ϕ ϕ α ϕ ϕ

ϕ ϕ γϕ


+ − + = < < +

 = + =




o
 

注意 ( )m mµ α= − −o ，根据文献[11]得 ( )* 0m <o 。根据前面分析有 ( )0 0m < ，可得对于 0 s δ< < 有

( ) 0s <h 。所以系统(4)~(5)分歧分支Γ上的正解是局部渐近稳定的。因此有以下定理： 
定理 3.2 系统(4)~(5)的正解分支 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }; , , , : 0m s s s s s s δΓ = < <    是向左的，并且是渐

近稳定的。 
接下来通过应用 Fredholm 算子的全局分歧结果(见文献[16] [18])把局部分支 Γ延伸到全局。显然，映

射 1Y 嵌入 2Y 是紧的， 1 2: + × →Y Y 是 1C 光滑的。根据文献[16]中的定理 3.3 可知，对于 

( ) 1; , , ,m S U V W +∀ ∈ ×Y ，Fréchet 导数 ( ) ( ), , , ; , , ,S U V W m S U V WD  是指标为 0 的 Fredholm 算子，因此根据

文献[16]中的定理 4.3 可以得到集合 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1; , , , : ; , , , 0, , , , 0,0,0,0m S U V W m S U V W S U V W∈ × = ≠Y   

中的连通元N发自点 ( )*;0,0,0,0m 附近的 ( ) ( ){ }0;0,0,0,0 : 0,m m m∈ 。进而要么N在 1+ ×Y 中非紧，要么

包含点 ( );0,0,0,0m ，其中 *m m≠ 。 
设 ( ) ( ){ }0 0; , , , : , , , , ; , , ,m S U V W m′ = = − = − = = ∈             N N ，那么 ′Γ ⊂N ，也

有 ( )1
+

+′ × ≠ ∅YN 。令 ( )*
1
+

+′= ×YN N ， *N 由分歧点 ( )* 0 0; , ,0,0m   附近的局部正解分支 Γ组

成。 
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令 +N 为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }\ ; , , , : 0m s s s s s sδ′ − < <   N 的连通元，则 * +⊂N N 。根据文献[16]中定

理 4.4 可知 +N 满足下列选择中的一条：(ⅰ) 它包含点 ( )0 0; , ,0,0m   ，其中 *m m≠ ；(ⅱ) 它不是紧的；(ⅲ) 

它包含点 ( )0 0; , , ,m + +      ，其中 ( ) ( ), , , 0, , , ,≠ ∈Z        。 

假设(ⅲ)成立，对于 ( ) *, , ,∀ ∈    N ，可知在区间[0, 1]上有 0> ，则 
2

1 0
1 *20

2 0

ˆ d 0b m M x
k

ϕ α
 

− − + > 
+ 

∫





，这与 ( ), , , ∈Z    矛盾，因此(ⅲ)是不可能的。 

假设(ⅰ)成立，则存在一组序列点 ( ){ } ( )1; , , ,n n n n nm + +
+⊂ ×Y     N ，其中在区间 [ ]0,1 上有 

0, 0, 0, 0n n n n> > > >    ，且这组序列点列随着 n →∞收敛于 ( )0 0, , ,0,0m   。根据 n 的方程可知 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2
2

0, 0 1,

0 1 1 0,

n
n n n nxx

nn

n n nx x

ld b m x
lk

α

γ


 + − + = < < ++


= + =


  



  

 

取极限 n →∞，可以得到 m满足 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2
0

2
2 0

0, 0 1,

0 1 1 0,

xx

x x

d b m x
k

α

γ


 + − + = < <

+


= + =


  



  

 

因此可得 *m m= ，矛盾。 
接下来证明 ( ){ }* 0 0 1, , ,0,0m+ +

+− ⊂ ×Y N 。假设不然，则存在 

( ) ( ){ } ( )* 0 0 1; , , , , , ,0,0m m+ +
+∈ − ⊂ ∂ ×Y

  


     N  

是序列点 ( ){ } ( )1; , , ,k k k k km + +
+⊂ ×Y     N 的极限，其中在区间[0, 1]上有 

0, 0, 0, 0k k k k> > > >    。根据 ( ) ( )1; , , ,m +
+∈∂ ×Y

  


    可知，下面一种情况成立：(a) 在区间[0, 1]

上， 0≥ ，且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈ 有 ( )0 0x = ；(b) 在区间[0, 1]上， 0≥ ，且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈ 有

( )0 0x = ；(c) 在区间[0, 1]上， 0≥ ，且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈ 有 ( )0 0x = ；(d) 在区间[0, 1]上， 0≥ ，

且对于某个点 [ ]0 0,1x ∈ 有 ( )0 0x = ；(e) 0d = 。 

根据强极值原理，在区间[0, 1]上， 0> ，因此(a)不成立。如果在区间[0, 1]上 0= ，则根据  和 
的方程得出，在区间[0, 1]上 0= ≡   。根据在区间[0, 1]上 ( ) ( )x x≥   ，进一步得到在区间[0, 1]上

( ) 0x ≡ 当且仅当 ( ) 0x ≡ ，因此根据强极值原理，(b)，(c)和(d)意味着只有以下两种情况会发生：(ⅰ) 在

区间[0, 1]上， 0≡ ， 0≡ ；(ⅱ) 在区间[0, 1]上， 0> ， 0≡ 。 
假设在区间[0, 1]上 0≡ ， 0≡ ，那么在区间[0, 1]上 z= ， 0≡ ，且在 1Y 中取极限 k →∞有

( ) ( ); , , , ; ,0,0,0k k k k km m z→     。又根据 k 的方程，取极限 k →∞有 

( )
( ) ( ) ( )

0, 0 1,
0 1 1 0,

xx

x x

d m xα
γ

 − + = < <
 = + =

 
  

 

进而可以得到 0m α+ < ，矛盾。 
假设在区间[0, 1]上 0> ， 0≡ ，那么容易得到在区间[0, 1]上 0≡ 且 ( ),   满足 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2
1

2

2
1

0

0, 0 1,

0, 0 1,

0 , 1 1 0,

0 1 1 0,

xx

xx

x x

x x

d a x
k

d a x
k

S γ

γ


− = < < +

 + = < < +
 = − + =


= + =










 



  

  


 




 


  

  

 

因此， ( ) ( )0 0, ,=    ，也就是在 1Y 中取极限 k →∞有 ( ) ( )0 0; , , , ; , ,0,0k k k k km m→       。根据 k 的

方程，取极限 k →∞可推导出 *m m= ，矛盾。 
假设 0m = ，即存在 0km → 和系统(4)~(5)的正解 ( ), , ,k k k k    ，其中 km m= ，使得在 1Y 中取极限

k →∞有 ( ) ( ); , , , 0; , , ,k k k k km → 
          ，这里 ( ); , , ,k k k k km     满足 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2
1

2 2

2 2
1 2

2

2
2

2

2
2

0

0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

0, 0 1,

0 , 1 1 0, 0 1 1 0,

0 1 1 0,

k
k kxx

k

k k
k k kxx

k k

k
k k k kxx

kk

k
k k k kxx

kk

k k k k k kx x x x

k k k kx x

d a x
k

d a b x
k k

ld b m x
lk

ld b m x
lk

S

α

γ γ

γ

− = < <
+

+ − = < <
+ +

+ − + = < <
++

+ − = < <
++

= − + = = + =

= + =


 



 
  

 


  




  



     

    ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 1 0.k kx x
γ


















 = + =  

      (18) 

因为
( )
( )

2

2
1

k

kk +




，

( )
( )

2

2
2

k

kk +




， k ， k ， k ， k 是一致有界的，所以有 ( )k xx

 ， ( )k xx
 ， ( )k xx

 ，

( )k xx
 是一致有界的。因此取极限 k →∞可以得到 ( ), , ,

      满足 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2
1

2 2

2 2
1 2

2

2
2

2

2
2

0

0, 0 1

0, 0 1

0, 0 1

0, 0 1

0 , 1 1 0, 0 1 1 0,
0 1 1 0, 0 1 1

xx

xx

xx

xx

x x x x

x x x x

d a x
k

d a b x
k k

ld b x
lk

ld b x
lk

S

α

γ γ
γ γ

− = < <
+

+ − = < <
+ +

+ − = < <
++

+ = < <
++

= − + = = + =
= + = = + =











 


 



  

 





 

  
  

     


 



 
  

 


  




 



     
      0.



















             (19) 

根据文献[11]可以证得系统(1)~(3)的一致持久性，因此(19)至少有一个正解，进而可以得出(19)解的

估计与 m无关。所以全局分支 Γ与分支 ( ){ }ˆ 0, , , , : 0, 0, 0, 0Γ = > > > >        在某点 

( )0, , , ,
      处相遇。因此有以下定理： 
定理 3.3 假设 00 m m< < ，那么系统(4)~(5)的正解分支 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }, , , , : 0m s s s s s s δΓ = < <   
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能够在 1
+

+ ×Y 中沿 0m +→ 延拓至无穷。 
总而言之，( )* 0 0; , ,0,0m   是稳态系统(4)~(5)的一个分歧点，它是捕食者是否能够长期存活，并与食

饵稳定共存的生死阈值。当死亡率穿过 *m 时，系统存在正解分支 Γ，这意味着出现了营养液，食饵，捕

食者共存的稳定生态平衡。具体来说，当捕食者死亡小于 *m 时，三者稳定共存态存在，否则当死亡率大

于 *m 时，共存态消失。而且只要死亡率小于 *m ，三者的稳定共存态都会持续存在，不会因为死亡率降低

而突然消失。 
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