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摘  要 

矩阵的特征值及特征向量是线性代数中核心概念之一，它不仅可以解决数学中的问题，还可以解决数据

降维、图像分析等领域的问题。本文通过四个实例，详细探讨了矩阵的特征值及特征向量在数学、数据

降维、图像分析这三个领域中的具体应用，旨在结合本科生学位与研究生教育的要求，帮助学生理解矩

阵特征值和特征向量的概念及求解过程，提高学生的学习兴趣及应用能力。 
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Abstract 
Eigenvalues and eigenvectors of matrices are one of the core concepts in linear algebra. They can not 
only solve problems in mathematics but also address issues in fields such as dimensionality reduction 
and image analysis. Through four specific examples, this paper elaborates on the practical applications 
of eigenvalues and eigenvectors of matrices in three areas—mathematics, dimensionality reduction, 
and image analysis. Combining the requirements of undergraduate and graduate education, the pur-
pose is to help students grasp the concepts and solve methods of matrix eigenvalues and eigenvectors, 
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and to increase their learning interest and practical application skills. 
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1. 引言 

线性代数作为高等数学的核心分支之一，不仅是一门抽象的数学学科，更是连接数学理论与现实应用的

“桥梁”，其教学内容贯穿思维培养、学科基础、工程实践、科学研究四大维度，对学生的学术成长和能力

塑造具有不可替代的价值。矩阵的特征值与特征向量作为线性代数的核心概念，其本质是将复杂的线性变换

“拆解”为沿特征向量方向的“缩放”操作(特征值即缩放系数)，这种特性使其在数据降维、物理建模、信

号处理、图像分析等多个领域具有不可替代的实际应用。近年来，众多学者从不同角度对矩阵的特征值及特

征向量的应用进行了深入研究，涉及数学、图像分析、数据降维、物理建模、信号处理等多个领域。 
在数学领域，李俊等人[1]利用矩阵的特征值及特征向量进行矩阵对角化。蒋卓芸等人[2]利用矩阵的

特征值及特征向量进行奇异值求解，并给出直观的推导过程。张文丽等人[3]利用矩阵特征值和特征向量

对微分方程的求解进行了系统的讲解。在图像分析及数据降维领域，Shlens [4]提出主成分分析法(PCA)，
该方法通过对数据的协方差矩阵进行特征值分解，选择特征值较大的特征向量所张成的子空间来投影原

始数据，从而实现降维，保留数据的主要特征信息。相林等人[5]利用 PCA 算法对图像提取特征，得到蔬

菜病害的特征库；并提取待检测的病害图片的特征，使用余弦相似度与病害特征库比较，检测出病害图

像。张超群[6]采用基于矩阵特征及特征向量的主成分分析法，构建了一种基于特征参数的人脸识别算法。

徐肖亮等人[7]针对 PCA 算法在计算特征值时计算量大的问题，提出一种改进算法，利用矩阵范数对协方

差矩阵进行约简，在一定程度上降低了计算量。Belkin 等人[8]提出了拉普拉斯特征映射算法，该算法利

用拉普拉斯矩阵的特征值和特征向量来保留数据点间的局部邻域结构，通过计算拉普拉斯矩阵的最小特

征值对应的特征向量来构成低维空间的坐标系，将高维数据点映射到低维空间。刘文博等人[9]依据核矩

阵特征值构造核函数权重，将多个核函数进行组合加权，提出基于加权核主成分分析的维度约简算法达

到数据降维的效果。吴温博等人[10]利用主成分分析法进行高光谱图像的降维。在物理建模领域，周泽文

等人[11]以含有多种阻尼模型的机械系统为研究对象，提出了一种基于物理子空间的特征值降维求解方

法，实现了模态频率及振型的高精高效的预测。王彦普等[12]研究以广义特征值问题为切入点，构建结构

系统刚度矩阵与几何刚度矩阵。在信号处理领域，杨宇等[13]针对辛几何模态分解方法分析结果的不确定

性，提出一种改进的辛几何模态分解方法。李赫等[14]基于矩阵特征值和特征向量提出了主分量分析方法

解决了几个信号去噪的问题。 
综上所述，矩阵的特征值及特征向量作为一种重要的工具，在数学、图像分析、数据降维、物理建

模、信号处理等多个领域都具有广泛的应用价值。然而，在实际教学过程中，许多学生对矩阵的特征值

与特征向量的应用理解不够深入，缺乏将理论知识与实际问题相结合的能力。因此，通过具体的案例来

探讨矩阵的特征值及特征向量的应用，不仅可以帮助学生更好地对矩阵的特征值及特征向量进行求解，

还可以提高学生对线性代数的学习兴趣和解决实际应用的能力。 
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2. 矩阵的特征值及特征向量在数学中的应用案例 

本节主要通过矩阵的幂运算高效求解和线性微分方程组的求解与分析这两个例子来探讨矩阵的特征

值及特征向量在数学中的应用。 

2.1. 矩阵的幂运算高效求解 

实例 1 计算方阵
1 1
0 2

A


=


 
 

的 10 次幂 10A 。 

具体解题步骤如下： 

步骤 1 求特征值与特征向量。解特征方程 0A Eλ− = ，得特征值 1 1λ =  (对应的特征向量 1
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步骤 2 构造对角化矩阵。 ,
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步骤 3 计算 10A 。因为 1
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2.2. 线性微分方程组的求解与分析 

实例 2 求解微分方程组
1 1 2

2 22
x
x

x x
x

= +
 =


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 (对应的矩阵
1 1
0 2

A


=


 
 

，自变量为 t )。 

具体解题步骤如下： 

步骤 1 求特征值与特征向量。由实例 1 知特征值 1 1λ =  (对应的特征向量 1

1
0

α


=


 
 

)，特征值 2 2λ =  

(对应的特征向量 2 1
1

α


=


 
 

)。 

步骤 2 写通解。 ( ) 1
2

2
1e

0
1
1

1
et tcx t c ⋅⋅    

+  
  

= 

，即： ( ) ( )2 2

1 1 2 2 2e e , et t tx t c c x t c= + = 。 

步骤 3 稳定性分析：特征值 1λ 和 2λ 的实部均大于 0，因此当 t →+∞时， ( )x t →∞，解不稳定。 

3. 矩阵的特征值及特征向量在图像分析和数据降维中的应用案例 

本节主要通过基于奇异值分解(SVD)的灰度图像压缩、基于协方差矩阵特征值分解的图像特征提取

和数据降维这两个例子来探讨矩阵的特征值及特征向量在图像分析与数据降维中的应用。 

3.1. 基于 SVD 的灰度图像压缩 

灰度图像压缩原理假设用一个m n× 的矩 A 表示一个灰度图像，其中 ijA 代表图像中第 i 行第 j 列的灰

度值(0~255)。SVD 可以将任意的矩阵分解成 3 个矩阵的乘积： 
T ,A U V= Σ  
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其中U 是一个 m n× 的正交矩阵，其列向量称为左奇异向量。Σ是一个m n× 的对角矩阵，对角线上的元

素称为奇异值，通常按从大到小的顺序排列。奇异值衡量了对应奇异向量对原始矩阵的贡献程度。V 是

一个 n n× 的正交矩阵，其行向量称为右奇异向量。 
因为奇异值的衰减非常快，所以前 k 个最大的奇异值就包含了矩阵 A 的大部分信息。当计算机要储

存灰度图像的时候，为了减少储存空间，可以利用 SVD 只保存前 k 个最大的奇异值及对应的奇异向量，

近似矩阵 kA  (替换原始的灰度图像矩阵)由U 的前 k 列、Σ的前 k k× 子矩阵和 TV 的前 k 行相乘得到。当 

使用 SVD 压缩灰度图像时，得到的压缩率为 1 100%m k k k n
m n

⋅ + + ⋅ − × ⋅ 
。下面我们通过一个实际例子展 

示图像压缩效果。 
实例 3 利用 SVD 对下面 4 × 4 的灰度图像进行压缩。 

10 20 30 40
30 40 50

.
30 40 50 60
40 50

20

60 70

A

 
 
 =
 
 
 

 

具体压缩步骤如下： 
步骤 1 利用 SVD 对图像矩阵 A 进行分解，得到 

T ,A U V= Σ  

其中， 
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T

0.267 0.429 0.591 0.753
0.177 0.536

0.471 0.304 0.162
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.
0.801

0.413 0.244 0.73 0.4871

V

 
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步骤 2 选择保留的奇异值数量 k ，奇异值的大小代表了对应奇异向量的重要性，Σ中第一个奇异值

(174.64)远大于其他奇异值，它包含了矩阵的大部分信息，假设选择保留前 k 个奇异值来压缩图像： 
• 当 1k = 时，保留第一个奇异值及对应的奇异向量； 
• 当 2k = 时，保留前两个奇异值及对应的奇异向量； 
• 当 4k = 时，保留所有奇异值(无压缩)。 

步骤 3 用保留的奇异值重构图像： 
• 情况 1 当 1k = 时，对图像进行高压缩率的压缩，此时取U 的第一列 1U 、Σ的第一个奇异值 1Σ 和 TV

的第一行 T
1V ，得到重构的图像矩阵 

T
1 1 1 1

9.1 14.6 20.1 25.6
16.4 26.4 36.4 46.4
23.7 38.2 52.7 67.2
35.5 57.2 78.9 100.6

.A U V

 
 
 = Σ =
 
 
 
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• 情况 2 当 2k = 时，对图像进行中等压缩率的压缩，此时取U 的前两列 2U 、Σ的前 2 个奇异值 2Σ 和
TV 的前两行 T

2V ，得到重构的图像矩阵 

T
2 2 2 2

10.0 20.0 30.0 40.0
20.0 30.0 40.0 50.0
30.0 40.0 50.0 60.0
40.0 50.0 60.0 70.0

.A U V

 
 
 = Σ =
 
 
 

 

步骤 4 对比原始图像和重构图像，当 1k = 时，重构图像 1A 与原始图像 A 有一定差异，但大致保留了

图像的渐变趋势。当 2k = 时，重构图像 2A 与原始图像 A 完全一致(因为矩阵 A 的秩为 2)。 
步骤 5 计算压缩率，原始图像储存大小为 4 4 16× = ，当 1k = 时压缩后储存大小为 4 1 4 9+ + = ，压缩

率 为 ( )16 9 16 43.75%− = ； 当 2k = 时 压 缩 后 储 存 大 小 为 4 2 2 4 2 18× + + × = ， 压 缩 率 为

( )16 18 16 12.5%− = − ，储存空间反而变大了，主要原因是图像矩阵的维度太小导致的，说明对于维度太

小的图像，可能不需要进行压缩储存。 
这个例子说明可以通过保留最重要的奇异值和奇异向量，用更少的储存空间来近似原始图像。在实

际应用中，对于大型图像矩阵，SVD 压缩可以利用奇异值(即特征值)的重要性差异进行图像信息的删减

从而得到近似矩阵，显著减少储存空间，保留较好的图像质量。虽然 SVD 压缩经常用于处理图像压缩问

题，但是 SVD 压缩对于包含大量高频信息的图像(如复杂纹理)效果就不是很好，对于这类图像需要用深

度网络进行压缩。通过这个案例的讲解，帮助计算机视觉相关的研究生更好地理解数学理论与应用的结

合，这种案例教学方式贴合江苏省研究生学位和研究生教育改革的要求。 

3.2. 基于协方差矩阵特征值分解的图像特征提取和数据降维 

基于协方差矩阵的特征值分解进行特征提取，核心思想是主成分分析(PCA)，假设用一个 m n× 的矩

阵 A 表示一个灰度图像，其中 ijA 代表图像中第 i 行第 j 列的灰度值(0~255)。图像矩阵可以看成是一个包

含m 个样本的数据集，每个样本的维度是 n 。在应用 PCA 之前，通常需要对数据进行预处理，常见的预

处理步骤包括：中心化：将每个特征(即图像的每个像素)的均值减去，使得每个特征的均值为 0。这可以

消除数据中的平移影响。标准化：将每个特征的标准差归一化为 1。这可以消除数据中的尺度影响。在人

脸图像的 PCA 中，通常只需要进行中心化处理，而不需要进行标准化处理，因为图像的像素值已经在一

个相对固定的范围内(0~255)。 
对于大小为m n× 的图像数据矩阵 A ，经过中心化处理后的数据矩阵为 X ，其协方差矩阵 

T1
1

C A A
m

=
−

，描述了不同特征之间的相关性，对角线上的元素 iiC 是第 i 个特征的方差，非对角线上的 

元素 ijC 是第 i 个特征和第 j 个特征之间的协方差。对协方差矩阵C 进行特征值分解，可以得到： 
TC P P= Λ , 

其中，P 是一个 n n× 的正交矩阵，其列向量是协方差矩阵C 的特征向量；Λ是一个 n n× 的对角矩阵，其

对角线上的元素是协方差矩阵C 的特征值，一般按照从大到小的顺序排列。 
对于数据矩阵来说，特征值大小直接衡量了数据在该特征向量方向上的方差大小，而方差越大，代

表该方向包含的信息越多。因此，图像的协方差矩阵分解后的特征向量可以视为图像的主成分，代表了

图像中最主要的纹理和结构模式。我们可以选择前 k 个最大的特征值对应的特征向量，构成一个新的矩

阵 ( )kP n k× 。然后将数据矩阵 X 投影到这个新的 k 维空间中，得到降维后的数据 kY XP= ，新的数据Y 保

留了数据矩阵的重要信息，同时将维度从 n 降到 k 。下面以一张模拟的 3 × 3 微型人脸图像为例来展示图

像特征提取和数据降维的效果。 
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实例 4 利用协方差矩阵特征值分解来提取一个人脸灰度图像 A 的特征，其中，

110
150 170 160
130 150 140

100 120
A

 
 =  
  

。 

具体特征提取步骤如下： 
步骤 1 对图像数据进行中心化，计算每列均值： [126.67 146.67 136.67]µ = ，中心化后的数据矩阵 

26.67 26.67 26.67
23.33 23.33 23.33
3.33 3.33 3.33

X
 
 =  


− −

 

−


。 

步骤 2 通过如下公式计算协方差矩阵C 。 

T

788.89 788.89 788.89
788.89 788.89 788.89
788.89 788.89 788.89

1 .
3 1

C X X
 
 = =  −
  

 

步骤 3 计算特征值和特征向量，协方差矩阵C 的特征值： 1 2 32366.67, 0, 0λ λ λ= = = 。对应的单位正

交化特征向量： 

1 2 3

0.577 0.816 0
0.577 , 0.408 , 0.707 .
0.577 0.408 0.707

     
     = = − =     
     − −     

p p p  

步骤 4 选择主成分，对于该人脸图像，选择 1k = ，只保留最大的特征值对应的特征向量 1p 。 

步骤 5 对图像进行特征提取，通过 PCA 得到的特征向量为 T 40.384
5

46.1

. 4

66

76
kv Y XP

− 
 
 
  

= = = ，图像数据矩阵 

降维后的矩阵是Y 。 
上述简单微型图像的例子只是为了展示 PCA 特征提取和数据降维过程，在实际应用中，对于单张人

脸灰度图像：将图像分割成多个重叠或不重叠的局部块(例如 8 × 8 的图像块)；每块展平成一个向量(当作

一个样本)，所有向量组成一个数据矩阵；在这个数据矩阵上进行 PCA 得到主成分，将每个原始的图像块

向量投影到主成分空间，得到一个低维的特征向量；将所有块的低维特征向量按照其在图像中的位置顺

序拼接起来，就得到了该图像的特征向量。每张图像经过 PCA 降维后的特征向量可直接用于人脸识别、

身份核验等实际场景。虽然 PCA 能够进行数据特征提取和数据降维，但是 PCA 作为一种线性降维方法，

对于非线性结构的数据则无能为力。 

4. 结论 

通过上述四个实例的探讨，我们发现矩阵的特征值及特征向量在矩阵的幂运算高效求解和线性微分

方程组的求解，图像压缩与特征提取，数据降维都有重要的应用价值。通过具体的实例，让学生了解到

“矩阵的特征值及特征向量”不再是抽象符号，而是解决实际问题的“工具”，提高了学生学习“矩阵的

特征值及特征向量”这一概念的兴趣和应用能力。这种案例教学法不仅能够帮助本科生学习线性代数的

知识，还能帮助计算机视觉方向的研究生从算法底层层面理解算法，比较贴合研究生学位和研究生教育

教学改革的新要求。 
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