
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(5), 35-43 
Published Online May 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.155206  

文章引用: 曾杨洋. 原-对偶加速动力系统的稳定性分析[J]. 应用数学进展, 2026, 15(5): 35-43.  
DOI: 10.12677/aam.2026.155206 

 
 

原–对偶加速动力系统的稳定性分析 
曾杨洋 

浙江师范大学数学科学学院，浙江 金华 
 
收稿日期：2026年4月9日；录用日期：2026年5月2日；发布日期：2026年5月12日 

 
 

 
摘  要 

本文从连续时间动力系统的角度，研究一类用于线性约束凸优化问题的扰动原–对偶加速动力系统。通

过构建一个同时刻画原变量与对偶变量的统一Lyapunov函数，在凸与强凸两种情形下分别推导了扰动

情形下的能量衰减性与渐近收敛性。 
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Abstract 
From the perspective of continuous-time dynamical systems, this paper studies a class of perturbed 
primal-dual accelerated dynamical systems for linearly constrained convex optimization problems. 
By introducing a unified Lyapunov function that captures both the primal and dual variables, we 
derive energy decay estimates and establish asymptotic convergence properties in the presence of 
perturbations for both convex and strongly convex cases. 
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1. 引言 

在现代科学计算与工程应用中，大量实际问题都可以归结为凸优化问题[1]。这类问题广泛存在于机

器学习[2]、信号处理[3]、图像处理等诸多领域。随着数据规模的持续增长与模型复杂度的不断提升，如

何在保证算法稳定性与可靠性的前提下进一步加快收敛速度，已成为凸优化研究中的核心问题之一。 
近年来，从连续时间动力系统的角度研究优化算法的收敛行为，为理解和设计加速算法提供了一种

统一而直观的分析工具。该方法通过构造与离散迭代算法相对应的微分方程模型，将优化算法的迭代过

程视为动力系统的时间演化轨迹，从而利用动力系统理论中的稳定性分析与能量方法，揭示算法收敛速

率背后的内在机制[4]。在动力系统框架下，梯度下降法、重球法以及 Nesterov 加速梯度法等典型模型可

以在同一视角下进行分析，算法收敛性也可以与系统轨道对平衡点的稳定性以及能量衰减性质联系。 
在文献[5]中，Su W，Boyd S 和 Candes E J 构建了一个连续微分方程模型，用于描述 Nesterov 加速

梯度下降法(Nesterov Accelerated Gradient Descent, NAG) [6]，该模型如下： 

( ) ( ) ( )( )3 0,x t x t f x t
t

+ +∇ =   

揭示了其 ( )21O k 收敛速率的本质。 
Attouch H 和 Chbani Z 对上述微分方程模型进行了拓展：将模型中的常数 3 替换为参数α ，对该动

力系统开展了收敛性分析。并围绕带渐近消失粘性项的惯性动力学系统 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ,x t x t f x t g t
t
α

+ +∇ =   

深入分析其轨迹渐近行为，不仅证明了当 3α > 且扰动项满足如下条件时， 

( )
0

d ,
t

t g t t
+∞

< +∞∫  

系统轨迹弱收敛至最优解，还在强凸或极小值点集内部非空等场景下建立强收敛性。与此同时，这类研

究还通过时间离散化导出了相应 Nesterov 型加速算法，揭示了连续动力学与离散快速优化方法之间的深

层联系，为算法收敛性分析提供了统一的 Lyapunov 框架[7]。 
在上述动力系统研究的基础上，Luo 和 Chen 在文献[8]中进一步从常微分方程数值求解器的稳定性

角度解释加速机制出发，并进一步构造了新的动力系统(Nesterov accelerated gradient flow, NAG flow)，其

基本形式可写为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

,
,

x t v t x t
t v t x t v t f x tγ µ
= −

 = − −∇





 

其中 ( ) ( )t tγ µ γ= − 。该系统等价地可以写成如下二阶形式： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0.t x t t x t f x tγ µ γ+ + +∇ =   

作者构造了相应的 Lyapunov 函数并证明该系统沿轨迹具有指数衰减性质。 
进一步地，考虑到实际计算中不可避免的外部扰动、数值误差、随机噪声以及梯度近似误差等因素，

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155206
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


曾杨洋 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155206 37 应用数学进展 
 

文献[9]将扰动作为外部输入引入动力系统，提出了适用于(可能非光滑)凸优化的二阶加速微分包含模型，

即 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), ,t x t t x t f x t t t tγ µ γ ξ γ µ γ+ + + ∂ = −    

其中 f 为闭凸非光滑函数， f∂ 表示次微分，而 ( )tξ 用于描述噪声、近似梯度或近端误差以及离散化残差

等扰动因素。在连续时间框架下，作者不仅证明了适当意义下解的存在性，还构造了一种新的 Lyapunov
函数，建立了与扰动相关的衰减估计和误差界，从而说明外部扰动对系统收敛行为的影响。该模型清晰

地揭示了扰动对加速动力系统能量衰减与收敛行为的影响，并为分析不精确加速算法提供了连续时间理

论基础。 
事实上，在实际优化问题中不可避免存在数值误差、随机扰动或梯度噪声等因素[10]。扰动因素存在

时，优化相关动力系统是否仍能保持收敛、收敛速率会受到怎样的影响，以及离散化后算法是否保持可

证明的收敛性，是衡量方法鲁棒性与实际应用潜力的重要方面。尤其是在约束优化问题和拉格朗日型建

模框架中，原–对偶动力系统是一类极其常见且结构清晰的连续模型。对于这类系统，研究其在扰动作

用下的稳定性、收敛性以及能量演化规律，不仅有助于深化对原–对偶加速机制的理解，也能够为后续

算法设计、离散格式构造和鲁棒性分析提供连续时间层面的理论支撑。 
基于上述背景，本文关注带线性约束优化问题中的原–对偶加速动力系统，重点研究在外部扰动作

用下系统解的收敛行为。 

2. 预备知识 

设 ,⋅ ⋅ 为通常的 2 内积，并定义 ,⋅ = ⋅ ⋅  (即由该内积诱导的范数)。对于适当、闭且凸的函数。的

函数 { }: nf R R→ ∪ +∞ ，若存在 0µ ≥ 且满足 

( ) ( ) 2, ,
2

f y f x p y x y xµ
≥ + − + −  

则称 0f µ∈ ，其中 ( )p f x∈∂ 。记 1
µ 为 0

µ 中所有连续可微函数构成的集合；进一步地，若 1f µ∈ 且其梯

度满足 Lipschitz 连续性(L 为 Lipschitz 常数)，即满足： 

( ) ( ) , ,f x f y x y L x y∇ −∇ − ≤ −  

则称 1,1
,Lf Sµ∈ 。 

定义带约束凸优化问题的增广拉格朗日函数为： 

( ) ( ) ( ), : , , .n mx f x Ax b x R Rλ λ λ= + − ∀ ∈ ×  

设 ( )* *,x λ 为 ( ),x λ 的鞍点，这意味着 

( ) ( ) ( )* * * *min , , max , ,x x x xλλ λ λ= =    

且 ( )* *,x λ 也满足 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件。 

3. 含扰动原–对偶加速动力系统的稳定性分析 

本文研究一类用于线性约束凸优化问题的含扰动原–对偶加速动力系统，系统具体形式如下 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1

,

, ,

,

, .x

t y t t

t y t v t t g t

x t v t x t

t v t x t v t x t y t g t

λ

λ λ

β λ

γ µ

 = −


= ∇ +


= −
 = − −∇ +













                    (3.1) 
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其中， ( )1g t 和 ( )2g t 表示外部扰动或计算误差项。参数函数 ( )tγ 与 ( )tβ 分别描述原始变量与对偶变量的

时间尺度，其演化满足 ( ) ( ) ( ) ( ),t t t tγ µ γ β β= − = −

 ，初始条件为 ( ) ( )0 00 0, 0 0γ γ β β= > = > 。 
易证 ( ) ( ) ( )0 0e 1 e , e , 0t t tt t tγ γ µ β β− − −= + − = ∀ ≥ ，并记 { }min 0min ,γ γ µ= 。 
除特别说明外，本文中均假设系统(3.1)的解存在且唯一。 
本节研究系统(3.1)的渐近最小化性质，即系统轨道是否能够渐近逼近原问题的最优解并满足约束条

件。为此，下面构造一个同时刻画原始变量与对偶变量偏离鞍点程度的 Lyapunov 函数，并利用该函数分

析系统在扰动存在时的渐近行为及衰减性质。 
设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,X t x t t v t y tλ= 是系统(3.1)的唯一解，定义一个 Lyapunov 函数 ( ) ( ) ( ):t L t t= −Ξ ，其

中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *
1 20 0

2 2* * * *

: e , d e , d ,

: , , .
2 2

t ts t s tt g s v s x s g s y s s

t t
L t x t x t v t x y t

λ

γ β
λ λ λ

− −Ξ = − + −

 = − + − + −


∫ ∫

 
 

函数 ( )L t 由两部分组成，第一项 ( )( ) ( )( )* *, ,x t x tλ λ−  描述了当前点相对于鞍点 ( )* *,x λ 的拉格朗日函

数误差。根据拉格朗日函数的鞍点性质，该项非负。第二部分由能量项构成，其中 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2* *

2 2
t t

v t x y t
γ β

λ− −， ， 

分别衡量原始变量与对偶变量在加速方向上的能量项。 
在存在扰动的情形下，本文进一步引入修正项 ( )tΞ ，并研究修正后的 Lyapunov 函数 ( )t 。通过这

种构造，即使在扰动存在时，仍可建立相应的能量衰减不等式，并为后续推导指数型或多项式型衰减估

计提供基础。 
引理 1 若 1,1

,Lf Sµ∈ ，其中 0 Lµ≤ ≤ < ∞；并且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,X t x t t v t y tλ= 是系统(3.1)的唯一解，则对

定义的 ( )t ，以下不等式成立 

( ) ( ) ( )
. 2

,
2

t t x tµ
≤ − −    

并可以推出 

( ) ( ) ( )2

0
e d e 0 , 0 ,

2
t s t tt x s s tµ − −+ ≤ ≤ < ∞∫    

且 

( ) ( ) ( )( )2e 2 0 ,tL t L R t−≤ +  

其中 

( )
( )
( )

( )
( )

1 22
0

: e d .
t s g s g s

R t s
s sγ β

 
 = +
 
 

∫  

证明： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * *

2 2* * *

1 2 3

d , , , , ,
d

,
2 2

,

xL t x t x t t x t t v

I I

t v t x
t

t t
t y t y t v t x y t

I

λλ λ λ γ

γ β
β λ λ

= ∇ − ∇ + −

+

=

− + − +

+ +

−



 







 
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其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2* * *
1

T * *
2

T * *

* *
3 1 2

, ,
2 2

, ,

, , ,

, , ,

t t
I v t x y t x t v t v t x

I v t x t f x t A y t t Ax b

f x t A y t v t x Av t b y t

I g t v t x g t y t

µ γ β
λ µ

λ λ

λ

λ

−
= − − − + − −

= − ∇ + − − −

− ∇ + − + − −

= − + −

 

利用如下恒等式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2* * *,
2

x t v t v t x x t x v t x v t x tµµ − − = − − − − − ， 

该恒等式虽形式简单，却是推导中的一个重要工具。首先，将 1I 重写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2* * *
1

2 2* *

2 2 22* * *

2 2

2 2

2 2 2 2
,

I v t x x t x v t x v t x t

t t
v t x y t

t t
x t x x t v t x y t

µ µ

γ β
λ

γ βµ µ λ

= − + − − − − −

− − − −

= − − − − − −

 

其次根据拉格朗日函数定义以及 KKT 条件，将 2I 重写为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

* * * *
2

* *

* * * T * *

* *

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , .

x x

x

x

x

I x x t x t v t x x t

v t x x t y t Av t b y t

x x t x t v t x A y t Av t b y t

x x t x t

λ λ

λ

λ λ λ

λ

= − ∇ + − ∇

− − ∇ + − −

− ∇ + − − + − −

− ∇

=

=

 







 

再由 ( )* 1, µλ⋅ ∈  可推出： 

( ) ( )( ) ( )
2* * * *

2 , ,
2

I x x t x t xµλ λ≤ − − − ，   

因此， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 22* * * * *

* *
1 2

2 * *
1 2

d , ,
d 2 2 2

, ,

, , .
2

t t
L t x x t x t v t x y t

t
g t v t x g t y t

L t x t g t v t x g t y t

γ βµλ λ λ

λ

µ λ

≤ − − − − − −

+ − + −

= − − + − + −





 

 

再由 ( )tΞ 的定义可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *
1 2

* *
1 20 0

d , ,
d

e , d e , d ,
t ts t s t

t g t v t x g t y t
t

g s v s x s g s y s s

λ

λ− −

Ξ = − + −

− − − −∫ ∫
 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
1 2

d , , .
d

t g t v t x g t y t t
t

λΞ = − + − −Ξ  
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再由上两式相减得到 

( ) ( ) ( ) 2
,

2
t t x tµ
≤ − −

   

将不等式乘以 et 并对 [ ]0, t 积分即可得到 

( ) ( ) ( )2

0
e d e 0 , 0 ,

2
t s t tt x s s tµ − −′+ ≤ ≤ < ∞∫   

接下来对 ( )tΞ 行估计，从而得到 ( )L t 的显式衰减界。 
由 ( )tΞ 的定义以及 Cauchy-Schwarz 不等式可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 20
e d .

t s tt g s v s x g s y s sλ− ∗ ∗Ξ ≤ − + −∫  

注意到 ( )L t 的定义中包含如下两项： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

, ,
2 2
t t

v t x y t
γ β

λ∗ ∗− −  

因此对任意 [ ]0,s t∈ ，均有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2

, .
L s L s

v s x y s
s s

λ
γ β

∗ ∗− ≤ − ≤  

代入上式得到 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

1 2

0
e 2 d .

t s t g s g s
t L s s

s sγ β
−

 
 Ξ ≤ +
 
 

∫  

再由 ( )L t 的定义可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

* *
1 20

* *
1 20

1 2

0

e 0 e 0 e , , d

0 e d

0 e 2 d .

tt t s

t s

t s

L t L t L g s v s x g s y s s

L g s v s x g s y s s

g s g s
L L s s

s s

λ

λ

γ β

≤ + Ξ = + − + −

≤ + − + −

 
 ≤ + +
 
 

∫

∫

∫

 

由文献[7]中 Lemma A.1 可得 

( ) ( ) ( )2e 2 2 0 .
t

L t L R t≤ +  

令 

( ) ( )
( )

( )
( )

1 22e ,
s g s g s

w s
s sγ β

 
 = ⋅ +
 
 

 

则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0

0

0 0

2

e e 2 d

2 0 d

2 0 d d

12 0 ,
2

s
tt

t

t t

t w s L s s

w s L R s s

L w s s w s R s s

L R t R t

Ξ ≤ ⋅ ⋅

≤ ⋅ +

= + ⋅

= ⋅ +

∫

∫

∫ ∫
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即 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2 2

1e 2 0 ,
2

1e 0 2 0 e 2 0 .
2

t

t t

t L R t R t

L t L L R t R t L R t

−

− −

 Ξ ≤ ⋅ + 
 
 ≤ + ⋅ + ≤ + 
 

 

引理得证。 
定理 1 若 1

0f ∈ ，且扰动项 ( )1g t 与 ( )2g t 满足 

( ) ( )( ) ( )2
1 20

e e d 0 ,
t

t s g s g s s t
−

+ → →∞∫  

则系统(3.1)的解对任意 0t ≥ ，有 

( )( ) ( )( ) ( ) { } ( ) ( )( )( )2
* *

1 20
0 0

e, , 2e 0 e d .
min ,

t tt sx t x t L g s g s sλ λ
γ β

−
−− ≤ + +∫   

证明：由引理 1 可得 

( ) ( ) ( )( )2e 2 0 .tL t L R t−≤ +  

因为 0µ = ，可得 ( ) ( )0 0e , et tt tγ γ β β− −= = 。于是 

( )( ) ( )( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) { } ( ) ( )( )( )

2

1 2* * 2
0

2

1 2

0
0 0

2

1 20
0 0

, , 2e 0 e e d

2e 0 e e d

e2e 0 e d .
min ,

tt t s

tt t s

t tt s

g s g s
x t x t L s

s s

g s g s
L s

L g s g s s

λ λ
γ β

γ β

γ β

− −

− −

−
−

  
  − ≤ + +

    

  
 ≤ + +     

≤ + +

∫

∫

∫

 

 

定理得证。 
定理 2 若 1 , 0f µ µ∈ > ，且扰动项 ( )1g t 与 ( )2g t 满足 

( ) ( ) ( )2 2
1 20

e e e d 0 ,
t s

t sg s g s s t
−

+ → →∞∫  

则系统(3.1)的解对任意 0t ≥ ，有 

( )( ) ( )( ) ( ) { } ( ) ( )
2

* * 2
1 20

min 0

e, , 2e 0 e e d ,
min ,

st tt sx t x t L g s g s sλ λ
γ β

−
−  

− ≤ + +  
 
∫   

其中 { }min 0min ,γ µ γ= 。 
定理 1 证明与定理 2 证明类似，故此处不再赘述。 
这里关于扰动项的积分条件，本质上要求扰动在适当的时间加权意义下是可积的，即扰动虽然允许

在演化过程中存在，但其累计影响不能随着时间无限放大。 
从实际背景看，这类假设并不苛刻。如在随机优化或不精确梯度计算中，若噪声方差随时间衰减，

则对应的扰动项通常满足本文所需的加权可积条件。此外，在原–对偶迭代中若每一步子问题仅被近似

求解，而近似残差能够逐步减小，则这类残差同样可归入本文讨论的扰动范畴。因此，本文的扰动条件

可以涵盖方差随时间衰减的随机噪声及渐近消失的计算误差等常见情形。 
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定理 3 在定理 1 或定理 2 的条件下，系统(3.1)的解满足如下结论，对任意 0t ≥ ，有 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2* *0 , , e 2 0 ,tx t x t L R tλ λ −≤ − ≤ +   

并且 

( ) ( )( )0 0e 2 ,tAx t b R tβ−− ≤ +  

以及 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * * 2
0 0e 2 0 2 ,tf x t f x L R t R tλ β λ−− ≤ + + +  

其中 

( ) *
0 0 0 0 0: 2 0L y Ax bβ β λ= + − + − .  

证明：因为 ( )L t 的前两项就是 ( ) ( )* *, ,x xλ λ−  ，且其余两项非负，故 

( ) ( ) ( ) ( )( )2* *0 , , e 2 0 .tx x L R tλ λ −≤ − ≤ +   

令 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
20

: d ,
t

t y t t Ax t b s g s sξ β β− −= − − − ∫  

由系统(3.1)及上式可得 ( ) 0tξ = ，故 ( ) ( )0tξ ξ= 。故有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* *0 0 .Ax t b t y t t y tβ ξ β λ ξ λ− = − ≤ − + −  

再由引理 1 中 ( )L t 的估计以及 ( ) 0e
ttβ β −= ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 00 4 0 2 .y t L R tβ ξ β β− ≤ +  

因此， 
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e 4 0 2

e 2 .

t

t

Ax t b L R t y Ax b
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β β β λ
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− ≤ + + − + −
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再由 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )* * * *, , ,x t x t f x t f x Ax t bλ λ λ− = − + −  可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

* * 2

* * 2
0 0

e 2 0

e 2 0 2 .

t

t

f x t f x Ax t b L R t

L R t R t

λ

λ β λ

−

−

− ≤ − + +

≤ + + +
 

定理得证。 
本文所采用的扰动条件可以理解为系统内部的阻尼与校正机制最终能够压制外部误差的累积影响，

从而恢复整体收敛性。应当说明的是，这里给出的条件主要是便于分析的一组充分条件，未必是收敛所

必需的最弱条件；但若完全去除这类约束，则一般无法从理论上保证系统仍然收敛到原问题的最优解及

其对应鞍点。 

4. 总结与展望 

本文从连续时间动力系统的角度出发，研究了一类适用于带线性约束凸优化问题的原–对偶加速动

力系统。在连续时间框架下，通过构造同时刻画原始变量与对偶变量行为的 Lyapunov 函数，对连续系统
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和离散算法的长期行为进行了统一分析。最后分别在凸与强凸两种情形下建立扰动存在时系统的能量衰

减性质及渐近收敛性结果。 
本文的理论分析主要集中在线性约束下的凸优化问题。未来可考虑将相关分析框架推广到更一般的

非线性约束情形，或进一步拓展到变分不等式、鞍点问题等更广泛的模型，并结合近端算子与单调算子

理论处理更一般的非光滑目标函数。 
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