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摘  要 

在光滑有界区域 3Ω ⊂  中，考虑一类含各向异性非牛顿算子的双扩散对流方程组的初边值问题。首先用

Galerkin方法构建近似解，接着利用能量法建立近似解的一致先验估计，最后借助紧性论证与单调性方

法，证明弱解的存在性。 
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Abstract 
We considered the initial-boundary value problem for a class of double-diffusive convection systems 
involving anisotropic non-Newtonian operators in 3Ω ⊂  . We first constructed approximate solu-
tions via the Galerkin method and established uniform a priori estimates by the energy method. Fi-
nally, we proved the existence of weak solutions using compactness arguments and the monotonicity 
method. 
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1. 引言 

令 3Ω⊂  为一光滑有界区域，考虑如下各向异性非牛顿双扩散对流方程组的初边值问题： 
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其中： [ ]0,TQ T= Ω× ， [ ]0,T TΓ = ∂Ω× ，0 T< < ∞；未知向量函数 ( )1 2 3, ,u u u u= 表示流体速度；θ 表示温

度；ψ 表示浓度；P 表示压力； 1 2 3, ,Q Q Q 和 g 为给定的源函数， ( )1 2 3, ,i i i iD u u u u= ∂ ∂ ∂ ；指数 iq 假定为常

数，可取 ( )1,∞ 内的不同值； 0ν > 表示运动黏性系数；ρ 表示平均密度； 1α 表示热传导系数； 2α 表示扩

散系数； ,θ ψβ β 为给定常数。 
双扩散对流是由具不同扩散特性的两个标量场协同诱导产生的流体现象。其本质在于，两个标量场

的扩散速度差异导致流体密度分布不均，进而引发对流运动，该类模型具有强耦合性与强非线性性。该

现象广泛存在于地幔对流、复合材料、液晶流体等各向异性介质中，这类介质的黏性具有方向依赖性，

经典各向同性牛顿黏性模型无法准确描述。因此，本文在双扩散对流框架下引入各向异性非牛顿黏性项，

以刻画这类方向依赖的黏性行为，为地球物理、材料工程等领域的实际流动问题提供理论支撑。Chen 等

[1]研究了有界区域内双扩散对流系统初边值问题的适定性。随后，他们[2]考虑了双扩散对流系统柯西问

题的适定性，即解的存在性、唯一性和全局稳定性。基于上述，Chen 等[3]通过正则化逼近和紧性理论，

证明了三维双扩散对流系统柯西问题弱解的全局存在性。除此之外，还有一些双扩散对流模型的其他问

题的研究[4] [5]。 
令 ( ) { } ( ) ( )1 2 3 1 2 3 1 2 31 1,2: , , , , : max,3 , , , : min , ,iq q q q q q q q q q q qq i + −< < ∞ ∈= = =


, 。定义 

( ) ( ){ }| , 1,2,3 ,iq qL u u L iΩ = ∈ ∀ =Ω


 

( ) ( ) ( ){ }1, 1,1| , , 1,2,3 ,iqq
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引理 1 [6]设 3Ω⊂  为一具有充分光滑边界的有界开集。若
3 1

1 1jj q−
=

>∑ ，则以下嵌入关系成立 
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↪ ( ) *, :1 ,s
aL s s q∀ ≤ ≤Ω  (2) 

 ( )1,qW Ω


↪↪ ( ) *, :1 ,s
aL s s q∀ ≤ <Ω  (3) 
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其中 { } ( )3* * * 1
1max , , 3 1a jjq q q q q+ −
=

= = −∑ 。 

注 1 由引理 1，本文假设 ( )1,2,3iq i = 满足条件 1 2 31 1 1 1q q q+ + > 。 
为引入本文所考虑的弱解概念，记 ( ){ }0: : div 0u C u∞= ∈ Ω = 。定义函数空间 :H = 在 ( )2L Ω 范数意

义下的闭包； :qV = 在 ( )1,qW Ω 范数意义下的闭包； :qV =  在 ( )1,qW Ω


范数意义下的闭包。 
考虑抛物型各向异性空间： 

( ) [ ] ( ){ }10, ; : | : 0, , , , 1,2,3 ,iq
q q
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

，则对有界区域Ω和有限时间T ，连续嵌入 
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成立，空间 ( )0, ;q
qL T V



 是可分且自反，用 ( )0, ;q
qL T V′ ′



 表示其对偶空间， qV ′ 表示 qV的对偶空间。 

定义 1 假设 ( )1 0, ;q
qQ L T V′ ′∈



 ， ( )2 1
2 3, 0, ;Q Q L T H −∈ ， ( )Tg L Q∞∈ ， * 2aq ≥ ， 2q− ≥ 。称 ( ), ,u θ ψ 是问

题(1)的弱解，如果 
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



  ； 
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3. 对 ( ) 1,qV L Hδϕ φ∀ ∈ Ω ∈

 以及 a.e. [0, ]t T∈ ，有 
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其中δ 由下述关系式确定 

 *
1 1 1 1.
a qq δ−+ + =  (6) 

注 2 [7]压力项 P 未包含在弱解定义 1 中。事实上，若速度场u 确定，则可由 Rham 定理唯一地恢复

P 。因此，我们仅专注于证明未知速度场 u 的存在性。 
注 3 在定义 1 中， ( ) ( ) ( )0 0 00 , 0 , 0u u θ θ ψ ψ= = = 在下列意义中成立： 

 ( ) ( )0
0

d d , ,lim q
t

u t x u x V Lδϕ ϕ ϕ
+ Ω→

Ω ⋅ = ⋅ ∀ ∈ Ω∫ ∫ 

  (7) 
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+ +Ω Ω Ω Ω→ →
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注 4 当 ( ) ( )0, ; 0, ; q
qu L T H L T V∞∈




 时，为确保定义 1 中的对流项 ( ) du u xϕ
Ω

⋅∇ ⋅  ∫ 有意义，需要 

( )Lδϕ ∈ Ω 。然而若 *
aqδ ≤ ，则仅需 qVϕ∈  ，因此时嵌入关系 qV ↪ ( )Lδ Ω 成立。 

注 5 如果记 ( ): qV V Lδ= Ω

 ，则当 * 2aq ≥ ，下述嵌入关系显然成立： 
 V ↪ qV ↪ H H ′≅ ↪ qV ′ ↪V ′ . (9) 

引理 2 [8]对 1
0, ,u v w H∈ ，定义 ( ) ( ) ( ) ( )3

, 1, , dj
i ji j

i

v x
b u v w u x w x x

x= Ω

∂
=

∂∑ ∫ 。如果 div 0u = ，则 
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( ) ( ), , , ,b u v w b u w v= − 和 ( ), , 0b u v v = 。 
引理 3 [7]设 X，Y 为两个 Banach 空间，X 连续嵌入到 Y。若函数 ( )0, ;u L T X∞∈ 且 [ ]: 0,u T Y→ 是弱

连续的，则 [ ]: 0,u T X→ 是弱连续的。 
本文的主要结果如下： 
定理 1 设 3Ω⊂  边界光滑的有界区域。假设 0u H∈ ， ( )2

0 0, Lθ ψ ∈ Ω ， ( )1 0, ;q
qQ L T V′ ′∈ 



，

( )2
3

1
2 0, ;, L TQ Q H −∈ ， ( )Tg L Q∞∈ ，若 2q− > 和 * *

aq q≥ ，则问题(1)至少存在一组弱解 ( ), ,u θ ψ ，满足 
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[ ]( )0, ;wu C T X∈ 表示 [ ]: 0,u T X→ 是连续的。 

2. 近似解的构造及先验估计 

为选取 Galerkin 方法中的基底，定义空间 :V = 在 ( )3,2W Ω 下的闭包，考虑特征值问题 

 ( ) ( )3 , , , .k k
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=
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由文献[9]中的定理 4.11 可知，存在一族解{ }r rϕ
∈

，在V 中是正交的，且在 H 中是标准正交的。此

外，取 −∆ 算子的特征函数族{ }r rφ
∈ 作为 ( )1H Ω 一组基。对给定的 m∈，记 { }1 2span , , ,m
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寻求问题(5)如下形式的近似解： 
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并且当m →∞时，有 
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0 0 0 0 0 00 ; 0 , 0 .m m m m m mu u u H Lθ θ θ ψ ψ ψ= → → Ω= → =于 于  (13) 

由常微分方程组解的存在性定理，存在一个区间 [ ]( )0, 0m mT T T< < ，使得问题(12)和(13)具有古典解

( ) ( ) ( ) [ ]1, , 0, , 1,2, ,m m m
k k k mc h d Ct t t T k m∈ =  。结合一致估计并利用解的延拓定理可得 mT T= 。 

接下来，在式(12)的两端分别乘以 ( ) ( ) ( ), ,m m m
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利用引理 2，Hölder 不等式和 Young 不等式，整理式(14)~(16)得 
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将式(17)~(19)相加，整理得 
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将式(20)在 ( )0, , 0t t T≤ ≤ 上进行积分，得 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

2 2 2 2 1

2 1 2 2

32 2 2

0, ;
1

2 2
1 20 0

32 2 2 21
0 0 0 1 2 0, ;

1

2 22
3 0, ;

2 1

1 12 d 2 d
2 2

2 2

2

i

q qi i

i
ii
qi T

qm m m m
iL L L L t L

i

t tm m
L L

q
qq

iL L L L L T H
i

m m m
L T H L L L

Q

u t t t D u

s s

u D Q Q

Q g uθ ψ

θ ψ ν

α θ α ψ

θ ψ

β β θ ψ

′ −

−

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

=

′

Ω

−

∞

Ω

Ω

=

+ + + −

   + − ∇ + − ∇   
   

≤ + + + +

+ + + + +

∑

∫ ∫

∑

( )( )2

2

0
d ,

t
s

Ω∫

 (21) 

记 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 12 2 2 2 1

32 2 2 221
0 0 0 0 1 2 30, ; 0, ;

1
2 2 .

i
ii
qi T

q
qq

i L T HL L L L L T H
i

QC u D Q Q Qθ ψ ′ − −Ω Ω Ω

′−

=

 = + + + + + 
 ∑  

再由式(21)应用 Gronwall 不等式，可得 
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[ ]
( )

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2 2

2 2

32 2 2

0, ;0, 1

2 2
1 20 0

0

sup 2 1

1 12 d 2 d
2 2

1 e .

i

q qi i

qm m m m
iL L L L T Lt T i

T Tm m
L L

g T

t t tu D u

s s

C g T θ ψβ β
θ ψ

θ ψ ν

α θ α ψ

β β ∞

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

∈ =

+

∞

+ + + −

   + − ∇ + − ∇   
   

≤ + +

∑

∫ ∫  (22) 

此外，对 ( )0, ;i
i

q
qL T Vϕ∀ ∈ ，有 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

2 2

1

1

0

1

; 0, ;0,

d d d d

d d

d

,

i i

T T

i

T

i

qi

i
qiqi q

qi

qi i

q qm m m m
i i i i i iQ Q

qm

L

i iQ

qT m
i iL

qm
i L T VTL L

D D u D u x t D u D u D x t

D u D x t

D u D t

D u

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

− −

−

−

−

ΩΩ

Ω

− = ⋅

≤ ⋅

≤

≤

∫∫ ∫∫

∫∫

∫
 (23) 

由式(22)，可得 

 ( )2

(0, ; )

i

qi qi

qm m
i i i

L T V
D D u D u C

′

−

′
≤  (24) 

则存在 ( ) { }0, ; , 1,2,3i
i

q
i qS L T V i′ ′∈ = ，满足 

( ) ( )2
.0, ; ,i i

i

q qm m
i i i i q mD D u D u S L T V

− ′ ′ → ∞ 弱收敛于 当  

下面推导 ,
m mu
t t

θ∂ ∂
∂ ∂

和
m

t
ψ∂
∂

的先验估计。首先，在广义函数意义下，重写(12)1 

( ) ( )
3 52* * * * *

1
1 1

: ,i
m qm m m m m m

m i i i m m m m i
i i

u D D u D u u u Q g g J
t θ ψν β θ β ψ

−

= =

∂
= − ⋅∇ + + + =

∂ ∑ ∑      

其中 m 为 H 到 mV 上的正交投影算子 

( )
1

, , ,
m

m j j
j

u u u Hϕ ϕ
=

= ∀ ∈∑  

且 m 的伴随算子 * :m V V′ ′→  满足 *
m m

m
u u
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 ，和 ( ) ( )

*
, ,

1, 1m mL V V L V V′ ′
≤ ≤

 

 

  。 

记 ( ) ( ) ( ) ( )
32

1
,iqm m m m m

i i i i i
i

A u D D u D u A u A u
−

=

= = ∑ 。接下来推导 ( )1,2,3,4,5iJ i = 的估计。 

对 1J 项，由 ( )3,2W Ω ↪ 1,qW


对 ( )0, ;qL T Vη∀ ∈


 有 

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )( ) ( )

*

3 1

1
3 1

0
1

3 1

0
1

3 1

0, ;0, ;
1

d d d

.

d

d d

d

d

T T

i

T

i

qi

i

qi

i

qi qqi

m m
m mQ Q

qm
i i mQ

i

qT m
i m VL

i

qT m
i VL

i

qm
i L T VL T L

i

A u x t A u x t

D u D x t

D u t

D u t

D u

ν η ν η

ν η

ν η

ν η

ν η

Ω

Ω

−

=

−

=

−

=

−

=
Ω

= ⋅

≤ ⋅

≤ ⋅

≤ ⋅

≤ ⋅

∫∫ ∫∫

∑∫∫

∑∫

∑∫

∑ 







 



  (25) 
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对 2J 项，通过分部积分，利用 Hölder 不等式及 Sobolev 嵌入 ( )3,2W Ω ↪ 1,W ∞可得 

 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2

*

2

2

0

2

0

2

0, ;0, ;

d d d d

1 d d
2
1 d
2
1 d
2
1 .
2

T T

T

q

m m m m
m mQ Q

m
mQ

T m
LL

T m
VL

m
L T VL T H

u u x t u u x t

u x t

u t

u t

u

η η

η

η

η

η

∞

∞

ΩΩ

Ω

− ⋅∇ ⋅ = − ⋅∇ ⋅

= ⋅∇

≤ ⋅ ∇

≤ ⋅

≤ ⋅

∫∫ ∫∫

∫∫

∫

∫







 



 (26) 

对 3J 项有 

 ( ) ( ) ( )
*

1 1 1 0, ; 0, ;d d d d .
q

q
T

q
T

m m L T L T VQ Q VQ x t Q x t Qη η η′≤ ⋅ ≤∫∫ ∫∫ 







   (27) 

对 4J 项，利用 Hölder 不等式，可得 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22

2 1

*

0

( ) 0, ;0, ;

d d d d

.

d

q

T T

T

m m m
mQ Q

T m
L LL

m
L Q L T VL T H

g x t g x t

g

g

t

θ θ

θ

θ

β θ η β θ η

β θ η

β θ η

∞

∞

Ω ΩΩ

= ⋅

≤ ⋅ ⋅

≤ ⋅ ⋅

∫∫ ∫∫

∫




 

 (28) 

同样，对 5J 项有 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

2 1

*

0

0, ;0, ;

d

d d d d

.

T T

T
q

m m m
mQ Q

T m
L LL

m
L Q L T VL T H

g x t g x t

g

g

t

ψ ψ

ψ

ψ

β ψ η β ψ η

β ψ η

β ψ η

∞

∞

Ω ΩΩ

= ⋅

≤ ⋅ ⋅

≤ ⋅ ⋅

∫∫ ∫∫

∫




 

 (29) 

结合式(25)~(29)，利用式(22)，(24)可得 ( ) ( )0, ; 0, ;
m

qu
t

L T V L T V′∞∂

∂
′ ′∈



 

 。由 q+ 的定义，可知 ( )0, ;L T V∞ ′ ↪

( )0, ;qL T V′ ′


 ↪ ( )0, ;qL T V
+ ′ ′ ，由此可得 

 ( )0, ; .
m

qu L T V
t

+ ′∂ ′∈
∂

  (30) 

同样，设正交投影算子 1: m
m H W→ ： 

( ) 1

1
, , ,

m

m j j
j

Hθ θ φ φ θ
=

= ∀ ∈∑  

且 m 的伴随算子 1 1* :m H H− −→ 满足 *
m m

m t t
θ θ∂ ∂

∂ ∂
= ，和 ( ) ( )1 1 1 1

*
, ,

1, 1.m mL H H L H H− −≤ ≤   

在广义函数的意义下，重写(12)2 

( )
3

* * *
1 2

1
: .

m
m m m

m m m j
j

u Q I
t
θ θ α θ

=

∂
= − ⋅∇ + ∆ + =

∂ ∑    

逐项推导 jI 的估计。首先对 1I 项， ( )2 20, ;L T Hµ∀ ∈ ，利用 Hölder 不等式和 Sobolev 嵌入 1H ↪ ( )6L Ω 可

得 
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( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

32 6

2 1

2 2 2 1

*

0

0

0, ;0, ; 0, ;

d d

d

d

.

d d

d

d

T T

T

m m m m
m mQ Q

m m
mQ

T m m
m LL L

T m m
HH H

m m
L T HL T H L T H

u x t u x t

u x t

t

u

u

t

u

θ µ θ µ

µ θ

µ θ

µ θ

µ θ∞

ΩΩ Ω

− ⋅∇ ⋅ = − ⋅∇ ⋅

≤ ⋅∇ ⋅

≤ ∇

≤ ⋅ ⋅

≤ ⋅ ⋅

∫∫ ∫∫

∫∫

∫

∫

 



  (31) 

对 2I 项有 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 1

2 22 1

*
1 1 1

1 10 0

1 0, ;0, ;

d d d d d d

.

d d

T T T

m m m
m m mQ Q Q

T Tm m
L HL H

m
L T HL T H

x t x t x t

t t

α θ µ α θ µ α θ µ

α θ µ α θ µ

α θ µ

ΩΩ

∆ ⋅ = ∆ ⋅ ≤ ∇ ⋅∇

≤ ∇ ⋅ ∇ ≤ ⋅

≤ ⋅

∫∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫

  

 (32) 

对 3I 项有 

 ( ) ( )2 1 2 2
*

2 2 2 0, ; 0, ;d d d d .
T T

m m L T H L T HQ Q
Q x t Q x t Qµ µ µ−⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅∫∫ ∫∫   (33) 

结合(31)~(33)，利用(22)可得 

 ( )2 20, ; .
m

L T H
t
θ −∂

∈
∂

 (34) 

同理，对浓度 mψ 进行估计，可得 

 ( )2 20, ; .
m

L T H
t

ψ −∂
∈

∂
 (35) 

3. 近似解的收敛性和存在性证明 

由式(22)，(24)，(30)，(34)，(35)，存在子序列(仍记为 m )，当m →∞时，如下收敛性成立： 

( )* 0, ; ;mu L T Hu ∞
 弱 收敛于  

( )0, ; ;q
q

m L Tu u V




 弱收敛于  

( )0, ; ;qm
t t L Tu u V

+ ′ ′


弱收敛于  

( ) ( )0, ; ;m q
qA u L T VS ′ ′





 弱收敛于  

( )( )* 20, ; ;m L T Lθ θ ∞ Ω 弱 收敛于  

( )2 10, ; ;m L T Hθ θ 弱收敛于  

( )2 20, ; ;m
t t L T Hθ θ −
 弱收敛于  

( )( )* 20, ; ;m L T Lψ ψ ∞ Ω 弱 收敛于  

( )2 10, ; ;m L T Hψ ψ 弱收敛于  

( )2 20, ; ;m
t t L T Hψ ψ −
 弱收敛于  
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由式(22)和嵌入 ( )0, ;q
qL T V



 ↪ ( )0, ;q
qL T V

−
 ，可得 ( )0, ;m q

qu L T V
−

∈  。并且 H ↪V ′ 是连续的，又当 2q− >

时，恒有 * 2aq > ，故由(3)可知 qV ↪↪ H ，利用 Aubin-Lions 定理，得 

 ( )0, ; ,qm L Tu u H
−

→ 强收敛于  (36) 

进而由式(22)，(36)，利用插值不等式，得 

 ( )0, ; , 1.m rL T H ru u ∀ ≥→ 强收敛于  (37) 

此外，注意到 1H ↪↪ ( )2L Ω ，再次运用 Aubin-Lions 定理，得 

( )( )2 20, ; ,m L T Lθ θ→ Ω强收敛于  

( )( )2 20, ; ,m L T Lψ ψ→ Ω强收敛于  

由上述收敛性，固定 k ，在(12)1中，令m →∞取极限，可得对 m
k Vϕ∀ ∈ ，有 

 
( )

3

1

1

d d d

d d d .

k i i k k
i

k k k

u S D x u u x
t
Q x g

x

x g xθ ψ

ϕ ν ϕ ϕ

ϕ β θ ϕ β ψ ϕ

Ω Ω Ω
=

Ω Ω Ω

∂
⋅ + ⋅ + ⋅∇ ⋅  ∂

= ⋅ + ⋅ + ⋅

∑∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (38) 

由
1

m
mV V∞

=
=


，可知方程对 k Vϕ∀ ∈  成立。通过连续性论证，若式 (38)对 qVϕ∀ ∈  成立，只要

( ) ( )0, ; 0, ;q
qu L T H L T V∞∈





 时，式中积分保持有界。此处，唯一难点是证明对流项有界性。为此，利用

Hölder 不等式，可得 

 ( ) ( ) ( )2
2d : d ,q qL Lu u x u u x uϕ ϕ ϕ− −′ ΩΩ Ω Ω

⋅∇ ⋅ = − ⊗ ∇ ≤ ∇  ∫ ∫  (39) 

因为 * 2
1a

q
q

q

−

−
>

−
，且注意到 qV ↪

q
V − ，利用引理 1，得 

( ) 2d .
q qV Vu u x uϕ ϕ

Ω
⋅∇ ⋅ ≤  ∫  

 

由此，确保对流项的有界性。接下来，进行对流项极限过程，由式(37)，特别地取 2r = ，得 

( )2 0, ; ,m L Tu u H→ 强收敛于  

同时由式(22)的先验估计，可得 ( )0, ;m q
qu L T V∈



 一致有界，且由嵌入 qL


↪ qL
−
，故 ( )( )0, ;m q qu L T L

− −
∇ ∈ Ω

一致有界，所以存在子列使得 

( )( )0, ; ,q qm Lu T Lu
− −

∇ ∇ Ω 弱收敛于  

对 qVϕ∀ ∈ ，由上述收敛性，结合强收敛序列与弱收敛序列乘积的弱收敛性质，有 

( ) ( )lim d dm m

m
u u x u u xϕ ϕ

Ω Ω→∞
 ⋅∇ ⋅ = ⋅∇ ⋅   ∫ ∫  

从而得到对流项极限过程，式(38)连续论证成立。 
同样，在式(12)2，(12)3中，令m →∞取极限，可得对 1Hφ∀ ∈ ，有 

 
( )

( )

1 2

2 3

d d d d ,

d d d d ,

x u x x Q x
t

x u x x Q x
t

θ φ θ φ α θ φ φ

ψ φ ψ φ α ψ φ φ

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

∂
⋅ + ⋅∇ ⋅ + ∇ ⋅∇ = ⋅  ∂

∂
⋅ + ⋅∇ ⋅ + ∇ ⋅∇ = ⋅  ∂

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (40) 

利用式(38)并类似于上述讨论过程，可得 
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( )1 0, ;u L T V
t

∂ ′∈
∂

 

同样，利用式(40)可得 ( )1 2, 0, ;
t t

L T Hθ ψ −∂ ∂

∂ ∂
∈ ，又由于 ( )0, ;u L T H∞∈ ， ( )( )2, 0, ;T Lθ ψ ∈ Ω ，和 H  ↪V ′， 

( )2L Ω ↪ 2H − ，因此由引理 3 可知， [ ]( )0, ;w Hu C T∈ 和 [ ] ( )( )2, 0, ;wC T Lθ ψ ∈ Ω 。 
接下来，为完成定理 1 的证明，只需证明 

 ( ) ( )
3

1
, .i i

i
i S A u SA Su

=

== =∑  (41) 

首先，由于对 ( ), 0, ; ,q
qL T Vξ η ξ η∀ ∈ ≠



 ，有 

( ) ( )

3 2 2

1
, 0,i i

q qi iT T

q q
i i i i i i

L Q L Qi
D D D D D Dξ ξ η η ξ η

′

− −

×=

− − >∑  

表明 ,iA A 为严格单调算子，借助单调性性质，可利用单调性方法证明式(41)成立。其次，为支撑后续分

析，需证明对 ( ) ( )0, ; 0, ;q
qu L T H L T V∞∀ ∈





 和 ( )0, ;q
qv L T V∀ ∈



 ，有 

 ( ) ( )1d : d 0, ,u u v u u v x L Tx
Ω Ω

⋅∇ ⋅ = − ⊗ ∇ ∈  ∫ ∫  (42) 

为证明式(42)，由 q− 的定义及引理 1 可知 

(0, ; )q
qL T V



 ↪ ( )0, ;q
qL T V

−
 ↪ ( )( )*

0, ; ,aqqL T L
−

Ω  

随后，利用插值不等式可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
* 20, ; 0, ; 0, ; 0, ; ,aq

q
q q

TL T V L T H L T L L T L L Qρ−∞ ∞⊂ Ω Ω ⊂




  

其中 *2 2 aq q qρ − −= + − 。由式(10)可推得 2 1 1qρ −+ ≤ ，据此可应用 Hölder 不等式证明式(42)成立。 
接下来，类似于文献[7]中的方法可知，对 a.e., ( )0,t T∈ ，有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2
10 0

1 1, d 0 , d d d d d .
2 2 t t

t t

L L Q Q
u t S u s u Q u s gu x s gu x sθ ψν β θ β ψ

Ω Ω
+ ≥ + + +∫ ∫ ∫∫ ∫∫  (43) 

对 ( )0, ;q
qL T Vη∀ ∈



 ，令 

( ) ( )( ) ( )
( )2

2

0

1, d ,
2

t m m m
m L

A u A u s u tχ ν η η
Ω

= − − +∫  

由 A 的单调性可推得 

 ( ) ( )2

21lim inf .
2m Lm

u tχ
Ω→∞

≥  (44) 

由式(12)，将 mχ 表示为 

( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )2

2
10 0 0

1 , d , d , d
2

d d

0

d d ,
t t

t t tm m m m
m L

m m m m
Q Q

u A u s A u s Q u s

gu x s gu x sθ ψ

χ ν η η ν η

β θ β ψ

Ω
= − − − +

+ +

∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫
 

令m →∞取极限，可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )2
2

0 10 0 0

1 , d , d , d
2

d d d d ,
t t

t t t

L

Q Q

u A u s A u s Q u s

gu x s gu x sθ ψ

χ ν η η ν η

β θ β ψ

Ω
= − − − +

+ +

∫ ∫ ∫

∫∫ ∫∫
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结合式(43)，(44)，可得 

 ( )( ) ( )
0

, d 0, a.e., 0, .
t

S A u s t Tη η− − ≥ ∈∫  (45) 

取 uη λξ= − ，其中任意 ( )0, 0, ;q
qL T Vλ ξ≥ ∈



 ，代入式(45)得 

 ( )( )
0

, d 0,
t

S A u sλξ ξ− − ≥∫  (46) 

在式(46)中令 0λ → 取极限，得 

( )( ) ( )0
, d 0, 0, ; ,q

t qS A u s L T Vξ ξ− ≥ ∀ ∈∫


  

由此 ( ) ( ), a.e., , TS A u x t Q= ∈ ，定理 1 得证。 

4. 总结 

本文在光滑有界区域 3Ω⊂  中，考虑了一类含各向异性非牛顿算子的双扩散对流方程组解的适定性

问题，并证明了弱解的存在性。所研究的模型具有强耦合性、强非线性性及各向异性特征，为问题的分

析带来实质困难。本文证明思路如下：首先用 Galerkin 方法构建问题近似解，接着利用能量法建立近似

解的一致先验估计；然后运用紧性论证得到近似解的相应收敛性；最后，通过单调性方法对参数取极限

证明本文的主要结果。本文所研究问题是全新的，所得结果是对流体动力学方程组相关经典结论的改进

与推广。 
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