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摘  要 

本文在光滑有界区域中研究了二维不可压缩Navier-Stokes-Landau-Lifshitz方程组的初边值问题，在初

始密度有正上下界(远离真空)并赋予齐次Dirichlet边界条件的框架下，利用推出的一个基本的能量不等

式和Fadeo-Galerkin方法，得到了系统全局弱解的存在性。 
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Abstract 
In this paper, the initial-boundary value problem of two-dimensional incompressible Navier-Stokes-
Landau-Lifshitz equations is studied in smooth bounded regions. By the basic energy law and the 
Fadeo-Galerkin method, we prove the global existence of the weak solutions under the assumption that 
the initial density is strictly positive and bounded, and subject to homogeneous Dirichlet boundary 
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1. 引言 

1.1. Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合方程组的研究背景 

Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合方程组是深度融合粘性流体动力学与铁磁自旋磁化动力学的非线

性偏微分方程组。该体系专门描述和刻画可流动铁磁介质(如铁磁流体、磁性软胶体以及流动磁畴材料等

复杂多相体系)中，流体宏观流动与微观磁矩或磁化场演化之间的双向强耦合作用机制。此模型不仅系统

地揭示了流动背景下磁矩的集体动力学特性及其演化规律，还深入阐释了磁化过程对流体整体运动、能

量输运路径及内部结构形成过程所产生的显著反馈效应与调控作用。因此，这一方程组已成为软凝聚态

物理、应用数学和工程流体力学等多学科领域开展跨学科前沿研究与复杂理论建模的核心分析框架和基

础工具之一。 
Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合方程组是由 Navier-Stokes 方程和 Landau-Lifshitz 方程耦合而成的。

Navier-Stokes (NS)方程是经典粘性流体力学理论的核心基础。Landau-Lifshitz (LL)方程则是铁磁体系磁化

动力学的基础与核心理论框架。基于这两类方程的局限性和科技的大爆炸，20 世纪 60 年代，铁磁流体的

成功制备，堪称材料科学领域的一项重大成就。其独特之处在于兼具可自由流动的流体特性以及宏观层

面的铁磁性。这种双重特性使得传统物理理论难以全面解释其行为：单独运用纳维–斯托克斯(NS)方程

虽可描述流体运动，但无法处理磁性效应；而单独使用朗道–利夫希茨(LL)方程虽能描述磁学现象，却

无法涵盖流动特性。 
由 Navier-Stokes 方程与 Landau-Lifshitz 方程耦合而成的 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 系统，是一类

具有典型代表性的非线性偏微分方程的标志性难题。围绕该系统全局解的存在性与正则性、解可能出现

爆破的精确数学判据，以及奇异性的形成与结构分析等核心问题，构成了当前国际数学分析领域长期关

注且持续攻关的前沿研究方向，具有重大的理论挑战意义。该方程组通过有机整合描述流体运动的 NS 方

程与刻画磁化演化的 LL 方程，有效克服了传统流体力学与磁学理论相互独立、难以描述磁性与流动之

间复杂双向耦合作用的根本性理论缺陷。它不仅在理论层面统一了宏观流动行为与微观自旋动力学，而

且为现代磁性软材料的设计、分析以及磁控流体工程的实际应用提供了关键的理论依据和数学方法，有

力推动了相关科学与技术领域的持续发展。 

1.2. Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合方程组的研究现状 

Navier-Stokes-Landau-Lifshitz (NSLL)耦合方程组解的适定性问题，特别是弱解的存在性、唯一性及正

则性，已成为偏微分方程领域一个活跃的前沿研究方向。对于二维不可压缩情形，已有一系列重要成果。 
在经典弱解理论方面，王和郭[1]较早地系统研究了二维不可压缩 NSLL 模型，利用 Faedo-Galerkin

逼近和弱紧性理论，证明了有限能量初值下全局弱解的存在性与唯一性。 
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当密度为常量时，对于下面 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合方程组 

( ) 0, 0t uρ ρ ρ+∇⋅ = ≥  
( ) ,tu u u P u d dρ ρ+ ⋅∇ ∇ = ∆ −∇⋅ ∇ ∇  

0u∇⋅ =  
( ) 2 , 1td u d d d d d d d+ ⋅∇ = ∆ + ∇ + ×∆ =

 
( )( ) ( ) 2

0 0 0 0 0, , ,0 , , , 0, 1,u d x u d u d x Rρ ρ= ∇⋅ = = ∈  

当初始密度 0 0ρ > 及初值能量具备 2

2

21
22

0 0 0 L
L

u dρ + ∇ 足够小时，利用能量方法，黄炳远等[2]讨论了不 

可压缩 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合方程组整体强解的存在唯一性。 
对于具有初始真空的三维不可压缩 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 广义模型 

( ) 30, , 0t div u x R tρ ρ+ = ∈ >  

( ) ( ) ( ) ( )
5
4 ,t u div u u u P d dρ ρ∂ + ⊗ + −∆ +∇ = −∇⋅ ∇ ∇  

( )
5 2
4 , 1,td u d d d d d d d+ ⋅∇ + −∆ = ∇ + ×∆ =  

0u∇⋅ =  

( ) ( )0 0 0 0 0, , , , , 1,tu d u d dρ ρ= = =  

当拉普拉斯算子 ( )α−∆ 中 0α > 且 1α ≠ ，且初值满足下述条件时 

( ) ( ) ( )
6 4

3 3 35 3
0 00 ,L R L R L Rρ ρ∞≤ ∈ ∇ ∈  

( ) ( ) ( )
5 9

3 3 2 34 4
0 0 0 0 0 00, , , 1,u u H R d H R d u L Rρ∇ = ∈ ∈ = ∈  

Liu 和 Gao [3]给出了该模型强解的存在唯一性。 
当 ( )α−∆ 中 0α > ， 1α ≠ ，Liu 和 Sun [4]研究了多维超粘性不可压缩的 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz

模型 

( ) ( ) ( ) ( )0, , n
tu u u u P d d x t T Rα +∂ + −∆ + ⋅∇ +∇ +∇⋅ ∇ ∇ = ∈ ×  

( ) ( ) 2 , 1,td d u d d d d d dα∂ + −∆ + ⋅∇ = ∇ + ×∆ =  

0u∇⋅ =  

0 0 0 0, ,t tu u d d= == =  

作者证明了 3n ≥ 时，多维超粘性模型的适定性问题。 
此外，申[5]将模型扩展至包含更复杂磁化动力学的 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz-Bloch 方程，同样

在二维情形下证明了整体弱解的存在性 
上述工作表明，现有研究多在常数密度、小初值、全空间/周期区域、或引入分数阶耗散/广义磁化项

的特定条件下展开。然而，对于标准粘性项(即拉普拉斯算子 −∆ )、在物理上更自然的有限光滑区域、并

考虑非齐次密度(密度可变)及齐次 Dirichlet 边界条件这一基础而重要的情形，其全局弱解的存在性理论

尚不完善。 
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1.3. 本文研究内容 

基于上述研究现状，本文旨在填补一个理论空白：研究如下非齐次不可压缩 NSLL 系统(1.1)~(1.4)在
二维有界光滑区域Ω上的初边值问题，其中密度 ρ 是变量，并假设初始密度满足 ( )0 xρ ρ ρ< ≤ ≤ ，速度

场满足齐次 Dirichlet 边界条件 0u
∂Ω
= ，我们首先推出了一个基本能量不等式(1.18)。为了处理变密度带

来的困难，我们引入了一个正则化的近似系统(3.1)~(3.4)，即在方程中人为耗散项 ε ρ∆ 。通过该近似系统，

先构造光滑的近似解序列，再通过一致的能量估计证明该序列在某个函数空间中具有紧性，最终取极限

0ε → 得到原系统的弱解。 
这项研究的必要性在于：它将不可压缩 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 方程组解的存在性理论，推广

到了有界区域上、非齐次密度、标准粘性这一更基础且物理意义明确的情形，为后续研究更复杂边界条

件或低正则性初值的问题提供了工具和参考。 
考虑如下非齐次不可压缩 Navier-Stokes-Landau-Lifshitz 耦合系统 

0, 0t uρ ρ ρ+ ⋅∇ = ≥                                  (1.1) 

( ) ( ) ,tu u u P u d dρ µ λ+ ⋅∇ +∇ = ∆ − ∇⋅ ∇ ∇                       (1.2) 

( )2 , 1td u d d d d d d dυ+ ⋅∇ = ∆ + ∇ + ×∆ =                       (1.3) 

0u∇⋅ =                                       (1.4) 

其中Ω是 2R 内的一个有界光滑区域，这里速度函数 ( ) ( )( )1 2, , ,u u x t u u x t= = ，宏观分子取向力 

( ) ( )( )1 2, , ,d d x t d d x t= = 是 2R 中的向量函数；密度函数 ( ),x tρ ρ= 是一个数量函数；而压力项 ( ),P P x t=

是一个关于 ρ 的光滑函数。 ( )2d d f d∇ = − 是一个定义在 2d R∈ 上的光滑有界函数。 , ,µ λ υ均为大于 0 的

正常数。 d d∇ ∇ 为指向场诱导的张量表示第 ( ),i j 个元素为 ( )1 , 2i jd d i j∂ ⋅∂ ≤ ≤ 的矩阵。 
假设满足下述条件： 
(H1) ( ) ( )df d F d= ∇ ； 
其中 F 是 2R R→ 的光滑有界函数； 
(H2) ( ) 2,d F d C d R∇ ≤ ∀ ∈ ； 
(H3) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2,d dF d F d G d d d d∇ −∇ = − ； 
其中 ( )1 2 1 2 2, ,G d d C d d R− ≤ ∀ ∈ 。 
系统(1.1)~(1.4)的初始条件如下： 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0,0 ,0 , 0x x C xδρ ρ ρ ρ ρ ρ ν+

∂Ω
= ∈ Ω < ≤ ≤ ∇ ⋅ =                (1.5) 

( ) ( ) ( )2
0 0 0,0 , 0, 0u x u x L u u

∂Ω
= ∈ Ω ∇⋅ = =                        (1.6) 

( ) ( ) ( )1
0,0 , 0dd x d x H ν

ν ∂Ω

∂
= ∈ Ω =

∂
                         (1.7) 

和边界条件如下： 

0ρ ν
∂Ω

∇ ⋅ =                                     (1.8) 

0u
∂Ω
=                                      (1.9) 

0d d
∂Ω
=                                    (1.10) 

其中ν 表示 ∂Ω上的单位外法向量。我们考虑问题(1.1)~(1.10)在 [ ]0,TΩ× 上的解 , ,u dρ 。 
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首先，用 u 与式子(1.2)做向量积，并在Ω上积分，利用分部积分和式子(1.4)得 

( )tu u u u u u u P u d d uρ ρ µ λ
Ω Ω Ω Ω Ω

⋅ + ⋅∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = − ∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫              (1.11) 

利用式子(1.1)和(1.4)得 

( ) 22 21 1 1
2 2 2 tu u u u u u u uρ ρ ρ ρ

Ω Ω Ω Ω
⋅∇ ⋅ = ⋅∇ = − ∇⋅ ⋅ =∫ ∫ ∫ ∫                  (1.12) 

( )
2

2
d

d d u d d u u d d u
Ω Ω Ω Ω

 ∇
 ∇ ⋅ ∇ ∇ ⋅ = ∆ ⋅∇ ⋅ + ∇ ⋅ = ∇ ⋅∆ ⋅
 
 

∫ ∫ ∫ ∫                (1.13) 

即： 

2 21
2

k k j
t t i j iu u u u d d uρ ρ µ λ

Ω Ω Ω

 ⋅ + − ∇ = ∂ ∂ ∂ 
 ∫ ∫ ∫                      (1.14) 

将式子(3.1.1)乘以
2u ，在Ω上积分，可得 

( )2 2 0t u u uρ ρ
Ω

+ ⋅∇ =∫  

所以，上述式子可改写为 

( )21 ,
2t tu u u u u u d dρ ρ µ λ

Ω Ω Ω

 ⋅ + − ∇ ⋅ = ⋅∇ ⋅∆ 
 ∫ ∫ ∫  

综合上述式子得 

( )2 21 d 0
2 d

u u u d d
t

ρ µ λ
Ω Ω Ω

+ ∇ + ⋅∇ ∆ =∫ ∫ ∫                       (1.15) 

其次，用 ( )d f d−∆ + 与式子(1.3)做向量积，并在Ω上积分，可得： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )td u d d f d d f d d f d d d d f dυ
Ω Ω Ω

+ ⋅∇ −∆ + = ∆ − −∆ + + ×∆ −∆ +∫ ∫ ∫  

其中： 

( ) ( )( ) 0d d d f d×∆ −∆ + =  

且 1d = 时，有： 

( ) ( )( ) ( ) ( )21 d d ,
2 d dtd u d d f d d F d u d d

t tΩ Ω Ω Ω
+ ⋅∇ −∆ + = ∇ + − ⋅∇ ∆∫ ∫ ∫ ∫              (1.16) 

( ) ( ) ( )221 d d
2 d d

d F d d f d u d d
t t

υ
Ω Ω Ω Ω
∇ + + ∆ − = ⋅∇ ∆∫ ∫ ∫ ∫                   (1.17) 

将(1.15)和(1.17)相加，并利用(1.4)和边界条件得 

( ) ( ) 22 2 2d 1 0.
d 2 2

u d F d d f d u
t

λρ λ λυ µ
Ω Ω Ω

 + ∇ + + ∆ − + ∇ = 
 ∫ ∫ ∫                 (1.18) 

鉴于上式可以反映系统能量的耗散特性，则称上式为系统(1.1)~(1.4)的基本能量不等式。 
本文结构安排如下：第 2 小节给出本文所需的预备知识；第 3 小节构造近似解；第 4 小节将近似解

趋向极限.从而达到下面定理，系统(1.1)~(1.4)全局弱解的存在性。 
定理 1.1 假设(H1)~(H3)成立，且初值 ( )0 0 0, ,u dρ 满足条件(1.5)~(1.7)，则系统(1.1)~(1.4)存在全局弱解

( ), ,u dρ ，对于任意 
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( )0,T ∈ ∞  

( )( )20, ;L T Lρ ∞∈ Ω  

( )( ) ( )( )2 1 20, ; 0, ;u L T H L T L∞∈ Ω Ω  

( )( ) ( )( )2 2 10, ; 0, ;d L T H L T H∞∈ Ω Ω  

2. 预备知识 

引理 2.1 [1] 
假设初值 ( )0 0 0, ,u dρ 满足条件(1.5)~(1.7)，则存在一个正时间T 使得系统(1.1)~(1.4)在中存在唯一弱解。 
引理 2.2 [6] (Gagliardo-Nirenberg 不等式) 
对于任意 )2,q∈ ∞ ， ( )2,r∈ ∞ 以及 ( )1,s∈ ∞ ，假设 ( )1 2f H R∈ 以及 ( ) ( )2 1, 2s rg L R D R∈  ，则存在依

赖 ,q r 于以及 s 的正常数C ，满足如下 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
2 2

q
q q
L R L R L Rf C f f −≤ ∇  

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2

s r
s r r s r r r s r

C R L R L R
g C g g− + − + −≤ ∇  

引理 2.3 [7] 
设 ( ) ( ){ }0 1

0 10, ; , 0, ;tY V L T X V L T Xα α= ∈ ∈ 具有范数 ( ) ( )0 10 10, ; 0, ;tY L T X L T XV V Vα α= + ，其中 

0 1X X X⊂ ⊂ 都是 Hilber 空间。假设 0 1X X X→ → 的嵌入都是连续的，并且从 0X 到 X 的嵌入是紧嵌入。

这里的 0 1, 1α α > ，则从Y 到 ( )0
00, ;L T Xα 的嵌入是紧嵌入。 

引理 2.4 [8] (Grönwall 不等式) 
(微分形式)令 ( )η ⋅ 是 [ ]0,T 上的非负绝对连续函数，满足对 [ ]0,t T∈ 几乎处处满足微分不等式 

( ) ( ) ( ) ( )' t t t tη φ η ψ≤ +  

其中 ( )tφ 和 ( )tψ 是 [ ]0,T 上的非负可和函数。则 

( ) ( ) ( ) ( )0 d

0
e 0 d

t ts st s sφη η ψ∫  ≤ +  ∫  

(积分形式)设 c为常数， ( )b t ， ( )u t 为区间 [ ]0,T 内的非负连续函数，满足 

( ) ( ) ( ) [ ]
0

d , 0,
t

u t c b u t Tτ τ τ≤ + ∈∫  

则 ( )u t 满足 

( ) ( )( ) [ ]
0

exp d , 0,
t

u t c b t Tτ τ≤ ⋅ + ∈∫  

3. 近似解的构造 

首先，在初值条件(1.5)~(1.7)和边界条件(1.8)~(1.10)下求解方程组 

t uρ ρ ε ρ+ ⋅∇ = ∆                                    (3.1) 

( ) ( ) ( )tu u u P u u u d dρ ε ρ ρ µ λ+ ⋅∇ +∇ + ∇ ⋅∇ + ∆ = ∆ − ∇⋅ ∇ ∇                 (3.2) 

( )( )td u d d f d d dγ+ ⋅∇ = ∆ − + ×∆                         (3.3) 
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0u∇⋅ =                                      (3.4) 

引理 3.1 [9] 
假设u 是一个给定的向量函数，满足 

[ ] ( )( )( )320, ,u C T C∈ Ω 且 0u∇⋅ = ， 0u
∂Ω
=  

则初边值问题在 [ ]0,T ×Ω上有唯一的经典解使得对于任意的 [ ]0,t T∈ ， ( ) ( )2t C δρ +∈ Ω 。 
证明：由最大值原理和(1.5)，对于任意的 [ ]0,t T∈ ， x∈Ω可得出： 

( ),x tρ ρ ρ≤ ≤                                    (3.5) 

用 ρ−∆ 与(3.1)做向量积，并在Ω上积分，可得： 

t uρ ρ ρ ρ ε ρ ρ
Ω Ω Ω

∆ + ⋅∇ ∆ = ∆ ∆∫ ∫ ∫  

即： 

( )2 21 d
2 d

u
t

ρ ε ρ ρ ρ
Ω Ω Ω
∆ + ∆ = ⋅∇ ∆∫ ∫ ∫                          (3.6) 

从而有： 

( )
2 2 2 2d 1

d Lu
t

ρ ε ρ ρ
ε

∞ ΩΩ Ω Ω
∇ + ∆ ≤ ∇∫ ∫ ∫                         (3.7) 

由 Grönwall 不等式，可得 

( )( )( )2 2
0 0,00

sup , , ,
T

L T
t T

C T uρ ρ ε ρ ∞ ×ΩΩ Ω≤ ≤
∇ + ∆ ≤∫ ∫ ∫                      (3.8) 

令方程组 (3.1)， (1.5)， (1.8)对应于 1u u= 及 2u u= 的两个解分别为 1 2,ρ ρ 。将两式相减，并与

( )1 2ρ ρ−∆ − 做向量积，再积分可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 21 2 1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

d 2
d
2 2

t
u u u

ρ ρ ε ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

Ω Ω

Ω Ω

∇ − + ∆ −

≤ − ⋅ ∇ ⋅ ∆ − + ∇ − ⋅ ∆ −

∫ ∫

∫ ∫
             (3.9) 

进而有： 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1

21 2

2 22 21 2 2 1 2

22 2 21 2 1 2 1 2

21 2 1
0 0,0

222 1 2

0

d
d
1

1

1 sup , , ,

1 sup

L L

L L Tt T

Lt T

t

u u u

u u u

u u C T u

u

ρ ρ

ρ ρ ρ
ε

ρ ρ ρ
ε

ε ρ
ε

ρ ρ
ε

∞ ∞

∞ ∞

∞

Ω

Ω

Ω ΩΩ Ω

Ω ×Ω≤ ≤

ΩΩ≤ ≤

∇ −

≤ − ∇ + ∇ −

 ≤ − ∇ + ∇ − 
 

 ≤ −  
 

+ ∇ −

∫

∫

∫ ∫

∫

                 (3.10) 

所以，我们可得出 

( ) ( )

2 21 2 1 2

0 0
sup sup

Lt T t T
TC u uρ ρ ∞Ω Ω≤ ≤ ≤ ≤

∇ − ≤ −∫                       (3.11) 
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这里，
( )( ) ( )( )

1 2
0 0, 0,

, , , ,
L T L T

C C T u uε ρ ∞ ∞×Ω ×Ω

 =  
 

贯彻于全文，对于这些有界变量均用C 来代表。 

由此，我们得出如下引理。 
引理 3.2 
假设初值 0ρ 满足条件(1.5)，对于方程(3.1)，一定存在映射 ( )T T u=   

[ ] ( )( ) { }( ) [ ] ( )( )22 2: 0, ; 0 0, ;T C T C u u C T C δ+Ω ∇⋅ = Ω

   

满足如下结论： 
(1) ( )T uρ =  是(3.1)，(1.5)，(1.8)的唯一经典解 

(2) ( )( ) ( ) [ ], , , 0,T u x t x t Tρ ρ≤ ≤ ∀ ∈Ω×                                                (3.12) 

(3) ( ) ( ) ( )( )( )2 2
0 0,00

sup , , ,
T

L T
t T

T u T u C T uε ρ ∞ ×ΩΩ Ω≤ ≤
∇ + ∆ ≤∫ ∫ ∫                                 (3.13) 

(4) ( ) ( )
[ ] ( )( ) [ ] ( )( )1,2

1 2 1 2
0, ;0, ; C T LC T w

T u T u TC u u ∞ ΩΩ
− ≤ −                                       (3.14) 

这里
( )( ) ( )( )

1 2
0 0, 0,

, , , ,
L T L T

C C T u uε ρ ∞ ∞×Ω ×Ω

 =  
 

。 

证明：下面，我们再用 d−∆ 与(3.3)做向量积，并在Ω上积分，可得 

( ) ( )2 21 d
2 d

d d f d d u d d
t

γ γ
Ω Ω Ω Ω
∇ + ∆ = ⋅∆ + ⋅∇ ∆∫ ∫ ∫ ∫                     (3.15) 

( )
2 2 2 2d 22

d L Ld d f u d
t

γ γ
γ

∞ ∞ ΩΩ Ω Ω
∇ + ∆ ≤ Ω ⋅ + ∇∫ ∫ ∫                     (3.16) 

由 Grönwall 不等式，可得 

( )( )( )2 2
0 0,00

sup , , ,
T

L T
t T

d d C T uε ρ ∞ ×ΩΩ Ω≤ ≤
∇ + ∆ ≤∫ ∫ ∫                       (3.17) 

令方程组(3.3)，(1.7)，(1.10)对应于 1u u= 及 2u u= 的两个解分别为 1 2,d d 。将两式相减，并与 ( )1 2d d−
做向量积，再积分，可得 

( )

( ) ( )( )( ) ( )( )

221 2 1 2

21 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

d 2
d

2 , 2 2

d d d d
t

G d d d d u u d d d u d d d d

γ

γ

Ω Ω

Ω Ω Ω

− + ∇ −

= − − − − ⋅∇ − − ⋅∇ − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

由(3.17)进一步，可得 

( )

( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

221 2 1 2

2 2 2 22 1 2 1 2 1

2 2 2 22 1 2 1 2 1

2 2 22 1 2 1 2

d
d

1

1

1

L L

L L

d d d d
t

C u d d u u d

C u d d u u d

C u d d C u u

γ

∞ ∞

∞ ∞

Ω Ω

Ω Ω

Ω ΩΩ Ω

ΩΩ Ω

− + ∇ −

≤ + − + − ∇

≤ + − + − ∇

≤ + − + −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

所以，我们可得出： 
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( ) ( )

22 21 2 1 2 1 2
00 0

sup sup
T

Lt T t T
d d d d C u u ∞Ω Ω Ω≤ ≤ ≤ ≤
− + ∇ − ≤ −∫ ∫ ∫                 (3.18) 

这里
( )( ) ( )( )

1 2
0 0, 0,

, , ,
L T L T

C C T d u u∞ ∞×Ω ×Ω

 =  
 

。 

再将两式的差与做向量积，并在Ω上积分可得 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 21 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 d
2 d

,

d d d d
t
G d d d d d d u u d d d u d d d d

γ

γ

Ω Ω

Ω Ω

∇ − + ∆ −

= − ⋅∆ − + − ⋅∇ ∆ − + ⋅∇ − ∆ −

∫ ∫

∫ ∫
 

结合(3.17)及(3.18)，可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 21 2 1 2

22 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2

22 21 2 1 2 2 1 2
0 0, 0, 0

d
d

, , , sup

L L

L T L T L Lt T

d d d d
t

C d d C u u d C u d d

C T d u u u u C u d d

γ

∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

Ω Ω

Ω Ω ΩΩ Ω

Ω×Ω ×Ω Ω Ω≤ ≤

∇ − + ∆ −

≤ − + − ∇ + ∇ −

 ≤ − + ∇ − 
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

同理可得： 

( ) ( ) ( )

2 2 21 2 1 2 1 2
00 0

sup sup
T

Lt T t T
d d d d TC u u ∞Ω Ω Ω≤ ≤ ≤ ≤

∇ − + ∆ − ≤ −∫ ∫ ∫                 (3.19) 

这里
( )( ) ( )( )

1 2
0 0, 0,

, , ,
L T L T

C C T d u u∞ ∞×Ω ×Ω

 =  
 

。 

由此，我们得出如下引理。 
引理 3.3 
假设初值 0d 满足(1.7)，对于方程(3.3)，一定存在映射 ( )R R u=   

[ ] ( )( ) { }( ) [ ] ( )( )22: 0, ; 0 0, ;R C T C u u C T C∞Ω ∇⋅ = Ω

   

满足如下结论： 
(1) ( )d R u=  是(3.3)，(1.7)，(1.1)的一个光滑解 

(2) ( ) ( ) ( )( )( )2 2
0 0,00

sup , ,
T

L T
t T

R u R u C T d u ∞ ×ΩΩ Ω≤ ≤
∇ + ∆ ≤∫ ∫ ∫                                   (3.20) 

(3) ( ) ( )
[ ] ( )( ) ( ) ( )

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )1,2 2 2,2
1 2 1 2 1 2

0, ;0, ; 0, ; C T LC T W L T W
R u R u R u R u TC u u ∞ ΩΩ Ω

− + − ≤ −                 (3.21) 

这里
( )( ) ( )( )

1 2
0 0, 0,

, , ,
L T L T

C C T d u u∞ ∞×Ω ×Ω

 =  
 

。 

运用不动点方法： 
设{ } 1i i

ϕ ∞

=
为 ( )2 2,u L R⊂ Ω 的一个标准正交基，并且满足下面式子 

,  0,i i i i iPϕ λϕ ϕ
∂Ω

∆ +∇ = − =  

其中 1 20 nλ λ λ< ≤ ≤ ≤ ≤ ，且当 n →∞时， nλ →∞。易知，这是 Stokes 算子满足 Dirichlet 边界条件

的特征函数所组成的 H 中的标准正交基。 

在有限维的函数空间 { } 1

n
n i i

X span ϕ
=

= 中，令 ( )
1

n

i i n
i

v x Xα ϕ
=

= ∈∑ ，则得 
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( )2
2 2 2

1
,

n

n

iX L
i

v v α
Ω

=

= =∑  

并且有 

( ) ( )

( )

( )

2

1
1

1 222

11

1

sup

,
n

n

i iL L
i

n

i i L
i ni

X

v

n

C n v

α ϕ

α ϕ

∞ ∞

∞

Ω Ω
=

Ω
≤ ≤=

≤

 ≤  
 

=

∑

∑  

( )

( ) ( )( ) ( )

2
2

1 1

2

1
2 ,

n

L

n n

i i i i i j j
i j

n

i i
i

n X

v v v

x P x x

v

α λϕ α α ϕ

λα

λ

Ω Ω

Ω
= =

=

∇ = − ⋅∆

= + ∇

=

≤

∫

∑ ∑∫

∑
 

( ) ( ) ( )

( )

( )( )
( )

2

2
2

1

2
2 2

1 1

22 2

1
2

n

n

i i i i iL
i

n n

i i i i
i i

n

i i i
i

X

v x P x

P x

n P x

C n v

α λϕ α

α λ α

α λ

Ω Ω
=

Ω
= =

Ω
=

∆ = + ∇

= + ∇

≤ + ∇

=

∑∫

∑ ∑∫

∑ ∫

 

由此，我们所求的近似解 [ ]( )0, ;n nu C T X∈ ，对于 [ ]0,t T∀ ∈ 及 nXψ ∈ ，满足下式 

( ) ( )

( )
0 0

0

n

t
n n n n

t u t u

u u u d d u

ρ ψ ρ ψ

µ ρ λ ε ρ ψ

Ω Ω

Ω

⋅ − ⋅

 = ∆ −∇⋅ ⊗ − ∆ ⋅∇ − ∇ ⋅∇ ⋅ 

∫ ∫

∫ ∫
 

我们需先引入可逆算子 [ ]µ ρ ；且有 

[ ] [ ]*: , , ,n nX X v w v wµ ρ µ ρ ρ
Ω

= ⋅∫  

则有 

[ ] ( ) ( )( )

[ ] ( ) ( )

[ ] ( )
[ ]

( ) ( )

1

1

1
1

,

1

2
1,

inf ,

sup ,

sup ,

n n

n
n

n

n

n n
n

n

L X X x

LX w X X

X
LL X X v X X

x

v w
v C n v

v

v
C n

v

µ ρ ρ

ρ
µ ρ ρ

µ ρ
µ ρ ρ

∗

∗

∗

∗

−
−

∈Ω

Ω
Ω

∈

Ω
∈

≤

⋅
= ≤

= ≤

∫  

此外，有不等式： 
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )

1

1

1 1 1 2

,

1 2 2 1 1 1

,

1 2 1 1 2 1

, , ,

1 1
2 1 2 1 2

1

1 2

inf inf

,

n n

n n

n n n n n n

L X X

L X X

L X X L X X L X X

Lx x

L

C n x x

C n n

µ ρ µ ρ

µ ρ µ ρ µ ρ µ ρ

µ ρ µ ρ µ ρ µ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

∗

∗

∗ ∗ ∗

− −

− −

− −

− −

Ω∈Ω ∈Ω

Ω

   −   

       = −       

       ≤ −       

≤ −

≤ −

 

于是有： 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )*1
0 0 0

, , d ,
t

n nu t u N s d s u s sµ ρ ρ ρ−= +   ∫  

其中对于 nXψ∀ ∈ ，有 

[ ] ( ), , , .n n n n nN d u u u u d d uρ ψ µ ρ λ ε ρ ψ
Ω
 = ∆ −∇⋅ ⊗ − ∆ ⋅∇ − ∇ ⋅∇ ⋅ ∫  

令 ( ) ( ),n nT u d R uρ = =  ，则有 [ ]( )0, ;n nu C T X∈ ，且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )*1
0 0 0

, ,
t

n n n n nu t T u u N T u R u uµ ρ−    = +   ∫    

从而： 

( ) [ ]( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( )1

0, ;

*1
0 0 0 0, ;

0

*1
0 0,0

1
0,0

1

1 0 0
0

0

, ,

sup

sup

sup , ,

sup inf

sup inf

n

n

n

n n n

n n n

n C T X

t
n n n n

C T X

n Xt T

n L X X Xt T

t
n n n nL X X Xt T

n Lxt T

xt T

w t

T u u N T u R u u

w t

T u u

T u N T u R u u

T u x C n u

µ ρ

µ ρ

µ

ρ

∗ ∗

∗ ∗

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

≤ ≤

−

Ω∈Ω≤ ≤

≤ ≤

   = +   

=

 ≤  

   +    

≤ ⋅

+

∫

∫

  



  



( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

1

1

1 0 0

0 0

11 2 221 0 0 1
0

2

0
1 11

2 22 22
0 0

2

0

1 1 sup

sup

T T
n n n n n

T T
n n n n

nL
t T

T
n n n n n

T
n n

t T

n

T u x C n u T u u u

R u R u T u u

C n u T C n u

C n T u u T u u u

T C n R u R u

C n T u

µ

λ ε

ρ µ
ρ ρ

λ

ε

−

Ω Ω∈Ω

Ω Ω

Ω Ω≤ ≤

Ω

Ω Ω≤ ≤

Ω

⋅ ∆ + ∇ ⋅ ⊗
+ ∆ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ 


≤ + Ω ∆



+ ∇ + ∇

+ ∆ ∇

+ ∇

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

  

 

 

( ) ( )( )
1 1

22 2T
nT u

Ω


∇


∫ ∫ 
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( ) ( ) ( ) [ ]( )

( )( )( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( ) ( )

1

1

1
21 0 0 0, ;

2
0 0, 0, ;

1 1
2 2

00, ; 0,

1
2

0 0 1 0 00,

1 1

, , , ,

, , ,

1 1, , , , , , ,

n

n

n

nL C T X

n nL T C T X

n n nC T X L T

n n L T L

C n u T C n u

TC T n u u

TC n u T C T d n u

T C T d n u C n u

ρ µ
ρ ρ

ε ρ

ε λ ρ ε

ε ρ λ ρ
ρ ρ

∞

∞

∞

Ω

×Ω

×Ω

×Ω Ω

≤ + Ω

+


+ + 



≤ +

 

所以必存在 ( )1 0T n > ，使得 [ ]( )0, ; nn C T Xw k≤ ，对于一切 [ ]( )0, ; nn C T Xu k≤ 均成立，其中 k 是大于

( ) ( )11 0 0
1

LC n uρ
ρ Ω

的正常数。 

令
[ ]( )

1
0, ; n

n C T X
u 和

[ ]( )
2

0, ; n
n C T X

u 均小于 k ，所以，我们可推出下面估计： 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) [ ]( )

1

*1 2 1 1 1 2
0 0 200, ; ,0

1 1
1 20,0

1 2
1 200

1 2
1 200, ;

sup

sup

, sup

, , , ,

n n n n

n n n

n

n n

T
n n n nC T X L X X Xt T

T
n

L X X Xt T

T
n n L Xt T

T
n n C T X X

w w T u T u u N

T u N N

C n T u T u N N

TC T k n u u N N

µ µ ρ

µ

ρ

ε ρ

∗ ∗

∗ ∗

∗

∗

− −

≤ ≤

−

≤ ≤

Ω≤ ≤

   − + − +   

 ≤ − 

≤ − −

≤ − −

∫

∫

∫

∫

 



   

由 ( )2
2
Lv

Ω
∆ 的定义，有下面推导 

( ) ( )
[ ]( )

1
1 2 1 22 20 0, ; n

T
n n n n C T X

u u T C n u uµ µ
Ω

∆ − ≤ Ω −∫ ∫  

由(3.3.14)，可得 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

[ ]( )

21 2 1
0

1
1 22 21 1 22

0, 0

1 2
0, ;

sup

, , ,
n

T
n n n

n n nL T t T

n n C T X

T u T u u

T u T u T u

TC T n k u uε

∞

Ω

Ω×Ω ≤ ≤

∇ −

 ≤ Ω ∇ − 
 

≤ −

∫ ∫

∫

 

   

并且 

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ]( )

1 2 1 1
0

1 1
2 22 21 1 2 1

0, 0

1 2
0, ;

sup

, , ,
n

T
n n n n

n n n nL T t T

n n C T X

T u T u u u

T u T u T u u

TC T n k u uε

∞

Ω

Ω Ω×Ω ≤ ≤

∇ − ∇

 ≤ − ∇ 
 

≤ −

∫ ∫

∫ ∫

 

   

从而 
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( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
[ ]( )

1 2 1 1
0

21 2 1 1 2 1 1
0 0

1 2
0, ;

, , ,
n

T
n n n n

T T
n n n n n n n

n n C T X

T u T u u u

C T u T u u C T u T u u u

TC T n k u uε

Ω

Ω Ω

∇ − ⊗

≤ ∇ − + − ∇

≤ −

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

     

再由(3.3.10)和(3.3.14)可得 

( )( )( ) ( ) ( )
( )

[ ]( )

2 1 2 1 2 2 1 2
0

1 2
0 0, ;

, , , ,
n

T
n n n n n n n n

n n C T X

T u u u u T u u u u

TC T n k u uρ ε

Ω
∇ ⋅ − ⊗ + ⊗ −

≤ −

∫ ∫  

 

并且由(3.3.20)和(3.3.21)可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

[ ]( )

1 1 2 1 2 2
0

1 2
0 0, ;

, , ,
n

T
n n n n n n

n n C T X

R u R u R u R u R u R u

TC T d n k u u
Ω
∇ ⋅∆ − + ∇ − ⋅∆

≤ −

∫ ∫      

 

由(3.1.13)和(3.1.14)及(3.2.25)可推出 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

[ ]( )

1 2 1 2 1 2
0

1 2
0 0 0, ;

, , , , ,
n

T
n n n n n n

n n C T X

T u T u u T u u u

TC T d n k u uρ ε

Ω
∇ − ⋅∇ + ∇ ⋅∇ −

≤ −

∫ ∫   

 

综合上述推导，我们有 

[ ]( ) ( )
[ ]( )

1 2 1 2
0 00, ; 0, ;

, , , , ,
n n

n n n nC T X C T X
w w TC T n d k u uε ρ− ≤ −  

在 Banach 空间 [ ]( )0, ; nC T X 上依据标准的不动点方法，在很小的区间 ( )0,T n   ， ( )T n T≤ 时存在局

部解 , ,n n nu dρ 。接下来，我们证明对于 n∀ ， ( )T n T= ，即证明 ( )1n n Luρ
Ω
在整个时间区间 ( )0,T n   上始

终小于 k 。 
将(3.1.2)关于 t 作微分，再将 ( )nu tψ = 代入，可得 

( ) ( ) 22 2 2d 1 0.
d 2 2n n n n n n nu d F d u v d f d
t

λρ λ µ λ
Ω Ω

+ ∇ + + ∇ + ∆ − =∫ ∫  

将(3.1.1)乘以 nρ ，并在Ω上积分，可得 

( )2 2d 2 0.
d n n t

t
ρ ε ρ

Ω Ω
+ ∇ =∫ ∫  

结合以上各式，可得 

( )
( )2 2 2

0 0 0
0
sup 4 ,n n L
t T n

u t F u d Mρ λ ρ λ∞
Ω Ω≤ ≤

≤ Ω + + ∇ =∫ ∫  

和 

( )

2 2
0

0
sup .n
t T n

ρ ρ
Ω Ω≤ ≤

=∫ ∫  

再由于 

( ) ( )
1 11 2 22 44n n n n nu uρ ρ ρ

Ω Ω Ω
≤ Ω∫ ∫ ∫  
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则有 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1

111
2 4241 1 0

0

1 1sup 1 .n n L
t T n

C n u C n M kρ ρ
ρ ρΩ Ω≤ ≤

≤ Ω + =∫  

所以，多次利用不动点方法，对于所有固定的 n ，有 ( )T n 可能到T 。从而，可得下列与 n 无关的一

系列估计： 

0 nρ ρ ρ< ≤ ≤                                    (3.22) 

( )2
0 0 0

0
sup , ,n n

t T
u C u dρ ρ

Ω≤ ≤
≤∫                              (3.23) 

( )2
0

0
sup n

t T
Cρ ρ

Ω≤ ≤
≤∫                                 (3.24) 

( )2
0 0 0

0
sup , ,n

t T
d C u dρ

Ω≤ ≤
∇ ≤∫                               (3.25) 

( )2
0 0 00
, ,

T
nu C u dρ

Ω
∇ ≤∫ ∫                                (3.26) 

( )2
00

T
n Cε ρ ρ

Ω
∇ ≤∫ ∫                                 (3.27) 

( )2
0 0 00
, , ,

T
nd C u d Tρ

Ω
∇ ≤∫ ∫                               (3.28) 

4. 定理 1.1 的证明 

本节，在 n →∞时，对初边值问题(3.1)~(3.4)及(1.5)~(1.10)的解 ( ), ,n n nu dρ 取极限。利用引理 3.3，可

得弱解 ( ), ,u dρ 存在，并且满足下述估计： 
0 ρ ρ ρ< ≤ ≤                                    (4.1) 

( )2
0 0 0

0
sup , ,

t T
u C u dρ ρ

Ω≤ ≤
≤∫                               (4.2) 

( )2
0

0
sup

t T
Cρ ρ

Ω≤ ≤
≤∫                                 (4.3) 

( )2
0 0 0

0
sup , ,

t T
d C u dρ

Ω≤ ≤
∇ ≤∫                              (4.4) 

( )2
0 0 00
, ,

T
u C u dρ

Ω
∇ ≤∫ ∫                               (4.5) 

( )2
00

T
Cε ρ ρ

Ω
∇ ≤∫ ∫                                (4.6) 

( )2
0 0 00
, , ,

T
d C u d Tρ

Ω
∇ ≤∫ ∫                              (4.7) 

并且存在 1q > ，使得 ( )( ), 0,q
t L Tρ ρ∆ ∈ ×Ω ，对于等式(3.11)在 ( )0,T ×Ω上几乎处处满足。对于上述估计，

在 0ε → 时，取极限可得解 , ,u dε ε ερ ，从而定理 1.1 得证。 
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