
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(5), 88-95 
Published Online May 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.155210  

文章引用: 曾爽. 关于不定方程 5x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 22y(y + 1)(y + 2)(y + 3) [J]. 应用数学进展, 2026, 15(5): 88-95.  
DOI: 10.12677/aam.2026.155210 

 
 

关于不定方程5x(x + 1)(x + 2)(x + 3) =  
22y(y + 1)(y + 2)(y + 3) 
曾  爽 

西南大学数学与统计学院，重庆 
 
收稿日期：2026年4月13日；录用日期：2026年5月7日；发布日期：2026年5月14日 

 
 

 
摘  要 

本文运用同余式、递推序列和Pell方程等方法，对不定方程5x(x + 1)(x + 2)(x + 3) = 22y(y + 1)(y + 2)(y 
+ 3)展开研究，证明了该方程共有16组整数解，且不存在正整数解。 
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Abstract 
In this paper, we use Pell equation, quadratic residue, recursive sequence and other methods to 
study the Diophantine equation, ( )( )( ) ( )( )( )5 1 2 3 22 1 2 3x x x x y y y y+ + + = + + + . It proves that this 
equation has exactly 16 integer solutions and no positive integer solutions. 
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1. 引言与结论 

对形如 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3px x x x qy y y y+ + + = + + +  (其中 ( ), 1p q = ，且 *,p q∈ )的不定方程，这

类方程兼具连续整数乘积与参数约束的双重特征，既与经典的丢番图方程问题密切相关，也反映了特定

参数条件下整数解分布的复杂性，其正整数解的研究长期受到数论领域的关注[1]-[11]，现已有一些重要

结论。1971 年 Cohn 运用 Pell 方程、二次平方剩余、递归序列等方法，证明了 1, 2p q= = 时，不定方程仅

有正整数解 ( ) ( ), 5,4x y =  [1]；1991 年罗明证明了 1, 7p q= = 时，仅有正整数解 ( ) ( ), 4,2x y =  [2]；2025 年

李翰证明了当 5, 11p q= = 时，仅有 16 组整数解，没有正整数解[11]。但当 5, 22p q= = 时虽然其形式与前

述已解决情形相近，但该组参数并不能直接套用已有论证，需要重新寻找满足该组参数方程的同余排斥

结构，所以此不定方程正整数解的问题仍未解决。因此本文将在以前的基础上讨论 5, 22p q= = 时的情形，

证明了： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 22 1 2 3x x x x y y y y+ + + = + + +                   (1) 

没有正整数解。 

2. 预备知识 

化简(1)得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )25 3 1 2 110 3 1 2x x x x y y y y+ + + = + + +                

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 225 3 1 1 3 1 1 110 3 1 1 3 1 1x x x x y y y y+ + − + + + = + + − + + +  

( ) ( )2 22 225 3 1 25 110 3 1 110x x y y+ + − = + + −  

由此得到如下形式： 

( ) ( )2 22 25 3 1 110 3 1 85x x y y + + − + + = −                             (2) 

易知方程 2 2110 85x y− = − 的全部整数解由以下两个结合类给出： 

( ) ( ) ( ) ( ) *110 5 110 110 5 110 21 2 110 , ,
n

n n n nx y u v n+ = ± + + = ± + + ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) *110 5 110 110 5 110 21 2 110 , ,
n

n n n nx y u v n+ = ± − + + = ± − + + ∈  

其中 5 110+ 是方程 2 2110 85x y− = − 的最小整数解， 21 2 110+ 是 Pell 方程 2 2110 1x y− = 的基本解。 
易知 n ny y−= ，且方程(2)的解需要满足以下两个式子 

( )22 3 4 5,ny y+ = +  

( )22 3 4 5.ny y+ = +  

故 1ny ≥ − 、 1ny ≥ − ，并且方程 2 2110 85x y− = − 的两个结合类都只取正好，于是方程(2)的解需要满

足 
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( )22 3 4 5ny y+ = ± +                                   (3) 

不难推出以下关系式成立： 
1 142 ,n n ny y y+ −= − 0 11, 31y y= =                               (4) 

1 142 ,n n nu u u+ −= − 0 11, 21u u= =                               (5) 

1 142 ,n n nv v v+ −= − 0 10, 2v v= =                                (6) 
2 2 2

2 2110 2 1, 2n n n n n n nv u v u v u v= + = − =                              (7) 

5n n ny u v= +                                       (8) 

( ) ( )2 1 modk
n km n mu u u+ ≡ −                                  (9) 

( ) ( )2 1 modk
n km n mv v v+ ≡ −                                 (10) 

( ) ( )2 1 modk
n km n my y u+ ≡ −                                 (11) 

以下的内容将证明(3)式仅在 2, 1,0n = − − 时成立，进而求得方程(2)的全部整数解，最后得到方程(1)的
全部整数解。 

3. 分类讨论 

3.1. 当 ( )22 3 4 5ny y+ = + 时 

引理 1 设 2 | , 0m m > ，则 2

2

20 5 4
7

m m m

m

v u v
u

 ± + ± =   
  

。 

证明 当 2 | , 0m m > 时，由(5)式知 2 | mu ，由(7)式知 

( )2
2 2 1 1 mod8 ,m mu u= − ≡  

故 

2

1 1,
mu

 −
= 

  2

2 1,
mu

 
= 

  2

5 1,
mu

 
= 

 
 

因为， 2 | m ，故有 ( )1 mod 4mu ≡ ，从而
1 1
mu

 −
= 

 
，由(8)式可推出 

( )( )

2 2
2 2

2 2 2

2

2 2 2 2

2 2

2

20 5 20 10 40 10

42 5 1
4

110 4 4
4

126
4

2
4

m m m m m m

m m m

m m m m

m m m m m m m

m m m m m m

m m

m

m m

m m

v v u u v u
u u u

u u v u
u u u u u u v

u v u v u v
u v

v
u v

u v

    ± + ± + ± +
= =    

     
       ± −

= =       ±       
 + − ±

=   ± 
 

=  ± 

=
±



9 7
4 4

4 .
7

m m m m

m m

u v u v

u v

   
   ± ±   

± =  
 
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引理 2 若 4 5ny + 是平方数，则 

( )32, 1,0 mod 2 3 5 .n ≡ − − × ×  

证明 对序列{ }4 5ny + 取不同模的方法来证明。 
mod19 ，排除 ( )1,2 mod5n ≡ ，因为此时 4 5 1,2ny + ≡ ，而 1，2 是 mod19 的平方非剩余，故排除

( )1, 2 mod5n ≡ ，剩余 ( )0,3,4 mod5n ≡ 。为节省篇幅，下面不再赘述排除理由。 
mod1721，排除 ( )1,2,3,6 mod10n ≡ ，剩余 ( )0,4,5,8,9 mod10n ≡ ； 
mod151,20071，排除 ( )1,2,3,5,6,7,8,9,12 mod15n ≡ ，剩余 ( )0,4,10,14,15,19,25,28,29 mod30n ≡ ； 
mod809,3929 ，排除 ( )4,10,14,25 mod30n ≡ ，剩余 ( )0,15,19,28,29 mod30n ≡ ； 
mod 61，排除 ( )19 mod 60n ≡ ，剩余 ( )0,15,28,29,30,45,49,58,59 mod 60n ≡ ； 
mod599,641,839,29921 ， 排 除 ( )15,28,29,30,45,49,58,59,75,88,89,90,105,109 mod120n ≡ ， 剩 余

( )0,60,118,119 mod120n ≡ ； 
下面，利用计算的方法接着排除 ( )60 mod120n ≡ ，令 120 60n k= + 。若 12k k= ，则 1240 60n k= + ，那

么 ( )12 mod 48n ≡ ，对序列 { }4 5ny + 取 mod817 可排除 ( )12 mod 48n ≡ 的情形；若 12 1k k= + ，那么

( )36 mod 48n ≡ ， 对 序 列 { }4 5ny + 取 mod 490 同 样 可 排 除 ( )36 mod 48n ≡ 的 情 形 。 所 以 排 除

( )60 mod120n ≡ 。 
综上所述， 

( )32, 1,0 mod 2 3 5n ≡ − − × × 。 

引理 3 设 

( )30 mod 2 3 5n ≡ × × , 

当且仅当 0n = 时， 4 5ny + 是平方数。 
证明 设 0n ≠ ，令 

( )4 1 2 3 5 2tn k= ± × × × × ( )2t ≥ 。 

现取 m 为 2t 、 5 2t× 、 3 2t× 、 3 5 2t× × 之一，由引理 1 和(8)、(11)可推出 

( )24 5 4 20 5 20 5 modn n n m my u v v u+ = + + ≡ ± + , 

故 

2

2 2

4 5 20 5 4
7

n m m m

m m

y v u v
u u

   + ± + ± = =     
    

。 

对{ }4
mmu v+ 取mod 7 ，得到的两个剩余序列周期均为 4，再对{ }2t 取 mod 4 ，得到的剩余周期为 1。 

情况 1 对于序列{ }4
mmu v+  

取 3 2tm = × ，此时 ( )3 mod 4m ≡ ， ( )4 6 mod 7m mu v+ ≡ ，故对所有 m 均有 

4 1
7

m mu v+  = − 
 

， 

进而 

2

4 5 1n

m

y
u

 +
= − 

 
， 

所以 4 5ny + 为非平方数。 
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情况 2 对于序列{ }4m mu v−  
取 5 2tm = × ，此时 ( )1 mod 4m ≡ ， ( )4 6 mod 7m mu v− ≡ ，故对所有m 均有 

4 1
7

m mu v+  = − 
 

， 

进而 

2

4 5 1n

m

y
u

 +
= − 

 
， 

所以 4 5ny + 为非平方数。 
因此当且仅当 0n = 时， 24 5 3ny + = 为平方数。 
引理 4 设 

( )31 mod 2 3 5n ≡ − × × ， 

则当且仅当 1n = − 时， 4 5ny + 是平方数。 
证明 设 1n ≠ − ，令 

( )1 4 1 2 3 5 2tn k= − + ± × × × × ( )2t ≥ 。 

由(11)式可知， 

( ) ( )11 2 4 1 3 5 2
4 5 4 5 4 5 39 modtn mk

y y y u−− + × ± × × ×
+ = + ≡ − + ≡ − ， 

其中 1 31y− = ， m 为 2t 、5 2t× 、 3 2t× 、 3 5 2t× × 中的任意一个。 
因为 2 | m ，此时 ( )1 mod 4mu ≡ ，又由(5)易推出 ( )1 mod3mu ≡ ，则 

4 5 39 1 3 13
13

n m

m m m m m

y u
u u u u u

       + − −  = = =         
        

。 

对 mu 取mod13 ，剩余序列周期为 14，对序列{ }2t 取mod14 ，剩余序列周期为 3。 
令 

( )
( )
( )

2 0 mod3 ,
3 2 1 mod3 ,
5 2 2 mod3 .

t

t

t

t
m t

t

 ≡


= × ≡
 × ≡

 

 
Table 1. The situation of ( )mod13mu  

表 1. ( )mod13mu 的情况 

( )2 mod3t ≥  0 1 2 

( )mod14m  8 6 6 

( )mod13mu  5 5 5 

 

表 1 中所有的 mu 均为mod13 的平方剩余，故 

1
13

mu  = − 
 

， 
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进而， 

4 5 1n

m

y
u

 +
= − 

 
 

从而当且仅当 1n = − 时， 24 5 7ny + = 为平方数。 
引理 5 设 

( )32 mod 2 3 5n ≡ − × × ， 

则当且仅当 2n = − 时， 4 5ny + 是平方数。 
证明 设 2n ≠ − ，令 

( )2 4 1 2 3 5 2tn k= − + ± × × × × ( )2t ≥ 。 

由(11)式可知， 

( ) ( )22 2 4 1 3 5 2
4 5 4 5 4 5 1839 modtn mk

y y y u−− + × ± × × ×
+ = + ≡ − + ≡ − ， 

其中 2 461y− = ， m 为 2t 、5 2t× 、 3 2t× 、 3 5 2t× × 中的任意一个。 
因为 2 | m ，此时 ( )1 mod 4mu ≡ ，又由(5)易推出 ( )1 mod3mu ≡ ，则 

4 5 1839 1 3 613
613

n m

m m m m m

y u
u u u u u

       + − −  = = =         
        

。 

对 mu 取mod 613 ，剩余序列周期为 614，对序列{ }2t 取mod 614 ，剩余序列周期为 102。令 

( )

( )
( )

( )

3 2 13,29,30,33,34,39,54,55,57,69,78,81,85,94 mod102 ,
5 2 1,11,21,23,24,25,28,31,32,36,48,51,58,66,

72,73,74,86,90,99 mod102 ,
3 5 2 3,15,35,38,49,50,52,75 mod102 ,
2 mod102 .

t

t

t

t

t
t

m
t
t

 × ≡
 × ≡= 
 × × ≡

≡ 其他

 

则对所有的 mu 均为 mod 613 的平方非剩余，故 

1
613

mu  = − 
 

， 

进而， 

4 5 1n

m

y
u

 +
= − 

 
 

从而当且仅当 2n = − 时， 24 5 43ny + = 为平方数。 

3.2. 当 ( )22 3 4 5ny y+ = + 时 

引理 6 当且仅当 0n = 时， 4 5ny + 是平方数。 
证明 因为 

( )22 3 4 5 4 5 0n ny y y+ = + = − + ≥ , 

解得 1ny ≤ ，由(4)知 0 1y = ，且{ }ny 是增序列，又因为 2
04 5 1y− + = ，所以当且仅当 0n = 时，4 5ny + 是平

方数，结论成立。 
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4. 定理证明 

定理 不定方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 1 2 3 22 1 2 3x x x x y y y y+ + + = + + +  

的全部整数解为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0,0 , 1,0 , 2,0 , 3,0 , 0, 3 , 1, 3 , 2, 3 , 3, 3 ,

0, 1 , 3, 1 , 2, 1 , 1, 1 , 0, 2 , 1, 2 , 2, 2 , 3, 2 ,

x y = − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −
 

不存在正整数解。 

证明 由引理 3 知 ( )2 2
02 3 4 5 3y y+ = + = ，解得 0y = 或者 3y = − ，相对应的整数解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3, 3 , 2, 3 , 1, 3 , 0,3 , 3,0 , 2,0 , 1,0 , 0,0 .− − − − − − − − −  

由引理 4 知 ( )2 2
12 3 4 5 7y y−+ = + = ，解得 2y = 或者 5y = − ，将 y 的值带入方程 (2) ，得

( ) 225 3 1 13225x x + + =  ，即 2 3 1 23x x+ + = ± ，此时 x 没有整数解。 
由引理 5 知 ( )2 2

22 3 4 5 43y y−+ = + = ，解得 20y = 或者 23y = − ，将 y 的值带入方程 (2)，得

( ) 225 3 1 23377225x x + + =  ，即 2 3 1 967x x+ + = ± ，此时 x 没有整数解。 
由引理 6 知 ( )2 2

02 3 4 5 1y y+ = − + = ，解得 1y = − 或者 2y = − ，相对应的整数解为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3, 2 , 2, 2 , 1, 2 , 0, 2 , 3, 1 , 2, 1 , 1, 1 , 0, 1 .− − − − − − − − − − − − − −  

综上所述，该不定方程有 16 组整数解，没有正整数解，证毕。 

5. 结论 

本文以不定方程 

( )( )( ) ( )( )( )5 1 2 3 22 1 2 3x x x x y y y y+ + + = + + +  

研究首先将原方程转化为 

( ) ( )2 22 25 3 1 110 3 1 85x x y y + + − + + = −   

的形式，明确其解与 Pell 方程 2 2110 85x y− = − 两个结合类之间的结构关系，建立了相关序列{ }ny 的递推

关系 

1 142n n ny y y+ −= − ( )0 11, 31y y= =  

及相关同域性质；随后通过多轮模运算与引理证明，逐步排除非解情形，最终证实该方程共存在 16 组整

数解，分别为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 0,0 , 1,0 , 2,0 , 3,0 , 0, 3 , 1, 3 , 2, 3 , 3, 3 ,

0, 1 , 3, 1 , 2, 1 , 1, 1 , 0, 2 , 1, 2 , 2, 2 , 3, 2 ,

x y = − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − − − −
 

且不存在正整数解。本文的核心贡献在于填补了特定参数组合下同类不定方程的研究空白。对于形如 

( )( )( ) ( )( )( )1 2 3 1 2 3px x x x qy y y y+ + + = + + +  

其中 ( ), 1p q = ，且 *,p q∈ 的不定方程，此前学界已在 1, 2p q= = 、 1, 7p q= = 、 5, 11p q= = 等参数下取

得求解成果，但 5, 22p q= = 的情形长期未得到解决。本文通过严谨的推导与验证，明确了该参数组合下

方程的解的数量与具体形式，进一步完善了此类不定方程的解谱，为今后可进一步研究该类不定方程正

整数解的存在性与判定准则提供关键的基础结论。 
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