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摘  要 

在分布式算法中，由于本地数据生成机制的异构性，在开发联邦学习方法时考虑个性化非常重要。在这

项工作中，本文提出了一种个性化联邦学习方法来解决鲁棒回归问题。具体来说，通过求解具有稀疏融

合惩罚的平滑支持向量回归损失来学习回归权重。此外，还设计了用于鲁棒稀疏回归的个性化联邦学习

(PerFL-SVR)算法，以有效地解决联邦系统中的估计问题。 
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Abstract 
In distributed algorithms, due to the heterogeneity of local data generation mechanisms, it is crucial 
to consider personalization when developing federated learning methods. In this work, we propose 
a personalized federated learning approach to address the robust regression problem. Specifically, 
the regression weights are learned by optimizing a smoothed support vector regression loss function 
coupled with a sparse fusion penalty. Furthermore, a personalized federated learning algorithm for 
robust sparse regression, termed PerFL-SVR, is designed to effectively solve the estimation problem 
within federated systems. 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2026.155209
https://doi.org/10.12677/aam.2026.155209
https://www.hanspub.org/


高国庆 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155209 73 应用数学进展 
 

Keywords 
Distributed Computing, Personalization, Robust Regression, Heterogeneous Data 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

随着支持向量机(SVM)理论的不断成熟，Vapnik [1]将其推广至回归领域并提出了支持向量回归

(SVR)。近年来，随着大数据技术的飞速发展，数据隐私保护已成为消费电子等关键领域的核心诉求。作

为解决“数据孤岛”问题的有效途径，联邦学习(FL)通过分布式协作训练模型，在保障用户原始数据不

离域的前提下展现了巨大的应用潜力。 
然而，在现实应用场景中，本地数据生成机制的异构性(即非独立同分布，Non-IID)普遍存在。

McMahan [2]等人提出的 FedAvg 方法虽然奠定了联邦学习的基础，但在处理统计异质性数据时，局部更

新往往会出现“漂移”现象，导致全局模型性能显著下降。尽管现有研究分析了 FedAvg 在强凸和光滑问

题上的收敛速率，但在传统的联邦学习框架下，训练出的单一全局模型难以有效适配差异巨大的局部分

布，泛化能力受到严重制约。 
为了克服统计异质性带来的挑战，研究者们开始探索个性化联邦学习(Personalized Federated Learning)

方法。Liu [3]等人提出了联邦双目标双重模型(FedDODM)，通过独立模型分别优化个性化与隐式泛化目

标；Sang [4]等人则提出了基于单一通信前提的 FedOM 方法以提升效率。尽管如此，如何在保障模型鲁

棒性的同时，实现高维特征的有效稀疏恢复与跨机器的个性化知识共享，仍是一个亟待解决的问题。 
针对上述挑战，本文提出了一种异质稳健分布式支持向量回归方法(PerFL-SVR)。该方法在平滑支持

向量回归损失函数的基础上，引入了稀疏融合惩罚项，旨在兼顾模型的个性化表达与全局信息的有效利

用，从而在异构且含噪声的联邦环境中实现更精确的稳健回归估计。 

2. 平滑支持向量回归 

在经典的支持向量回归模型中，使用 ɛ-不敏感方法，在估计函数周围对称形成一个管道，管内的点

不计算损失，只对管外的点计算损失。经典支持向量回归是一个凸二次规划问题，基于支持向量机中的

合页损失函数，在支持向量回归中也有相同解释的目标函数，但是该损失函数是非平滑的，因此本文考

虑一个平滑的损失函数，基于平滑的损失函数，提出了存在拜占庭故障问题下的平滑稳健的分布式支持

向量回归方法。 
令数据集为 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, , , , , ,n nx y x y x y=  。其中 p

i R∈x 表示第 i 个样本的特征向量， iy R∈ 为其响

应变量。基于经典的支持向量回归，设超平面 ( ) T
1 0f x x β β= + ， 1

pRβ ∈ 为权重向量， 0 Rβ ∈ 为偏置项。

根据支持向量机的启发，支持向量回归还有另外一种解释，记残差 ( )i i ir yβ β= − X  ，就是最小化以下目

标函数 

( ) 2
1 2

1

1
2

n

i
i

r
n ε

λβ β
=

+∑                                      (1) 

其中 ( ) ( )( )max ,0i ir r
ε

β β ε= − ，目标函数在 ( )ir β ε= 处不可微，且 ( )ir β 在零点处不可微，难以直接 
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使用基于梯度的优化方法。为获得可微的近似形式，本文根据 Horowitz [5]、Pang 等[6]和 Chen 等[7]采用

的核平滑技术，针对(1)式的目标函数构建一个平滑的损失函数。 
首先引入符号函数 

( )
1, 0

sgn
1, 0

r
r

r
− ≤

=  >
 

则 ( )sgnr r r= ⋅ ，进一步令 ( ) ( )i is rβ β ε= − ，则 ( ) ( )( )max ,0i ir s
ε

β β= 。为平滑 ( )max ,0s ，定义光滑近

似函数 ( ) ( )hw s sQ s h= ，其中带宽参数 0h > ，并取 ( )Q ⋅ 为对示性函数 { }0u≥ 的平滑逼近(可视为某核函数

积分形式)，具体定义为 

( ) 3 5

0, 1
1 15 2 1 , 1 1
2 16 3 5
1, 1

u

Q u u u u u

u

≤ −
  = + − + − ≤ ≤  

 
 ≥

 

当 0h → 时， ( ) { }0sQ s h ≥→  ，其中 { }0
0, 0
1, 0s

s
s≥

<
=  ≥

 ，从而 ( )max ,0ssQ s
h

  → 
 

，因此 SVR 的经验 

风险最小化目标函数可用如下光滑形式近似 

( ) ( )( ) 2
1 2

1

1
2

n

h i
i

L w s
n

λβ β β
=

= +∑                              (2) 

3. PerFL-SVR 算法 

将 n 个样本的索引集合1, , n 划分为 L 个两两不交的子集 1
L

l= ，约定第 l 个机器持有索引集合 l对

应的样本， 1, 2, ,l L=  ，每个机器含有m 个样本，m n L= 。即 

( ){ } 1
, , 1, ,

m
l li li i

x y l L
=

= =  。 

考虑跨客户端数据异质性，假设每个机器对应一套线性模型 
T *   li li l liy x β= +   

其中 ( )* * * *
1 2, , ,l l l lpβ β β β=  为第 l 个机器的真实回归系数，允许不同机器之间取值不同。误差项满足 

( ) ( )1| 0,li li liE x E δ+= < ∞   

对某个 ( )0δ > 成立。由于异质性，各机器协变量的协方差结构 ( )li liE x x 以及随机误差 li 也可能存在差异。 
为在保持个性化的同时利用跨机器共享信息，引入“逐坐标”的相似性惩罚。具体地，对任意坐标

[ ]d p∈ ，在不同机器之间对 ld l dβ β ′− 施加成对惩罚，从而允许不同坐标具有不同的聚类结构；当所有坐

标共享同一分组时，该结构退化为传统的整向量聚类联邦学习情形。相似性正则写为 

( )1
11

,
p

ld l d
d l l L

pλ β β
= ≤ < ′≤

′−∑ ∑  

其中 ( )
1

pλ ⋅ 为后续指定的正则函数， 1 0λ > 控制“个性化–共享”的权衡。 
为实现高维特征选择与稀疏恢复，对各机器系数再加入稀疏惩罚 

( )2
1 1

,
p L

ld
d l

pλ β
= =
∑∑  

其中 2 0λ > 。将所有机器参数向量化为 ( )1 2, , , pL
Lvec Rβ β β β= ∈   。为了后续对公式进行简单化，令： 
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( ) ( )( )
1 1

1 1L m

h li
l i

w s
L m

β β
= =

= ∑ ∑  

综上，稀疏且稳健的个性化支持向量回归估计量定义为 

( ) ( )1 2
11 1 1

arg min .ˆ
pL

p p L

ld l d ld
R d l l L d l

p pλ λ
β

β β β β β
∈ = ≤ < =

′
≤ =′

= + − +∑ ∑ ∑∑（ ）                 (3) 

其中 ( )pλ ⋅ 表示正则化惩罚项，λ 为正则化参数向量。本文设 ( )1 2,λ λ λ= ，且 1 20, 0λ λ> > ，分别控制相似

性惩罚与稀疏惩罚的强度。为了实现稀疏恢复，本文采用了两种凹正则化函数：SCAD 和 MCP。这两种

正则化项相比传统的 1 正则化项，具有更好的稀疏恢复性能，并能够减少估计偏差。SCAD 正则化函数

定义如下： 

( )
( )

2 2

SCAD

2

,
2 2

,
1

1
,

2

x x
x x

xp x

x

λ

λ λ

ωλ λ
λ ωλ

ω
λ ω

ωλ

 ≤


− − < ≤=  −
 + >

 

其中 2ω > 。MCP 正则化函数定义为： 

( )

2

MCP
2

,
2

,
2

xx x
p x

x
λ

λ ωλ
ω

λ ω ωλ


− ≤= 

 >

 

其中 1ω > 。 

为了衡量模型之间的差异性，引入了一个矩阵 pE I= ⊗Ω ，其中 ( )
( )1

2,
L L

L

i jE e e i j R
−

×
= − < ∈


， 

{ } L
ie R⊂ 为标准基向量， pI 是  p p× 的单位矩阵，⊗是 Kronecker 积。对于任意正定矩阵 H ，用

2
Hx x Hx= 

来表示在 H 度量下的范数。对于一个 p p× 矩阵 Z ，用 ( )min Zς ， ( )max Zς 表示 Z 的最小特征值和最大特

征值。令 [ ]I ⋅ 为指示函数。 
令 Ω , p LA I × =  

 且 Aδ β= ，式(3)可以重新表述为一个约束优化问题： 

( ) ( )min , s.t.h Aλβ
β δ β δ+ = , 

其中 ( ) ( )* ddh pλ λ
δ δ= ∑ 为正则化项。其中， *λ 如果 ( )1 2d pL L> − ，则为 2λ ，否则为 1λ 。 

上述问题可以通过基于 ADMM (交替方向乘子法)算法的增广拉格朗日法来求解，增广拉格朗日法函

数为 

( ) ( ) ( ) 2
2, , ,

2
h A Aρ λ

ρβ δ γ β δ γ β δ β δ= + + − + −  , 

其中， γ 是拉格朗日乘子， ρ 是惩罚参数。在具体的迭代中， β 、δ 和 γ 可以按如下方式依次更新： 
( ) ( ) ( )( )1 arg min , ,t t t

ρβ
β β δ γ+ =


                                (4) 

( ) ( ) ( )( )1 1arg min , ,t t t

ρδ
δ β δ γ+ +=


, 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1t t t tAγ γ ρ β δ+ + += + −                                (5) 

拉格朗日乘子的更新是直接的。 
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δ 的更新：参数δ 通过 SCAD 和 MCP 定义的阈值算子以确定性的方式进行更新，具体方式如下所

示。首先，定义软阈值规则为

( ) ( )( ), sgn 0ST x x x I xλ λ λ= −  − >    

令 ,Tλ ρ 表示阈值算子，定义为： 

( ) ( ) ( )2
, arg min

2x R
T y p x x yλ ρ λ

ρ
∈

 = + − 
 

, 

其中 ρ 是常数。然后，SCAD 正则化的阈值算子定义为： 

( )

( )

( )SCAD
,

, ,

,
,

1
, .

ST y y

ST yT y
y

y y

λ ρ

λλ ρ λ
ρ

ωρωρ ρ
ωρ ρ λλ λω

ωρ ρ ρ
λω

 ≤ +

  

−=   −  + < ≤
 − −
 >

对于 MCP 正则化，阈值算子 ( )MCP
,T yλ ρ 定义为：

( )
( )MCP

,

, ,
1

,

ST y y
T y

y y
λ ρ

ωρ λ ρ λω
ωρ

λω

 ≤ −= 
 >

因此， ( )1tδ +
的第 d 元素更新为： 

( ) ( ) ( )( )1 1* 1
,

t t t
d T Aλ ρδ β ρ γ+ + −= + (6) 

β 的更新： β 的更新并非一项简单的任务。通过利用平方损失，Ma 等(2019) [8]和 Yang、Yan 和

Huang (2019) [9]显式地求解了式(4)。因此，考虑了 ADMM 的线性化方法，并定义了如下的近似目标函

数：

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) 2 2

2

ˆ , ,

, ,
2 2

t t t t t t

t

H

L

A A

β δ γ β β β β

ν ρβ β γ β δ β δ

= +∇ −

+ − + − + −


 

 

其中 ν > 0 是正定矩阵  H 的一个参数。  ∇(β ) 来表示函数   对模型权重  β 的梯度。通过
( ) ( ) ( )( )ˆ , ,t t tL β δ γ 对 β 进行最小化，本文得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11 1 1t t t t tH A A H A Aβ ν ρ ν β β ρ δ γ
−+ − −= + −∇ + −   ，

其中， 1H A Aν ρ− +  是一个 Lp Lp× 矩阵。当数据单元数目或变量数目较多时，计算 1H A Aν ρ− +  是非常

耗费计算和存储的。为了避免这个问题，本文使用 H rI A Aρν= −  ，并且 ( )max 1r A Aρν ς≥ ⋅ + ，在该条

件下 H 为正定矩阵。得到： 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1t t t t tr H r A Aβ β ν β ρ δ γ+ − −  = − ∇ − + 

  (7) 

为了设计一个有效的联邦机器——服务器系统算法，本文考虑了两个方面：(a) 通信效率；(b) 系统

异质性。为了实现通信效率，本文设计了最小化机器和服务器之间消息大小的方案。对于一个包含大量

机器、并且具有不同计算能力和网络条件的联邦系统，服务器不可能在每次通信中与所有机器进行通信。
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为了适应系统异质性，本文设计了一种允许每轮低机器参与率的算法。 
本文设计了在联邦系统中传递模型权重的方案。更新公式(7)可以分解为： 

( ) ( ) ( )( )1 1t t trβ β ν β+ −= − ∇  , 

其中， 
( ) ( ) ( ) ( )1 1t t t tr H r A Aβ β ν ρ δ γ− −  = − − + 


                            (8) 

需要注意的是， ( )tδ 和 ( )tγ 被用于权重相似性学习，因此它们被存储在服务器中。因此，在上传 ( )tβ
到服务器后， ( )tβ 可以在服务器上计算。梯度 ( )( )tβ∇ 需要本地数据，因此它应在机器上计算。对于第

l 个机器，其模型权重位于 ( )tβ 的第 ( )1 1l p+ − 到 lp 坐标上，即： 

( )
( )

( ) ( )( )1 1 , ,t t t
l lpl pβ β β+ −= 


. 

然后，模型权重可以在本地更新为： 
( ) ( ) ( )( )1 1 ,t t t
l l l lrβ β ν β+ −= − ∇                                 (9) 

其中 ( )( ) ( )( )1

1 mt
l l h lii w s

m
β β

=
= ∑ 。 

为了适应系统异质性，本文在每轮通信中允许部分机器参与。参与率取决于系统条件，例如机器数

量、计算能力和网络状况。如果机器数量较少，本文可以允许所有机器参与；而当机器数量较多且网络

状况较差时，本文将选择部分机器进行更新，以提高通信效率。本文通过随机采样机器的方式来处理系

统异质性，确保每次与服务器的通信时，都能有效地选择参与的机器。 
本文更新机器的个性化模型权重，并将所有信息汇总到服务器，以研究本地权重之间的相似性。服

务器端的计算非常简单且快速，因为它们是一步更新，只需进行矩阵乘法即可。 
PerFL-SVR 为第 t 轮与服务器的通信选择 ( )tS 个机器。服务器持有并更新 ( )tδ 、 ( )tγ 和 ( )tβ 。 
更新过程：机器上传本地模型 ( )t

lβ 并下载所需的 ( )tβ 信息，以进行下次本地更新。机器使用 ( )tβ 和本 

地梯度计算 ( )1t
lβ
+
。注意， ( ) ( ) ( )( )1 1 1

1 , ,t t t
l Lβ β β+ + += 


。对于选择的机器 ( )tl S∈ ，系数 ( )t

lβ 被更新为 ( )1t
lβ
+
，而 

对于未选择的机器 ( )tl S′∉ ，本文有 ( ) ( )1t t
l lβ β+

′= 。因此，本文只在算法中具体说明了本地权重的更新规则。

初始估计量 ( )0
lβ 是使用本地数据计算的： 

( ) ( ) ( )0
2

1
arg min .

p

p

l l d
R jβ

β β λ β
∈ =

= +∑                           (10) 

4. 数值模拟 

本文考虑 L 个数据单元，每个数据单元从线性模型生成数据 

* ,l l l ly X β= +  ， 

其中 1, ,l L=  。 m p
lX R ×∈ 为设计矩阵， * p

l Rβ ∈ 为客户端 l 的真实回归系数， m
l R∈ 为随机误差向量。本

文令设计矩阵的行向量 lix 独立同分布于多元正态分布 ( )0,Σ ，其中协方差矩阵Σ采用等相关结构： 

( )1, 0.3jj jk j kΣ = Σ = ≠ , 

即 ( )cov , 0.3lij likx x = ( )j k≠ 。 lijx 表示客户端 l 的第 i 个样本在第 j 个特征上的取值。为刻画跨客户端异质

性，将 L 个客户端划分为两组： 
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第一组包含{ }1, , 2L   个客户端，第二组包含剩余客户端。两组对应的真实系数分别设为 

( )* 1,3,0, ,0 ,Aβ = 

  

( )* 2,3, ,0, ,0Bβ = 

  

从而两组在前两个坐标上存在差异，其余坐标为零以体现稀疏结构。进一步假设各客户端样本量相同。 
对线性化 ADMM 中的调参 ( )0,ν ρ 与秩参数 r 的选取，本文参考 ADMM 的常用设定(Ma and Huang 等

[10]；Lu 等[11])，固定 1ν = 、 ( )0 2ρ = 。秩参数 r 取为 ( ) ( ) { }0
max max 2,1r A Aρ ν ς ν= ⋅ + 中 ( )maxς ⋅ 最大特

征值。对于 SCAD 与 MCP 正则化的形状参数(本文记为ω )，取 3ω = 。 
为系统评估所提出算法的性能，本文设置三组实验： 
(a) 重尾噪声鲁棒性：在重尾或含离群点的噪声设定下评估算法的稳健性； 
(b) 调参与收敛性分析：考察调参对收敛行为与性能的影响，包括参数 ε 以及正则化参数 1 2,λ λ 等； 
(c) 部分参与机制影响：研究每轮通信仅部分客户端参与时，对性能与通信效率的影响。 
调参策略。正则化参数采用网格搜索，并使用信息准则(如 BIC)选择最优组合。为降低搜索维度，令

1 2rλλ λ= ，并取 { }3,6,9rλ ∈ 的离散候选集合；在每个 rλ 下，对 2λ 做网格搜索并计算 BIC，最终选择使 BIC
最小的 ( )* *

1 2,λ λ 。 
本文提出的 PerFL-SVR 旨在应对现实场景中常见的重尾噪声与极端值污染。本组实验用于比较在不

同噪声分布下，PerFL-SVR 相较于基于 2 损失的方法的实际表现差异。 
对比方法。除 PerFL-SVR 外，我们引入基于 2 损失的个性化联邦学习方法作为对照，记为 PerFL-

2 ，其更新过程与 PerFL-SVR 类似，但将平滑支持向量回归损失的梯度替换为平方损失的梯度，从而不

具备对重尾噪声的鲁棒性。 
噪声分布设置。柯西噪声：第一组客户端 ( )~ Cauchy 1li ，第二组客户端 ( )~ Cauchy 1.5li 。 
 

 
Figure 1. Performance comparison of algorithms under the Cauchy distribution 
图 1. Cauchy 分布下算法性能比较 

 
图 1 中展示了噪声分布 Cauchy 下，不同方法的均方误差对数值 log(MSE)随客户端数 L ，单客户端

样本量m ，协变量维度 p的变化规律。图中阴影带表示模拟结果的四分位距(IQR)，即覆盖中间 50%重复

实验的区间，用以刻画方法在重复实验下的稳健性与波动程度。 
总体而言，对于客户端数，PerFL-SVR (MCP/SCAD)在噪声分布下均表现出更低的 log(MSE)及更窄

的 IQR，相比之下，基于平方损失的 PerFL-ℓ2在重尾噪声下误差水平明显更高，且随 L 增大波动更明显。

对于单客户端样本量，PerFL-SVR (MCP/SCAD)相较 PerFL-ℓ2显著降低 log(MSE)并缩小 IQR，且随m 增

加呈现更稳定的误差下降趋势，对于协变量维度，PerFL-ℓ2 的 log(MSE)随 p 增大呈明显上升趋势，表明
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高维场景下平方损失对极端观测更为敏感，误差累积效应更突出；同时其误差带宽也相对更大，反映估

计不稳定性增强。相比之下，PerFL-SVR 的误差曲线整体更低，且随 p增加并未出现同等幅度的劣化，

说明 SVR 型稳健损失能够有效抑制重尾噪声下极端样本对高维估计的破坏，从而在高维重尾环境中保持

较优的误差水平与稳定性。 
 

 
Figure 2. Sensitivity analysis of PerFL-SVR parameters 
图 2. PerFL-SVR 参数敏感性分析 

 
图 2 展示了 PerFL-SVR 在不同调参下的表现，其中第一行(左)图考察 SVR 平滑参数 ε 对估计误差

log(MSE)的影响，第一行(右)图考察融合正则参数 1λ 对分组结构复杂度的影响，第二行的图考察稀疏正

则参数 2λ 对稀疏恢复性能的影响。总体来看，模型性能对调参较为敏感，合适的 1 2, ,ε λ λ 能显著改善拟合

精度与结构恢复，而不恰当的取值会导致误差上升或结构恢复退化，这与“个性化–共享”全衡与稀疏

正则强度共同决定估计性质的直觉一致。 
 

 
Figure 3. Convergence behavior under different 
communication ratios 
图 3. 不同通信比例下的收敛表现 

 
图 3 中给出了在 MCP 正则下，log(MSE)随迭代次数T 的变化曲线，不同颜色/线型对应不同的参与

比例(0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9)。 
从图中可以观察到，随着迭代进行，各参与比例下的 log(MSE)均呈现明显下降趋势，并在一定迭代

轮数后趋于平稳，表明所提出方法在部分参与机制下仍能有效收敛。进一步比较不同参与比例可见：参

与比例越高，误差下降越快、收敛所需迭代轮数越少。例如，高参与比例的曲线在较少迭代内即可接近

稳定区间，而低参与比例下降更缓慢，达到相近误差水平需要更多迭代轮数。 
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上述现象的原因在于：在每轮更新中，参与客户端数量越多，服务器端能够汇聚更充分的本地信息，

从而更快修正全局共享量并推动模型向最优解方向迭代；相反，当参与比例较低时，每轮有效信息更新

量减少，导致收敛速度在“迭代轮数”尺度上变慢。需要强调的是，尽管高参与比例在迭代轮数意义下

收敛更快，低参与比例方案在实际系统中可能具有更低的通信开销，因此二者体现了收敛速度与通信成

本之间的权衡。 

5. 结论 

基于本文的理论推导与数值模拟分析，可以得出以下结论： 
该方法利用平滑支持向量回归损失函数，并引入 SCAD 或 MCP 稀疏融合惩罚项，在实现高维特征

稀疏恢复的同时，兼顾了各个机器节点的模型个性化与全局信息的共享。在面对重尾柯西噪声及极端值

污染时，PerFL-SVR 展现出显著的优势。相较于传统的基于 2 损失的方法，PerFL-SVR 能够保持更低的

均方误差和更窄的误差波动范围，且在协变量维度增加的高维场景下，依然能够有效抑制极端样本对模

型估计的破坏。 

6. 展望 

当前方法本质上仍建立在线性回归框架下，模型本身对复杂非线性关系的刻画能力仍然有限，因此

在存在显著非线性异质性的实际任务中，预测性能可能受到约束。再次，尽管平滑化有助于降低优化难

度，但在加入稀疏惩罚项和融合惩罚项后，整体目标函数依然是复杂的非凸优化问题，现有基于线性化

ADMM 的求解策略在大规模联邦环境下仍可能面临通信代价高、参数调节敏感和收敛速度受限等问题。

基于上述局限，未来工作可以从以下方向展开，可将该方法推广到非线性个性化联邦学习模型，例如结

合核技巧的 SVR 框架或与神经网络模型相结合，以增强对复杂异质数据结构的表达能力。在计算层面，

可以探索更高效的优化策略，如随机化近端方法、加速型一阶分布式算法或通信压缩机制，以降低联邦

训练中的计算与通信负担。 
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附录 

为建立算法的收敛性，下面给出若干基本假设。 
假设 1. 函数 ( )β 的梯度是 Lipschitz 连续的，即存在常数 0µ > ，使得对任意 1 2, Lpβ β ∈ ，有 

( ) ( )1 2 1 2 22
.β β µ β β∇ −∇ ≤ −   

假设 2. 定义 

( ) ( )
1

.
Lp

j
j

h pλ λδ δ
=

= ∑  

正则化函数 ( )pλ ⋅ 满足以下条件： 
1) ( )pλ ⋅ 关于原点对称，并在 [ )0,+∞ 上单调不减； 
2) ( )0 0pλ = ； 
3) ( )p tλ′ 除有限个点外存在且连续； 
4) 存在常数 0cλ > ，使得对任意 ( )d hλ δ∈∂ ，均有

2
2d cλ≤ ； 

5) 存在常数 0κ > ，使得 ( ) ( ) 2
, :

2
p t p t tλ κ λ

κ
= + 为凸函数。 

假设 3. 平滑支持向量回归经验风险函数 ( )β 满足假设 1；同时协变量满足 
2

2
,

sup .li
l i

< ∞X  

假设 4. 矩阵 A 满列秩，且存在常数 1 2, 0c c > ，满足 

( ) ( )1 min max 20 .c A A A A cς ς< ≤ ≤ ≤ < ∞   

假设 5. 在第 t 轮，客户端参与集合记为 { }1, ,tS L⊆  。设客户端 l 在第 t 轮被选中的概率为 ,l tp ，并

存在常数 0p > ，使得对任意 ,l t ，有 

, 0.l tp p≥ >  

下面首先证明 β 更新的增广拉格朗日下降性质。 
引理 1 (更新 β 的增广拉格朗日下降性质)。在假设 1 和假设 4 成立的条件下，设 

( ) .tH rI A Aρ ν= −   

若 ( )1tβ +
由上述更新公式生成，并且 

( ) ( )max max ,1 ,
2

tr A A νµρ ν ς  > +  
 

  

则有 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
2, , , , ,t t

t t t t t t t t tc
ρ ρ

β δ γ β δ γ β β+ +− ≤ − −    

其中 

( ) ( ) ( ) ( )minmin 0.
2 2

t
t A AH

c
ρ ςς µ

ν
= + − >



 

证明：由算法构造可知，对于每个参与客户端 tl S∈ ， ( )1t
lβ
+
是如下线性化增广拉格朗日子问题的极小

点： 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

2

2

2

1, ,
2

, .
2

ˆ t t t t t t

H

t
t t tA A

β δ γ β β β β β β
ν

ργ β δ β δ

= +∇ − + −

+ − + −


  

 

若 tl S∉ ，则按算法定义有 
( ) ( )1 .t t
l lβ β+ =  

因此，整体上有一阶最优性条件 
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 110 t t t t t t tH A A Aβ ν β β γ ρ β δ+ +−= ∇ + − + + −                (11) 

将式(11)两边左乘 ( ) ( )( )1t tβ β +−

，得到 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

21 1 1

1 1 1

,

, , 0

t t t t t

H

t t t t t t t tA A A A A

β β β ν β β

γ β β ρ β δ β β

+ − +

+ + +

∇ − − −

+ − + − − =


               (12) 

另一方面，由假设 1 以及下降引理，有 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 21 1 1

2
, .

2
t t t t t t tµβ β β β β β β+ + +≤ + ∇ − + −                 (13) 

结合式(12)、式(13)以及恒等式 

( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2

1 ,
2

a b b c a c a b b c− − = − − − − −  

可得 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

1

22 21 1 1 1

2 2

, , , ,

2 2

t t
t t t t t t

t
t t t t t t

H
A

ρ ρ
β δ γ β δ γ

µ ρν β β β β β β

+

− + + +

−

≤ − − + − − −

 
 

再由 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1

min 2

t t t t

H
Hβ β ς β β+ +− ≥ −  

和 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 21 1
min 22

,t t t tA Aβ β ς β β+ +− ≥ −  

即可推出 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 21 1

2
, , , , .t t

t t t t t t t t tc
ρ ρ

β δ γ β δ γ β β+ +− ≤ − −   

引理得证。 
下面说明对偶变量序列与增广拉格朗日函数序列的有界性。 

引理 2 在假设 1~2 条件下，设 ( ) ( )1t tρ αρ+ = ，其中 1α > 。若 ( ) ( ) ( )( ){ }
1

, ,t t t

t
β δ γ

∞

=
由算法 3 生成，则序 

列 ( ){ }tγ 与 ( ){ }t 均有界，其中 
( )

( )
( ) ( ) ( )( ): , , .t

t t t t

ρ
β δ γ=   
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证明：由δ 的更新最优性条件可得 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 10 .t t t t th Aλ δ γ ρ β δ+ + +∈∂ − − −                         (14) 

再结合乘子更新公式 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 ,t t t t tAγ γ ρ β δ+ + += + −                             (15) 

可得 
( ) ( )( )1 1 .t thλγ δ+ +∈∂  

于是由假设 2，有 

( ) 21

2
,t cλγ + ≤  

故 ( )tγ 有界。 
下面证明 ( )t 有界。注意到 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

1

1 21 1 1 1 1 1 1
2 2

, , , , ,
2

t t

t t
t t t t t t t t

tρ ρ

ρ ρβ δ γ β δ γ γ γ
ρ

+

+
+ + + + + + +−

− = −         (16) 

以及 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) 21 1 1 1 1 1

2

1, , , , .t t
t t t t t t t t

tρ ρ
β δ γ β δ γ γ γ

ρ
+ + + + + +− = −             (17) 

又由于 ( )1tδ +
是δ -子问题的极小点，有 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )1 1 1, , , , 0.t t
t t t t t t

ρ ρ
β δ γ β δ γ+ + +− ≤                     (18) 

再由引理 1， 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 21 1

2
, , , , .t t

t t t t t t t t tc
ρ ρ

β δ γ β δ γ β β+ +− ≤ − −               (19) 

将式(16)~(19)合并，得到 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

1 2 21 1 1
2 2 2

1 21
2 2

2

.
2

t t
t t t t t t t

t

t t
t t t

t

c

c cλ

ρ ρ γ γ β β
ρ

ρ ρ β β
ρ

+
+ + +

+
+

+
− ≤ − − −

+
≤ − −

 

               (20) 

对式(20)从 0t = 到T 求和，可得 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

1 21 0 1
2 20 0

.
2

t tT T
T t t t

tt t
c cλ

ρ ρ β β
ρ

+
+ +

= =

+
− ≤ − −∑ ∑                  (21) 

由于 ( ) ( )1t tρ αρ+ = ，且 1α > ，有 
( ) ( )

( )( ) ( )

1

2 0
0 0

1 .
22

t t
t

tt t

ρ ρ α α
ρρ

+∞ ∞
−

= =

+ +
= < ∞∑ ∑  
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因此 ( ){ }t 上有界。另一方面，由 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) 2

2
,

2

t
t t t t t t t th A Aλ

ρβ δ γ β δ β δ= + + − + −   

以及 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )11, , ,t t t t t t
tAγ β δ γ γ γ

ρ
+− = −  

再结合 ( ){ }tγ 有界，可得 ( ){ }t 下有界，从而 ( ){ }t 有界。引理得证。                                 □ 
下面给出 ( ){ }tδ 有界性的结论。 
命题 1 若当

2δ →∞时有 ( )hλ δ →∞，则序列 ( ){ }tδ 有界。 
证明：由引理 2 可知 ( )t 有界。由于增广拉格朗日函数中的其余各项均有界或可控，故 ( )( )thλ δ 必有

上界。若 ( )tδ 无界，则由 ( )hλ δ →∞可知 ( )( )thλ δ →∞，与其有上界矛盾。因此 ( )tδ 有界。 
至此，可以给出算法的主收敛结论。 
定理 1 (算法 1 的收敛性) 在假设 1~5 条件下，设 ( ) ( )1t tρ αρ+ = 且 1α > 。由算法生成的序列 

( ) ( ) ( )( ){ }
0

, ,t t t

t
β δ γ

∞

=
 

是有界的。进一步地，存在一个收敛子序列 

( ) ( ) ( )( ){ }
1

, , ,k k kt t t

k
β δ γ

∞

=
 

其极限点 ( )* * *, ,β δ γ 满足约束优化问题的 KKT 条件。此外，还有 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 1

2 2
lim 0.t t t t

t ∞
β β δ δ+ +

→

 − + − = 
 

 

若进一步考虑客户端随机参与机制，则有 

( ) ( ) 21

20
.t t

t
β β

∞
+

=

− < ∞∑  

证明：由命题 1， ( )tδ 有界；由引理 2， ( )tγ 与 ( )t 有界。再由乘子更新公式(15)， 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )1 1 11 .t t t t
tAβ δ γ γ

ρ
+ + +− = −  

由于 ( )tρ →∞ 且 ( )tγ 有界，故 

( ) ( )1 1

2
0.t tAβ δ+ +− →  

于是 ( )tAβ 有界。又因为 A 满列秩，故 ( )tβ 有界，从而 

( ) ( ) ( )( ){ }, ,t t tβ δ γ  

整体有界。 
接下来，由式(21)以及 ( )t 有界可得 

( ) ( ) ( ) 21

20
0 .t t t

t
c β β

∞
+

=

≤ − < ∞∑  

因此 
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( ) ( )1

2
0.t tβ β+ − →  

又由恒等式 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 ,t t t t t t t tA A Aδ δ β δ β δ β β+ + + +− = − − − + −  

结合 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

2 2 2
0, 0, 0,t t t t t tA Aβ δ β δ β β+ + +− → − → − →  

可知 
( ) ( )1

2
0.t tδ δ+ − →  

由于整个序列有界，根据 Bolzano-Weierstrass 定理，存在收敛子序列 
( ) ( ) ( )( ) ( )* * *, , , , .k k kt t tβ δ γ β δ γ→  

下面证明该极限点满足 KKT 条件。 
由 β 更新的一阶最优性条件(11)，沿收敛子序列取极限，并利用 

( ) ( ) ( ) ( )1 10, 0,t t t tAβ β β δ+ +− → − →  

可得 

( )* *0 .Aβ γ= ∇ +   

另一方面，由δ 更新的最优性条件(14)，沿收敛子序列取极限可得 

( )* *0 .hλ δ γ∈∂ −  

最后，由原始残差收敛于零， 
* * 0.Aβ δ− =  

因此， ( )* * *, ,β δ γ 满足约束优化问题的 KKT 条件。 
下面证明随机客户端参与下的期望平方可和性质。记 ( )1tβ +

为第 t 轮在所有客户端均参与时由 β -子问

题得到的虚拟更新。则式(20)可等价写为 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

1 21 1
2 2

.
2 t

t t
t t t t t

l l
t l S

c cλ
ρ ρ β β

ρ

+
+ +

∈

+
− ≤ − −∑                        (22) 

对客户端抽样取期望，结合假设 5，可得 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

1 21 1
2 2

.
2

t t
t t t t t

t
c c pλ

ρ ρ β β
ρ

+
+ ++ − ≤ − −     

又由于 ( ) ( )0tc c≥ ，且 
( ) ( ) ( ) ( )2 21 1

2 2
,t t t tβ β β β+ +− ≥ −  

故 

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

1 21 0 1
2 2

.
2

t t
t t t t

t
c c pλ

ρ ρ β β
ρ

+
+ ++ − ≤ − −     
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对上式从 0t = 到T 求和并整理，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
120 1 0

220 0
.

2

t tT T
t t

tt t
c p cλ

ρ ρβ β
ρ

+
+

= =

+
− ≤ +∑ ∑   

令T →∞，由于 
( ) ( )

( )( )
1

2
0

,
2

t t

tt

ρ ρ

ρ

+∞

=

+
< ∞∑  

故有 

( ) ( ) 21

20
.t t

t
β β

∞
+

=

− < ∞∑  

定理得证。 
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