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摘  要 

针对一类平面光滑六次自治微分系统，本文聚焦于其奇点处的中心焦点判定这一微分方程定性理论中的

经典问题。研究中首先对系统进行极坐标变换，在此基础上开展幂级数展开，通过逐次积分递推构造得

到系统的各阶Lyapunov常数；整个推导过程借助符号计算软件Maple完成严格的符号运算与分析，得到

了8个中心条件和11个5阶弱焦点条件，为该类高次系统的局部动力学行为分析提供了可行的理论支撑。 
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Abstract 
For a class of planar smooth sixth-degree autonomous differential systems, this paper focuses on the 
center-focus determination at singular points, a classical problem in the qualitative theory of differ-
ential equations. We first transform the system into polar coordinates and then perform a power se-
ries expansion. By successive integration, the Lyapunov constants are constructed recursively. The 
entire derivation is carried out with the aid of the symbolic computation software Maple, enabling 
rigorous symbolic computation and analysis. As a result, eight center conditions and eleven condi-
tions for a weak focus of order five are obtained, providing a feasible theoretical basis for analyzing 
the local dynamical behavior of such high-degree systems. 
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1. 引言 

中心焦点问题是平面常微分方程定性理论中的经典问题之一。早在 19 世纪末，Henri Poincaré 与 Ale-
ksandr Lyapunov 通过研究奇点邻域的局部结构，建立了判定中心与焦点的基本方法，并引入了后来称为

Poincaré-Lyapunov 常数的一类判定量[1] [2]。在此基础上，Nikolai Bautin 于 1939 年系统研究了焦点量的

结构及其有限性，奠定了中心–焦点问题与极限环分岔研究的理论基础[3]。 
随着研究的深入，中心焦点问题已在低次多项式系统(如二次与三次系统)中取得了较为系统的结果

[4]-[6]。然而，对于高次多项式系统，由于非线性项数量随次数迅速增加，焦点量的计算复杂度显著提高，

相关研究仍相对有限。近年来，随着计算机代数系统的发展，符号计算方法逐渐成为处理该问题的重要

工具，可有效实现高阶 Lyapunov 常数的递推计算与判定[7] [8]。 
尽管如此，对于六次及以上多项式系统，其 Lyapunov 常数的显式表达仍然较为复杂，特别是在研究

高阶弱焦点及多重极限环分岔时，理论分析面临较大困难。因此，选取具有特定结构的高次系统作为研

究对象，对于揭示焦点量的内在结构具有重要意义。 
基于此，本文研究一类仅含 6x 项的六次平面光滑多项式系统。该类系统在保留高阶非线性特征的同

时，具有一定的结构简化性，使得高阶 Lyapunov 常数的系统计算成为可能，从而为五阶弱焦点的判定及

相关极限环分岔问题的研究提供了可行途径。 

2. 主要结果 

本文研究了以下平面光滑六次系统的中心焦点判定问题， 

2 2 6
1 2 3 4

2 2 6
1 2 3 4

d
d
d
d

x y a x a xy a y a x
t
y x b x b xy b y b x
t

 = − + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

 = + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅


                           (1) 

其中 1 2 3 4 1 2 3 4, , , , , , ,a a a a b b b b R∈ ，显然 ( )0,0 点是系统(1)的奇点，通过极坐标变换计算出焦点量，可以得到

相对应的中心条件和焦点条件。 
记 kV 为系统(1)的第 k 阶焦点量，其中 1k ≥ 且为整数。我们在计算过程中，第一个非零 nV 的 n 总是一

个奇数，即 2 1n p= + ，其中 0p > ，相应的弱焦点被称为 p 阶。如果对于所有的 1p ≥ 都有 0pV = ，则称

( )0,0 点为系统(1)的中心。现在我们用如下两个定理展示本文章的主要研究结果： 
定理 1：如果满足以下的条件之一，则原点为系统(1)的中心， 

(c1) 1 0a = , 3 0a = , 4 0a = , 2 0b = , 
(c2) 1 0a = , 3 0a = , 4 0a = , 3 1b b= − , 2 4 0b b = , 2 17 6 0a b− ≠ , 
(c3) 1 0a = , 2 32a b= − , 4 0a = , 2 0b = , 
(c4) 1 0a = , 3 0a = , 4 0a = , 2 4 0b b = , 3 0b = , 1 0b ≠ , 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155207
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


江炫杰 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155207 46 应用数学进展 
 

(c5) 1 0a = , 3 0a = , 1 0b = , 3 0b = , 4 0b = , 
(c6) 1 0a = , 2 12a b= , 3 0a = , 4 0a = , 2 0b = , 
(c7) 2 0a = , 1 0b = , 3 0b = , 4 0b = , 
(c8) 1 0a = , 2 12a b= , 3 0a = , 3 1b b= − , 2 4 0b b = . 

定理 2：如果满足以下条件，则原点为系统(1)的 5 阶弱焦点， 

(f1) 1 0a = , 3 0a = , 2 0b = , ( )2 1 3
1 14 20
7

a b b= − − , 4 0a ≠ , 3 0b ≠ ,  

(f2) 1 0a = , 3 0a = , 3 1b b= − , 3 2 2 2 3 2
2 2 1 2 1 2 2 1 1 2791 861 456 105 356 105 0a a b a b a b b b b− + + − − = , 4 0a ≠ , 2 0a ≠ , 

2 4 0b b ≠ , 4 0b ≠ ,  
(f3) 1 0a = , 2 12a b= , 3 0a = , 2 0b = , 1 37 5 0b b+ = , 4 0a ≠ , 4 0b ≠ ,  
(f4) 1 0a = , 3 0a = , 1 0b = , 2 0b = , 3 0b = , 4 0a ≠ , 4 0b ≠ ,  

(f5) 1 0a = , 2 32a b= − , 1 0b = , 2 0b = , 3 1
7
3

b b= − , 4 0b = , 4 0a ≠ , 1 0b ≠ ,  

(f6) 2 0a = , 3 0a = , 1 0b = , 3 0b = , 1 22a b= − , 1 0a ≠ , 4 0a ≠ , 4 0b ≠ ,  
(f7) 1 22a b= − , 2 12a b= , 3 1b b= − , 4 0a = , 1 0a ≠ , 4 0b ≠ ,  

(f8) 1 2
1
2

b a= , 2 0b = , 3 2
1
2

b a= − , 3 4
2

42
a ba

a
= , 1 3 0a a+ = , 2 2

4 412 5 0a b+ = , 4 0a ≠ , 4 0b ≠ ,  

(f9) 1 2
1
2

b a= , 2 0b = , 3 2
1
2

b a= − , 1 33 5 0a a+ = , 

3 3 5
2 3 2 3 3 4

4
2

45 9
3
54

a a a a a b
a

a

 − − + 
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,  

(f10) 4 0a = , 1 2
1
2

b a= , 3 2
1
2

b a= − , 2 0a ≠ , 4 0a ≠ , 4 0b = , 3 22a b≠ ,  

(f11) 1 2
1
2

b a= , 3 2
1
2

b a= − , 2 4
4

3 2

4
2

a ab
a b

=
−

, 
2 2

3 2 3 2
2

612 516 105
860

a b a ba − − −
= , 2 0a ≠ , 4 0a ≠ , 4 0b ≠ . 

3. 讨论 

由定理 1 和定理 2 可知，系统的中心条件可表示为若干参数之间的代数关系。值得注意的是，该系

统仅包含 6x 型高次项，而不含一般六次多项式中的混合项(如 5x y ， 4 2x y 等)，这种结构上的简化对焦点

量的形式产生了重要影响。从几何上看，系统在 y 方向上的非线性耦合较弱，使得径向方程中的部分低

阶项被抵消，从而导致若干低阶 Lyapunov 常数同时为零，这种“部分退化”结构是产生高阶弱焦点的重

要原因。 
对于二次和三次多项式系统，其中心与焦点条件通常可由有限个低阶 Lyapunov 常数完全刻画，相关

结果已较为成熟[4]-[8]。相比之下，尽管本文所研究的六次系统在项数上有所简化，但由于高次非线性项

的存在，其焦点量的递推结构仍显著复杂，并可产生低次系统中较少出现的高阶弱焦点(如五阶弱焦点)。
这表明高次项对系统局部动力学行为具有重要影响。 

此外，根据 Nikolai Bautin 理论，弱焦点的阶数决定了系统在参数扰动下可能分岔出的极限环个数。

具体而言，五阶弱焦点在适当扰动下最多可产生五个极限环。因此，本文所得结果不仅给出了奇点类型

的判定条件，也为该系统的极限环分岔分析提供了理论依据。 
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4. 焦点量的计算 

我们先对系统(1)用极坐标进行换元， 

令 cos , sinx r y rθ θ= =  

即将系统(1)转化为极坐标形式 ( ) ( ) ( )2 3
2 3

2

d
d

i
i

i

r R r R r R rθ θ θ
θ

∞

=

= ⋅ + ⋅ + = ⋅∑  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )3 2
2 1 3 2 2 1 3 3 2 3cos sin cos cos sinR a a b a b b a b bθ θ θ θ θ θ= − − + + − + + +  

( ) ( )( ) ( )
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设方程 

( )

( )
2

d
d

0

i
i

i

r R r

r c

θ
θ

∞

=


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
 =

∑                                     (2) 

有解 ( )r θ ，且 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

1

k
k

k
r r c r c r cθ θ θ θ

∞

=

= ⋅ + ⋅ + = ⋅∑

                          (3) 

对于任意函数 ( )f θ ，若记 ( ) ( )
0

df f f
θ

θ ϕ ϕ= = ∫  ，则可得引理 1。 
引理 1 给定方程(2)且它的解为式(3)，则当 2, ,5k =  时， ( )kr θ 可以表示如下： 

( ) 

2 2r Rθ = , 

( ) ( ) 

2

3 2 3r R Rθ = + , 

( ) ( )   





3

4 2 2 3 2 3 42r R R R R R Rθ = + ⋅ + + , 

( ) ( ) ( )  ( )   



( )   





4 2 2 2

5 2 2 3 2 3 2 2 3 3 2 4 4 2 4 5
33 2 2 2
2

r R R R R R R R R R R R R R R Rθ = + + + ⋅ + + ⋅ ⋅ + + . 

由第二章的引理 1 可得焦点量 ( )2 5kV k≤ ≤ 的表达式如下： 

2 0V = , 

( )1 2 1 1 2 3 3 3 1 2 2 3
3

2 2
4

a a a b a a a b b b b b
V

π− + + − −
= , 

4 0V = , 
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3 3 3 2 2 2 2 3 2
5 1 2 1 1 1 3 1 2 3 1 2 2 1 3 1 1 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 1 2 1 3 1 2 2 1 2 3 1 3 1 3 1 3

2 2 3 3
1 3 1 2 1 1 2 1 1 3 3 1 2 3

5 10 6 14 2 12 3 5
24
2 15 5 5 5 2 18

4 10 6

V a a a b a b a a a a a b a a b a b b a a a a b

a a b a a a a a a b a a b b a a b a a b a a b a a b

a a b b a b b a b b b a a a

π
= ⋅ − − + + − − + −

− + + − − − − +

− + + + +



− 2 2 3 2
2 3 1 2 3 3 2 3 2 3 2

2 2 2 3 2 2 2 2
2 3 1 2 3 1 3 2 3 2 2 3 3 3 3 3 1 2 3 1 3 3 1 2 3 1 3

4 6 3

5 11 6 12 10 6

a a b a a b a a a a b

a a b a a b b a a b a a b a b a b b a b b a b b a b b

− + +

− − − − + − − + − 

. 

5. 定理证明 

定理 1 和定理 2 证明如下： 
由表达式 

( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 3 3 3 1 2 2 3
3

1 2 1 3 2 3 2 1 3

2 2
4

2 2
    

4

a a a b a a a b b b b b
V

a a b a a b b b b

π

π

− + + − −
=

 − + + − − =

 

可知，这里为了简化计算，令 3 0V = ，只讨论以下八种情况： 
(1) 当 1 3 20, 0, 0a a b= = = 时，有 2 3 4 5 6 8 10 0V V V V V V V= = = = = = = ， 

( )4 1 2 3
7

5 14 7 20
64

a b a b
V

π + +
= − ， 

( )3 2 3 3
4 2 2 3 2 3 3

9

2401 3381 66024 67324

188160

a a a b a b b
V

π + − −
= − ， 

( )2 3 4 5
4 2 3 3 2 3 4

11

12574663269 51003108604 64072161452 6848583588

17709468672

a a b b a b b
V

π − − +
= −  

令 7 0V = ，根据 7V 因式有两种情况，即 4 0a = 或 1 2 314 7 20 0b a b+ + = 。 
若 4 0a = 时，可得中心条件(c1)。 

若 1 2 314 7 20 0b a b+ + = 时，则解得 ( )2 1 3
1 14 20
7

a b b= − − ，代入焦点量 9V 和 11V 得， 

2 3
3 34 1 2 2 2

9 3 1 1
6949 2358 23580 10 1016831

480 343 2401 4802 98 7 7
ba b b b bV b b bπ       = − − + + − − + −      

       ，
 

3 2
3 4 3 1 2

11

2
2

3 1

85541927 16018040363 3643079186 36430791860
30118144 12574663269 1796380467 12574663269

1011647251
85541927 7

b a b b bV

bb b

π  = − − + − 


 + + −  
  





 

再令 9 0V = ，得到
2 3

3 31 2 2 2
3 1 1

692358 23580 10 1016831 0
343 2401 4802 98 7 7

bb b b bb b b     − + + − − + − =     
     

，解得 

1 2 3
10 1
7 2

b b b= + 或 1 2 3
10 891
7 98

b b b= + 或 1 2 3
10 751
7 98

b b b= − 。 

满足 1 2 3
10 1
7 2

b b b= + 时，有

2
3 3 2

4 3

1

3

1

494389579 10929237558 1164725185541927
50298653076 4191554423 85541927

30118144

b ba
V

b bπ
  − + +  
=


  − ，得到

十一阶焦点条件(f1)。 
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满足 1 2 3
10 891
7 98

b b b= + 时，有 

2
3 3 2

4 3

11

3
246034565501077 10929237558 1164725185541927

2464634000724 4191554423 85541927
30118144

ba
V

bb bπ
  + +   

 = − ，得到十一阶焦点条件(f1)。 

满足 1 2 3
10 751
7 98

b b b= − 时，有 

2
3 3 2

4 3

11

3
34431442212343 10929237558 1164725185541927

821544666908 4191554423 85541927
30118144

V

b ba b bπ
  + +  
 =


 − ，得到十一阶焦点条件(f1)。 

(2) 当 1 3 3 10, 0,a a b b= = = − 时，有 2 3 4 5 6 8 10 0V V V V V V V= = = = = = = ， 

( )1 4 4 1 2 4
7

5 7 6
64

a a a b b b
V

π − +
= − ， 

( )3 2 2 2 3 2
4 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

9

791 861 456 105 356 105

1920

a a a b a b b a b b b
V

π − + + − −
= ， 

( )5 4 3 2 3 5
4 2 2 1 2 1 4 2 1 1 4

11

416 3076 3632  3452 2416 1376 66825

172800

a a a b a b ab a b b b
V

π − + − + − +
= −  

令 7 0V = ，根据 7V 因式有 ( )4 2 1 2 47 6 0a a b b b− + = ，即 2 4
4

2 17 6
b ba

a b
= −

−
。 

若 2 4
4

2 17 6
b ba

a b
= −

−
且 2 17 6 0a b− ≠ 时， 

( ) ( )3 2 2 2 3 22 4
9 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2 1

791 861 456 105 356 105
1920 7 6

b bV a a b a b a b b b b
a b

π
= − − + + − −

−
， 

( )5 4 3 2 4 4 5
2 4 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 4

11
2 1

416 3076 3632 3452 2416 1376 66825

1209600 10346800

b b a a b a b a b a b b b
V

a b

π − + − + − +
=

−
 

令 9 0V = ，根据因式有 2 0b = 、 4 0b = 和 3 2 2 2 3 2
2 2 1 2 1 2 2 1 1 2791 861 456 105 356 105 0a a b a b a b b b b− + + − − = 。 

满足 2 0b = 或者 4 0b = 时，得到中心条件(c2)。 

满足 3 2 2 2 3 2
2 2 1 2 1 2 2 1 1 2791 861 456 105 356 105 0a a b a b a b b b b− + + − − = 时，通过计算，可以得到 1 2

7
4

b a= ，有

( )5
2 4 2

11
43 557759 1

=
425600

1081427200 2

b b a b
V

a

π −
，得到十一阶焦点条件(f2)。 

(3) 当 1 2 3 20, 2 , 0a a b b= = − = 时， 2 3 4 5 6 8 10 0V V V V V V V= = = = = = = ， 

( )4 3 1
7

5 3 7
32

a b b
V

π +
= − ， 

( )2 2
1 4 3 1

9

7 45 328

576

b a a b
V

π +
= − ， 

( )5
4 1 4

11

77773472 360855

933120

a b b
V

π +
= −  

令 7 0V = ，根据 7V 因式有两种情况，即当 4 0a = 或 3 13 7 0a b+ = 。 
若 4 0a = 时，得到中心条件(c3)。 
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若 3 13 7 0b b+ = 时，则可设 3 1
7
3

b b= − ，代入焦点量 9V 和 11V 可得， 

( )2 2
1 4 3 1

9

7 45 328

576

b a a b
V

π +
= − ， 

( )5
4 1 4

11

77773472 360855

933120

a b b
V

π +
= −  

再令 9 0V = ，根据 9V 因式有 1 0b = 和 2 2
2 145 328 0a b+ = ， 

满足 1 0b = 时， 4 4
11

360855
933120

a bV π
= − ，得到十一阶焦点条件(f4)。 

满足 2 2
2 145 328 0a b+ = 且 1 0b ≠ 时，没有实数解，得到十一阶焦点条件(f5)。 

(4) 当 1 2 3 3 10, 2 ,a a b b b= = − = − 时， 2 3 4 6 0V V V V= = = =  

( )3 2 1 3 2
5

5
24

a b b a b
V

π −
=  

( )4 2 3
1 2 3 3 1 2 4 1 2 4

7

5 4 2 8

64

b b a a b b a b b b
V

π + − −
=  

( )6 4 2 2 4 2 2 2
1 3 2 3 1 2 3 1 2 3 4 3 4 2 4 1 4 2

9

4680 2900 280 450 426 3400 105

1920

b a b a b b a b b a a a a b a b a b
V

π + + + − + +
=  

(
)

8 6
2

3 5 4
11 1 1 1 3

7 2 4 5
1 3 3 1 1

3 3 2 2

2 4 4 4 4

12980736 16496016 6755848

876512 142911 118336 45975
118 8

6
8 64

V b b a a b b a

b a a a b a b a b

b b

b

π
+ +

+ + + −

= −
 

令 5 0V = ，根据 5V 因式有四种情况，即 3 0a = 、 2 0b = 、 1 0b = 或 3 2
1
5

a b= 。 

当 3 0a = 时， 

( )4 1 2 4
7

5 8
64

a b b b
V

π +
= − ， 

( )2 2
1 4 1 4 2

9

680 21

384

b a b a b
V

π +
= ， 

( )411 44
5
129

4721
584 114939

6
V a b a bπ

= − −  

再令 7 0V = ，根据 7V 因式有 4 1 2 48 0a b b b+ = ， 

若 2 4
4

18
b ba

b
= − 时， 

( )4
9

2 2
2 1 2680 21

3072

b b b b
V

π +
−= ， 

( )5
2 4 1 4

11

43 688 2673

377728 1

b b b b
V

b

π −
=  

若 4 0a = 且 1 0b ≠ 时， 9 11 0V V= = 得到中心条件(c4)。 
当 2 0b = 时， 
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4 1
7

5
8
a bV π

= − ， 

( )2 2
1 3 4 4 1

9

450 3400

1920

b a a a b
V

π +
= ， 

( )4
4 5

11 3 1 44 1 4142911 1
1188864

18336 459756V a a b a b a bπ
−− +=  

再令 7 0V = ，根据 7V 因式有 4 0a = 和 1 0b = 。 
若 4 0a = 时， 9 11 0V V= = ，得到中心条件(c3)。 
若 1 0b = 时， 

9 0V = ， 

4 4
11

459756
118886

 
4

a bV π
= − ， 

故得到十一阶焦点条件(f3)。 
当 1 0b = 时， 

2 4
7

5
64
b bV π

= − ， 

9 0V = ， 

4
11

499
256

a bV π
=  

再令 7 0V = ，则 2 0b = 或 4 0b = 。 
若 2 0b = 时， 

9 0V = ， 

4
11

499
256

a bV π
= ， 

故得到十一阶焦点条件(f3)。 
若 4 0b = 时，有 9 11 0V V= = ，得到中心条件(c5)。 

当 3 2
1
5

a b= 时， 

( )3 3 5
1 2 1 2 4 1 2 4

7

5 50  + 4 5000   625

625

b b b b a b b b
V

π − −
= ， 

( )4 3 2 5 7 2 2
1 1 2 1 2 2 4 1 4 2

9

35000 14500 936 10625000 118125

6000000

b b b b b b a b a b
V

π + + + +
= ， 

(
)

7 3 5 5 3 7
11 1 2 1 2 1 2

9 5 4
1 2 4 1 4 1 2 4 4

13695500000 4222405000 412400400
464400000000

12980736 46225000000 89319375 179592187500

V b b b b b b

b b a b a b b a b

π
= − + +

+ + + −
 

令 7 0V = ，有
3 3 5
1 2 1 2 2 4

4
1

50 4 625
5000

b b b b b ba
b

+ −
= ，且 1 0b ≠ ，有， 

( )5 37 3 5 2
1 4 21 2 1 2 1 4 2

9

8780000 118125687 16109 425
4000000 960000 48000000 192

b b bb b b b b b bV
ππ π π−

= + + − ， 
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(

)

8 7 6 4 4 62
11 1 2 1 4 1 2

2 8 5 3 4 4
1 2 1 4 1 2 4 1 2 4

2
4

10993380000000 338088240000 3306348750
3715200000000000

104417532 462250000000 14367375000 1238709375

179592187500

bV b b b b b b

b b b b b b b b b b

b

π
= − + +

− −

+

+ −  

再令 9 0V = ，则由于计算复杂性，只计算 1 0b = 且 4 0b = 或 2 0b = 。 
满足 1 0b = 且 4 0b = 时， 11 0V = ，得到中心条件(c1)。 
满足 2 0b = 时， 11 0V = ，得到中心条件(c1)。 

(5) 当 2 1 3 22 , 0, 0a b a b= = = 时， 2 3 4 6 0V V V V= = = = ， 

( )2 3 2 3
1 1 3 1 1 3 3

5

2 3

4

a a b b b b b
V

π + + −
= − ， 

( )1 4 4 1 4 3
7

5 14 10
32

a b a b a b
V

π + +
= − ， 

( )2 3 2 2 3
4 1 3 1 1 3 1 3 3

9

777 23646 38967 19740 2699

960

a a b b b b b b b
V

π − − − −
= − ， 

(
)

5 44
11 1 1 3

3 2 2 3
1 3 1 3 4

1524336388825320 3095079570704784
8266473411840
2151710408624280 50883589736056 3196800264735

aV b b b

b b b b b

π
= − +

+ + +
 

令 5 0V = ，根据 5V 因式有两种情况，即 1 0a = 或 1 0b = 且 3 0b = 。 
当 1 0a = 时， 

( )4 1 3
7

5 7 5
16

a b b
V

π +
= − ， 

( )3 2 2 3
4 1 1 3 1 3 3

9

23646 38967 19740 2699

960

a b b b b b b
V

π + + +
= ， 

]

5 44
11 1 1 3

3 2 2 3
1 2 1 3 4

1524336388825320 3095079570704784
8266473411840
2151710408624280 50883589736056 3196800264735

aV b b b

b b b b b

π
= − ⋅ +

+ + +
 

再令 7 0V = ，根据 7V 因式有 4 0a = 和 1 37 5 0b b+ = 。 
若 4 0a = 时，得到中心条件(c6)。 

若 1 37 5 0b b+ = 时，即 1 3
5
7

b b= − ， 

3
4 3

9
1681

11760
a bV π

= − ， 

5 6 2 2
11 4 3 3 2

3 4

3

2 3
1

10449311793755125 22715888275025 64039000256675
165398355515232 10126429929504 482210949024

9950883589736056
256

V a b b b b

b b b

π  −= − +

+ +






 

令 9 0V = ，根据 9V 因式有 3 0b = ，满足 3 0b = 时， 4 4
11

99
256

a bV π
= − ，得到十一阶焦点条件(f3)。 

当 1 0b = 且 3 0b = 时， 
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1 4
7

5
32
a bV π

= − ， 

9 0V = ， 

4 4
11

99
256

a bV π
= − ， 

则再令 7 0V = ，当 4 0b = 时，得到中心条件(c7)。 
(6) 当 2 1 3 3 12 , 0,a b a b b= = = − 时， 2 3 4 6 0V V V V= = = = ， 

( )( )1 1 2 1 2 1
5

3 2
24

a a b a b b
V

π − +
= ， 

( )3 3 2 3
1 1 1 1 2 4 1 4 1 2 4

7

5 4 2 2 8

64

a b a b b b a a b b b
V

π + − − −
= ， 

( )( )4 3 2 5 2 2 2
1 2 1 1 1 1 4 1 1 2 4 1 4 2 4

9

2 1230 9120 1554 1038 3440 105

15360

a b a b a b b a a b b b b b b
V

π + − + − + +
= − ， 

(
)

7 3 6 3 5 5 4 5 3 7
11 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1

2 7 5 4 4 4
1 1 2 1 4 1 2 4 1 1 4 1 2 4 4 4

1353492 676746 246489 1232448 14497536
9510912
7248768 676746 338373 236672 118336 3678048

V a b a b b a b a b b a b

a b b a b a b b a b b b b b a b

π
= − + − − +

+ − − − − −
 

令 5 0V = ，根据 5V 因式有四种情况，即 1 0a = ， 2
1 3

ba = 、 1 22a b= − 和 1 0b = 。 

当 1 0a = 时， 

( )4 1 2 4
7

5 8
64

a b b b
V

π +
= − ， 

( )2 2
2 4 1 2

9

688 21

3072

b b b b
V

π +
= − ， 

4
1 2 4

11
43

3456
b b bV π

= ， 

令 7 0V = ，若 2 0b = ，则有 4 1 0a b = ，即 4 0a = 或 1 0b = 。 
若 4 0a = 时， 

( )2 2
2 4 1 2

9

688 21

3072

b b b b
V

π +
= − ， 

4
1 2 4

11
43

3456
b b bV π

= ， 

令 9 0V = ，即 2 0b = 或 4 0b = ，得到中心条件(c8)。 
若 1 0b = 时， 

3
2 4

9
7
1024
b bV π

= − ， 

11 0V = ， 

则令 9 0V = ，即 2 0b = 或 4 0b = ，皆有 11 0V = ，得到中心条件(c7)。 

当 2
1 3

ba = 时， 
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( )3 3
1 1 1 4 4 1

7

5 10 5 8

64

a b a b a b
V

π − −
= ， 

( )4 3 2 5 2 2
1 1 1 1 1 1 4 1 4

9

5 246 1824 123 688

3072

a a b a b a b b b
V

π − + + −
= ， 

( )6 3 4 5 4 2 7 4
1 1 1 1 1 1 4 1 1 1 4 4

11

3383730 3943833 1691865 36243840 591680 3678048

9510912

a a b a b a b a b b b b
V

π − + + − + +
=  

令 7 0V = ，则 1 0a = 且 4 1 0a b = 或 1 0a ≠ 且 2 3 4 1
4 1 1

1

82
5
a bb a b
a

= − 。 

若 1 0a = 且 4 1 0a b = 时， 
当 4 0a = 时，有 9 11 0V V= = ，得到中心条件(c8)。 
当 1 0b = 时，有 9 11 0V V= = ，得到中心条件(c7)。 

若 1 0a ≠ 且 2 3 4 1
4 1 1

1

82
5
a bb a b
a

= − 时， 

3
2 51 4 1

9 1 1 1 1
1

5 5504448 984
3072 5

a a bV a b a b
a

π   
= + − +  

  
， 

5
4 5 2 7 2 3 3 1 1

1 1 1 1 1 1 1 4 1 1
1

11

4733440 294243843943833 35060480 7356096 2706984
5

9510912

b ba a b a b a b a a b
a

V
π

  +
− + + − −  

  =  

再令 9 0V = ，则 1 0b = ，有 11 0V = 得到中心条件(c7)。 
当 1 22a b= − 时， 

4 1
7

5
8
a bV π

= − ， 

9 0V = ， 

( )4 5
1 1 1 4

11

739469 1226016

3170304

a a b b
V

π − +
=  

令 7 0V = ，则 1 0b = 或 4 0a = 。 

若 1 0b = 时， 9 0V = ， 1 4
11 6

99
25
a bV π

= ，故得到十一阶焦点条件(f6)。 

若 4 0a = 时， 9 0V = ，
( )4 5

1 1 1 4
11

739469 1226016

3170304

a a b b
V

π − +
= ，故得到十一阶焦点条件(f7)。 

当 1 0b = 时， 

( )4 1 2
7

5 2
64

b a b
V

π +
= − ， 

( )( )2 2
4 1 2 1 1 2 2

9

2 518 346 35

5120

b a b a a b b
V

π + − +
= − ， 

( )4 3
1 4 1 1 2

11

75194 37597 408672

1056768

a b a a b
V

π + +
= ， 

令 7 0V = ，则 4 0b = 或 2 12b a= − 。 
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若 4 0b = 时，有 9 11 0V V= = 得到中心条件(c7)。 

若 2 12b a= − 时， 9 0V = ， 1 4
11

99
256

a bV π
= ，故得到十一阶焦点条件(f6)。 

(7) 当 1 2 3 2 2
1 1, , 0
2 2

b a b a b= = − = 时，有 2 3 4 0V V V= = = ， 

( ) ( )1 3 1 1 3 2
5

3 5
24

a a a a a a
V

π+ +
= ， 

( )5 4 3 3 2 3
1 2 2 1 3 1 2 1 2 3 1 4 4 2

7

12 12 25 25 250 500

1600

a a a a a a a a a a a b a a
V

π + + + − −
= ， 

(
)

7 6 5 2 4 2 3 42
9 1 1 3 1 2 1 2 3 1 2

2 4 2 2 2
1 2 3 1 4 1 3 4 2 4 3 4

6048 6048 10500 10500 4375
1200000
4375 485625 465000 268750 140625

aV a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

π
= − + + + −

− − − − −
， 

]

9 8 7 3 6 3
11 1 2 1 2 3 1 2 1 2 3

5 5 4 5 3 7 2 7
1 2 1 2 3 1 2 1 2 3

4 2 3
1 2 4 1 2 4 4 4

37330848 37330848 19680900 19680900
23040000000
70624375 70624375 105000000 105000000

1023881250 1361468750 8910000000

V a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a b

π
= ⋅ + + +

− − +

− − −



+



 

令 5 0V = ，根据 5V 因式有四种情况，即 1 0a = 、 1 3 0a a+ = 、 1 33 5 0a a+ = 或 2 0a = 。 
当 1 0a = 时， 

4 2
7

5
16
a aV π

= − ， 

( )2 2
2 4 2 3

9

86 45

384

a a a a
V

π +
= ， 

4 4
11

99
2560

a bV π
= − ， 

令 7 0V = ，若 4 0a = 时，得到中心条件(c8)。 
当 1 3 0a a+ = 时， 

47 2 3 4
5 5

16 32
a a bV aπ π− += ， 

( )2 2
2 4 2 3

9

43 5 3

960

a a a a
V

π +
= ， 

( )3 2 4
4 2 3 2 3 4

11

217835 163821 142560

3686400

a a a a a b
V

π + +
= −  

令 7 0V = ，根据 7V 因式有 3 4
2

42
a ba

a
= 。 

当 3 4
2

42
a ba

a
= 时，其中 4 0a ≠ ， 

( )3 2 2
3 4 4 4

9 2
4

43 12 5

7680

a b a b
V

a

π +
= ， 

( )5 2 5 2 3
4 3 4 3 4 4

11 2
4

655284 217835 1140480

29491200

b a a a b a
V

a

π− + +
= ， 
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再令 9 0V = ，根据 9V 因式有 3 0a = 、 4 0b = 或 2 2
4 412 5 0a b+ = ， 

满足 3 0a = 时， 4 4
11

99
2560

a bV π−
= ，得到十一阶焦点条件(f3)。 

满足 4 0b = 时，得到中心条件(c7)。 
满足 2 2

4 412 5 0a b+ = 时，由于 4 0a ≠ ，没有实数解，得到十一阶焦点条件(f8)。 
当 1 33 5 0a a+ = 时， 

3 3 5
7 2 3 2 3 4 2 3 4

25 4 54 9
864 3 5

V a a a a a a a bπ  = − + + − 
 

， 

4 3 2 5 7 2 2
2 3 2 39 3 2 4 3 4 2

35 43 159360 864
96 70 70

V a a a a a a a a a a π = − − − − − 
 

， 

]
11 2 3 2 3 2 3

9 6 4

5 5 3 7

2 3 2

8

4 4

2

4 2 4

8474925 6560300 4536000
537477120
34565600 88223175 184298625 20785248

V a a a a a a

a a a a a a a b

π
= − ⋅ − + +

+



+



+ +
 

令 7 0V = ，则有
( )3 3 5

2 3 2 3 3 4
4

2

5 3 4 27

54

a a a a a b
a

a

− − +
= 。 

( )5 37 3 5 2
2 4 32 3 2 3 2 4 3

9

5 2397 4301190425 655645 215
288 31104 31104 1152

a b aa a a a a b aV
ππ π π−

= − − + − ， 

9 2 7 4 6 4 4 63
11 2 3 2 3 2 3 2 3

2
3 7 2 8 7 2 5 4 6
2 3 2 3 2 3 2 3 2 4

3 2 4 4
2 3 4 2 3 4 2 4

9802575 13070100 10169910 7872360
644972544

5443200 41478720 20477625 27303500 88223175

2309472 3079296 184298625 20

aV a a a a a a a a
a

a a a a a a a a a b

a a b a a b a b

π
= ⋅ + + −

− − + + −

+ + − −



2
4785248b 

 

满足 9 0V = 时，有

9 2 7 4 6 4 4 6 3 7
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 8 7 2 5 4 6 3 2
2 3 2 3 2 3 2 4 2 3 4

4 4 2
2 3 4 2 4 4

9802575 13070100 10169910 7872360 5443200

41478720 20477625 27303500 88223175 2309472

3079296 184298625 20785248 0

a a a a a a a a a a

a a a a a a a b a a b

a a b a b b

+ + − −

− + + − +

+ − − ≠

，得十一

阶焦点条件(f9)。 
当 2 0a = 时， 

1 4
7

5
32
a bV π

= − ， 

9 0V = ， 

4 4
11

891
2304

a bV π
= − ， 

再令 7 0V = ，当 4 0b = 时，得到中心条件(c7)。 

(8) 当 1 2 3 2
1 1,
2 2

b a b a= = − 时，有 2 3 4 0V V V= = = ， 

( ) ( )( )1 3 1 3 2 1 2 2
5

3 5 2
48

a a a a b a b a
V

π+ + − +
= ， 

]

4 3 3 2 3 3 3 2 3 2 3 2 2
7 2 1 3 2 1 3 2 1 2 1 3 2 2 3 1 2 1 2 2 2 1 3 2 1 2

2 3 3 4 3 2 3 4
3 2 1 2 3 1 2 2 3 1 3 2 1 2 3 2 2 2 3 2 4 1 2 4 4 2

5 8 2 32 4 4 40 16
256

2 2 16 20 8 8 16 4

V a a a a a a a a a a a b a a a a a b a a a a a a b

a a a a a a b a a a a a a b a a b a a b b a a a b b

π = ⋅ + + + + + + +

+ + + + + + − − −
， 
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( )1 2 5 3 4 4 2 3 3 3 3
9 2 1 3 2 1 2 1 3 2 1 3 2 1 3

5 2 3 2 2 2 4 4 3 3 2 3
2 1 2 1 3 2 1 1 3 1 2 1 1 2 1 1
3 4 3 4 6
2 1 2 1 2 3

2
2460 615 10680 8460 111000

61440
1140 38190 262560 2280 48540 247140

1140 19425 82440 621

a b
V a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

π+
= − + − − −

− −

⋅ 

− − − −

− − − + 2 3
4 1 4 1 3 4 1 2 2 4

2 2
4 3 4 3 2 4 2

6 5952 4152 3440

1800 1704 420

b a b a a b a b a b

b a b a b b b

+ − +

+ − + 

 

令 5 0V = ，根据 5V 因式有四种情况，即 1 3a a= − 、 2 1 33 5b a a= + 、 2 12b a= − 或 2 0a = 。 
当 1 3a a= − 时， 

( )2 4 3 4 2 4
7

5 4 2
64

a a a b b b
V

π − +
= − ， 

( )( )2 2 2
4 2 3 3 2 2 3 2

9

860 516 612 105 2

15360

b a a a b b a b
V

π + + + −
= ， 

5 3 4 4 2 3 3 3 3
11 2 1 3 2 1 2 1 3 2 1 3 2 1 3

5 2 3 2 2 2 4 4 3 3 2 3
2 1 2 1 3 2 1 1 3 1 2 1 1 2 1 1
3 4 3 4 6
2 1 2 1 2 3

2460 615 10680 8460 111000
690723072000

1140 38190 262560 2280 48540 247140

1140 19425 82440 6

V a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a

π = − ⋅ + − − −

− − − − − −

−



− − + 2 3
4 1 4 1 3 4 1 2 2 4

2 2
4 3 4 3 2 4 2

216 5952 4152 3440

1800 1704 420

b a b a a b a b a b

b a b a b b b

+ − +

+ − + 

 

令 7 0V = ，即 2 4
4

3 2

4
2

a ab
a b

=
−

。 

若 2 4
4

3 2

4
2

a ab
a b

=
−

时，其中 3 22a b≠ ， 

( )2 2 2
2 4 2 3 3 2 2

9

860 516 612 105

3840

a a a a a b b
V

π + + +
= ， 

( )
4 6 4 52

11 2 3 2 3 2
3 2

4 4 2 2 8 2 7
2 3 2 2 3 2 3 2

4 4 2 3
2 3 4 2 4 2 2 3 4

8491825000000 8491825000000
690723072000 2

2122956250000 140994464091250 70497232045625

4297033000 2148516500 142509600480

89122

aV a a a a b
a b

a a b a a a a b

a a a a a b a a a

π = ⋅ −−

+ − +

− + +

− 2 2 2 2 5
2 3 4 2 2 3 4 2 3 4

4 3 2 2
3 4 2 3 4 2 4

463040 8933831400 994664122368

48177934272 48954997728 10684622520000

a a a b a a a b a a

a a b a a b a

+ +

+ − + 

 

令 9 0V = ，则有三种情况，即 2 0a = 、 4 0a = 和 2 2 2
2 3 3 2 2860 516 612 105 0a a a b b+ + + = 。 

满足 2 0a = 时，有 11 0V = ，得到中心条件(c7)。 

满足 4 0a = 时， ( )
4 6 4 52

11 2 3 2 3 2
3 2

4 4 2 2 8 2 7
2 3 2 2 3 2 3 2

8491825000000 8491825000000
690723072000 2

2122956250000 140994464091250 70497232045625

aV a a a a b
a b

a a b a a a a b

π
= − ⋅ −

−

+ − +





， 

故得到十一阶焦点条件(f10)。 

满足 2 2 2
2 3 3 2 2860 516 612 105 0a a a b b+ + + = ，即

2 2
3 2 3 2

2
612 516 105

860
a b a ba − − −

= ，由于计算复杂性不再计算，

有 11 0V ≠ ，得到十一阶焦点条件(f11)。 

当 2 1 33 5b a a= + 时， 
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( ) ( )
3 3

1 3 2 4 3 2 2 3 4 5
7 1 3 1 3 1 3 1 3 3 4 2 4 1 3

25 45 9 7 2
64 4 5

a a a
V a a a a a a a a a a a b a aπ  +   = + + + + + − − +    

， 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )

2 2 2
1 3 1 1 3 3

2 5 3 2
9 1 3 1 3 2 2 2 4

2 2
1 1 3 3 422 2

3 1 1 3 3 1 3 1 3 2

646 1295
205 19 17241 41
1024 41 4 123

59 152 63342 687 2
41 41 41

a a a a a a
V a a a a a a a b

a a a a b
a a a a a a a a a a

π
  + − −   = − + − + + +




+ − + − − + + − 
 



 



， 

( )

( ) ( )

3 7 2
1 3 2 1 1 3

32 5 4 7
3 1 3 2 4 1 3 2

11

1

2014183179 1096742725 6109699474 8538344631
4093173760 18127648611 18127648611 3054849737
17429364630 429703300 1 1407626036675
3054849737 54382945833 4

a a a a a a

a a a a b a a a a

V π  + − − 
− + − + + +


= ⋅

7
3

6 6 5 2 4 3
1 3 1 3 1 3 1 3

3 4 2 5
1 3 1 3

72510594444
5585239787525 155932561051 229110265307 417241142153
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a

a a a a a a a a

a a a a





+ − − +

+ +

( ) ( )

3 2
2 1 1 3

32 2 4 3 2 2
3 1 3 4 2 1 3 1 1 3 1 3

3
1 3

394769744 875582681
442137771 2023194938

702719445 12506701700 13143592414
2023194938 2014183179 2014183179
4381577972 63656981995
147379257 2014

a a a a

a a a b a a a a a a a a

a a

 + + 
 

 − + + + − − 
 

+ + ( )4 5 4
3 3 1 3 2 1 1 3

3 2 2 3 4 5
1 3 1 3 1 3 3 4 4

123021398952
183179 2014183179

1156166650 5724062650 341414509 993897355 175878560
106009641 671394393 106009641 2014183179 223798131

a a a a a a a a

a a a a a a a a b

 + − + 
 

+ + + + +   

 

令 7 0V = ，即
( ) 3

1 3 2 4 3 2 2 3 4 5 2
4 1 3 1 3 1

2

3 1 3 3 4
1 3

45 9 7 2
4 5

a a a ab a a a a a a a a a a
a a

 = 
+

+ + + + 
 

+ −
+

。 

( 6 5 2 5 2 4 2 4 3 3 42
1 3 1 2 1 3 1 2 3 1 3 1 2

3 2 2 3 4 2 4 2 2 3 2 5
1 2 3 1 3 1 2 3 1 2 3 1 3
4 2 2 4 6

1 1

9

2 3 1 2 3 3

8760 3075 67920 35785 682080 5700
61440
216050 1955760 17100 402690 2585400

17100 315745 1639680 5
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a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

V π
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− − − −
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−

−

)

4 3 2 5 7
2 3 2 3 3
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4 2 2 4 2 2 2
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a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a

− −

− − + − + −

+ + + + − −

 

当 2 0a = 时， 
( )1 2 4

7
5 2

64
a b b

V
π +

= − ， 

( )( )2 2 2
4 1 1 3 1 2 3 3 2 2 1 2

9
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b a a a a b a a b b a b
V
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= − ， 

5 4 4 3 24
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4 2 2
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令 7 0V = ，根据 7V 因式有两种情况，即 4 0b = 或 2 12b a= − 。 
若 4 0b = 时，得到中心条件(c7)。 
若 2 12b a= − 时， 

9 0V = ， 

(
)

5 4 3 2 2 34
11 1 1 3 1 3 1 3

4 3 2 2
1 3 1 3 1 3 4

27 45417767831 42374043260 29198024085 13732445790
6940730572000
27332177275 29198024085 13732445790 9893169000

bV a a a a a a a

a a a a a a a

π
= − +

+ + + +

++
， 

故得到十一阶焦点条件(f7)。 
接下来我们证明条件(c1)的充分性，当满足条件(c1)时，系统(1)具有首次积分： 

( ) ( ) ( )
( )

(

3
3 2

2

2
2

2
6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

3 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 3

5 6 4 2 6 3 3 6 2 4 6 5 6 6 6
2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 2 3 4 3 4

4 5 3 2 5
2 3 4 2 3

2
2

4 2

1
2 90 441 812 735 350 84 8

30 137 225 170 60 8

36 150 210

1, 1
2

b
b a

a
a x

b a a b a b a b a b a b b

a b b x a b b x a b b x a b b x a b b x b b x

a b

H x y y a x

b x a b b x a

−
− − +

−
− + − + − +

× − + − +

− +

= −

−

+ 2 3 5 4 5 5 5 5 2
3 4 2 3 4 3 4 2 1 3

4 2 2 3 3 2 3 4 2 4 2 2 2 4 5 2
2 1 3 2 1 3 2 3 4 2 1 3 2 3 4 2 1 3

3 4 6 2 4 4 5 4 4 2 3 2
2 3 4 1 3 3 4 2 3 2 1 3 2 3 2 1 3

120 24 90

351 461 45 274 165 76

180 8 60 180 180 522 342

b b x a b b x b b x a b b x

a b b x a b b x a b b x a b b x a b b x a b b x

a b b x b b x b b x a b x a b b x a b x a b b

− + +

− + + − − +

+ − − + + − −
3 3 2 3 2 4 2 3 4 5 2 3
2 3 2 1 3 2 3 2 3 4 2 1 3 2 3 2 3 4

5 6 3 3 5 4 4 3 3 2 2 2
1 3 3 3 4 2 2 1 2 3 2 1 3 2 3 2 1 3

2 3 3 4
2 3 2 1 3 2 3 2 3 4

580 238 310 60 72 80 180

8 8 120 90 90 261 171 290 119

155 36 40 90

x

a b x a b b x a b x a b b x a b b x a b x a b b x

b b x b x b b x a a b a b a b b a b a b b

a b a b b a b a b b x

+ + − + − + −

+ − + − − + + − −

+ + − + )2 4 5 2 2
1 3 3 3 4 3 4 44 4 180 180 90b b b b b x b b x b C− + − + − +

 

其中C 为任意常数，同理可证明中心条件(c2)，……，(c8)的充分性。

 6. 结语 

本文主要通过后继函数法，研究了一类平面光滑六次系统，得到了相应的焦点和中心条件，但是对

于更高次的系统需要后续进一步研究。
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