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摘  要 

本文将Bisaglia和Canale (2016)提出的贝叶斯非参数预测框架从INAR模型拓展至基于负二项稀疏算子

的广义p阶整数值自回归模型(NGINAR(p))。该拓展利用负二项稀疏算子刻画高阶依赖结构与过度离散

特征，并采用舍入高斯混合先验对创新项分布进行非参数建模，从而灵活捕捉计数数据中普遍存在的多

峰、偏态等复杂分布形态。针对高阶模型的结构复杂性，构建了基于数据增强的Gibbs采样算法，实现自

回归系数与创新项分布的联合后验推断，并直接获得整数值的h步向前预测分布。模拟研究与中国某地区

月度总云量数据的实证分析表明，该方法在不同样本量、自回归系数及创新项分布设定下均表现出良好

的预测精度与稳定性，在处理高阶复杂计数时间序列时具有显著的适应性与有效性。 
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Abstract 
This paper extends the Bayesian nonparametric prediction framework proposed by Bisaglia and 
Canale (2016) from the INAR model to the generalized p-order integer-valued autoregressive model 
based on the negative binomial thinning operator (NGINAR(p)). This extension utilizes the negative 
binomial thinning operator to describe the high-order dependency structure and overdispersion char-
acteristics, and employs a rounded Gaussian mixture prior for nonparametric modeling of the innova-
tion term distribution, thereby flexibly capturing complex distributional forms such as multimodality 
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and skewness commonly found in count data. To address the structural complexity of high-order 
models, a data augmentation-based Gibbs sampling algorithm is constructed to jointly infer the pos-
terior distribution of the autoregressive coefficients and the innovation term distribution, and di-
rectly obtain the h-step ahead predictive distribution of integer values. Simulation studies and em-
pirical analysis of monthly total cloud cover data from a certain region in China demonstrate that 
this method exhibits excellent prediction accuracy and stability under different sample sizes, auto-
regressive coefficient settings, and innovation term distribution assumptions, and shows significant 
adaptability and effectiveness in handling high-order complex count time series. 
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1. 引言 

整数值时间序列广泛存在于保险精算、流行病学、网络通信等诸多领域，记录了特定时段内事件的

发生次数，如月度交通事故数、传染病日新增病例数及网站日访问量等。这类数据具有非负性、整数性

和离散性的本质特征，使得传统的连续值时间序列模型在直接应用时面临根本性困难，不仅可能产生无

意义的非整数预测值，其连续分布假设也与数据的离散结构不匹配。因此，针对计数数据发展专门的建

模与预测方法，具有重要的理论意义与应用价值。 
为应对这一挑战，稀疏算子的引入成为关键。Steutel 和 Van Harn [1]提出的二项稀疏算子，为整数值

时间序列建模奠定了数学基础。Al-Osh 和 Alzaid [2]与 McKenzie [3]在此基础上正式提出基于二项稀疏算

子的一阶整数值自回归 INAR(1)模型，成功将传统 AR(1)模型的结构移植至整数域，开创了整数值时间序

列建模的新方向。此后，研究者开展了系统性拓展：Du 和 Li [4]建立了高阶 INAR(p)模型的理论框架；

Al-Osh 和 Alzaid [5]研究了整数值移动平均模型，逐步丰富了模型体系。另一方面，Ferland 等[6]提出的

INGARCH 模型及其后续发展，通过对条件均值和方差进行联合建模，有效捕捉了计数数据的过度离散

性和波动集聚性；Fokianos 等[7]进一步在广义线性模型框架下构建了泊松自回归模型，实现了对协变量

的灵活处理，极大拓展了模型的应用范围。然而，正如 Weiß [8]在其专著中指出的，尽管上述模型构成了

该领域的主流参数化框架，但如何灵活处理创新项复杂分布的问题，仍是尚未解决的核心挑战。 
随着研究的深入，传统基于二项稀疏算子的 INAR 类模型在应对过度离散等复杂数据特征时显现出

一定的理论局限。为克服这一不足，Ristić [9]等提出了基于负二项稀疏算子的 NGINAR(1)模型。该算子

的独特之处在于，允许一个历史个体在下一期产生多个“后代”，从而天然契合了过度离散数据的生成

机制。在此基础上，Nastić [10]等将其扩展至高阶 CGINAR(p)模型，进一步增强了对复杂依赖结构的刻画

能力。尽管 NGINAR 类模型在结构上不断演进，但其创新项的建模仍普遍依赖于参数化假设(如负二项、

几何分布等)，当实际数据呈现多峰、零膨胀或偏态等更为复杂的分布形态时，其预测精度与适应性仍面

临严峻挑战。 
为突破这一局限，将贝叶斯非参数方法引入NGINAR模型体系成为自然的选择。基于上述发展脉络，

本文将 Bisaglia 和 Canale [11]提出的贝叶斯非参数预测框架从一阶模型拓展至基于负二项稀疏算子的广
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义 p 阶整数值自回归模型(NGINAR(p))。这一拓展融合了 NGINAR 模型通过负二项稀疏算子刻画过度离

散与高阶依赖的结构优势，以及 Canale 和 Dunson [12]提出的舍入高斯混合先验对创新项分布进行非参数

建模的灵活性，从而突破了传统参数化假设的局限。通过构建基于数据增强的 Gibbs 采样算法，实现自

回归系数与创新项分布的联合后验推断，并直接获得整数值的 h 步向前预测分布，为高阶复杂计数时间

序列的精确预测提供了一种兼具理论严谨性与实践适应性的新方法。 
本文后续部分组织如下：第 2 节详细阐述模型设定，包括 NGINAR(p)过程及创新项的舍入高斯混合

先验；第 3 节介绍贝叶斯采样算法；第 4 节通过数值模拟评估方法的有限样本表现；第 5 节基于实际计

数时间序列数据进行实证分析；第 6 节对全文进行总结与展望。 

2. 模型设定 

2.1. NGINAR(p)模型 

NGINAR(p)模型是 NGINAR(1)的多阶滞后扩展，用于建模整数值的时间序列数据。该模型的形式

为： 

 
1

p

t i t i t
i

Y Yα ε−
=

= ∗ +∑  (1) 

其中，“∗”表示负二项稀疏(Negative Binomial Thinning)算子，该算子的定义依赖于几何分布，对于任 

意非负整数随机变量Y 和参数 [ )0,1iα ∈ ，有 ( )

1

t iY
i

i t i j
j

Y Wα
−

−
=

∗ = ∑ ，其中 ( ){ }i
jW 为独立同分布的几何随机变量， 

其成功概率为 ( )1 1 iα+ 。 
该算子是整数自回归模型的核心，通过一种特定的随机过程将当前值与滞后项结合，从而生成新的

值。模型中， [ ) ( )0,1 , 1,2, ,i i pα ∈ =  自回归系数，反映各滞后项对当前值的影响强度； tε 为非负整数值

创新项，独立同分布且与历史观测独立。与经典 NGINAR(1)不同，本文不预设 tε 的具体分布形式，允许

其根据实际数据特征选择，如广义泊松分布、负二项分布或混合分布等，从而更灵活地适应过度离散、

零膨胀等不同类型的计数数据。该稀疏机制的直观含义与二项稀疏算子存在本质区别：每个历史个体不

仅可能“存活”，还可能产生多个“后代”，且每个个体产生的后代数量服从几何分布。这一增殖机制，

结合多阶滞后项的引入，使模型能够同时捕捉计数数据中的过度离散特征和复杂的高阶依赖结构。传统

的 NGINAR(p)模型通常对创新项分布施加参数化假设，当实际数据呈现多峰、零膨胀或偏态等复杂分布

时，这种设定缺乏灵活性。为此，本文引入贝叶斯非参数方法，借鉴 Bisaglia 和 Canale [9]的策略，采用

含入高斯混合先验对创新项分布进行灵活建模[13] [14]。 
尽管在该设定下创新项分布无法获得显式表达式，但由于观测值可表示为各滞后保留项与创新项之

和，其条件分布仍可通过卷积形式表达[15] [16]。对于 NGINAR(p)模型，其条件概率结构可表示为： 

 ( )
( )

( ) ( )
1min ,

1 1
0

Pr , , Pr | ,|
t ty y

t t t t t t
s

Y y y p B s y p y sα α
−

− −
=

= = = ⋅ −∑  (2) 

其中 ( )1~ , 1 1t tB NB r y p α−= = + ， ( )1Pr | ,t tB s y α−= 表示基于负二项稀疏算子的个体保留概率， ( )tp y s−
为创新项在新增个体数为 ty s− 条件下的概率质量函数。 

给定样本观测序列 ( )1, , Ty y=y  ，模型参数为参 [ )0,1α ∈ 数 ( ), pθ α= ，其中为稀疏强度参数， p 是

创新项 tε 的概率质量函数，在不对 p 进行具体分布假设的前提下，仍可通过边际化的方法表达观测值的

条件概率。基于上述条件概率结构，可以进一步构建观测数据的似然函数形式如下： 
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 ( )
( )

( ) ( )
1min ,

1
2 0

| Pr | ,
t ty yT

t t t
t s

L B s y p y sθ α
−

−
= =

= = ⋅ −∏ ∑y  (3) 

由于创新项分布 p ，通过贝叶斯非参数方法建模得到，其形式并不显式，从而导致预测分布难以解

析表达。为此，本文在贝叶斯框架下采用后验预测分布对未来 h 步进行预测，其数学表达为： 

 ( ) ( ) ( )Pr | Pr | , d |T h T hY j Y j θ π θ+ += = =∫y y y  (4) 

2.2. 创新项的非参数建模 

针对 NGINAR(1)模型中创新项 tε 的分布建模问题，本文借鉴了 Canale 与 Dunson [12]提出的截断高

斯混合(Rounded Mixture of Gaussians, RMG)方法。该方法通过 Dirichlet 过程高斯混合(DPM)对潜变量进

行连续密度估计，先对潜在变量建模为连续分布，再通过区间截断实现离散化，从而构造出灵活的创新

项概率质量函数，兼具理论严谨性与计算可行性。 
具体而言，对于每个整数 j∈，创新项的概率质量函数定义为： 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )1Pr dj

j

a
t a

p j j g f j fε ε ε+ ∗ ∗= = = = ∫  (5) 

其中，潜在连续密度 ( )f ε ∗ 为创新项的潜在连续密度函数， ( )g ⋅ 表示对其进行离散化(即区间舍入)的映射

操作。为了充分捕捉复杂分布形态， ( )f ε ∗ 采用非参数高斯混合模型建构：  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0; ; , d , , ~ ,f P P P DP Pε φ ε µ σ µ σ η∗ ∗= ∫  (6) 

其中是 ( )2; ,φ µ σ⋅ 表示均值为 µ ，方差为 2σ 的高斯密度函数；混合测度 P 服从以浓度参数η和基分布 0P
为参数的过程。为实现 Dirichlet 过程式，采用 Sethuraman [17]提出的 stick-breaking 构造，该构造为 DPM
提供了可计算的序列形式表示： 

i.i.d.

0
1

, ~
ll l

l
P Pθπ δ θ

∞

=

= ∑  

其中， 1 1Vπ = ，而 ( )1l l r
r l

V Vπ
<

= −∏ ，每个 ( )~ Beta 1,lV η 。这种构造可被解释为将单位长度“棒”依次按

比例打断，生成一组加和为 1 的无穷权重序列{ }lπ 赋予每个混合成分以相应的概率权重。 
每个混合组分对应的参数 ( )2,l l lθ µ σ= 从 Normal-Gamma 基分布 0P 中独立抽取，为反映数据的均值，

方差不确定性，本文设置基分布为 Normal-Gamma 联合分布，即： 

( ) ( )
i.i.d. i.i.d.

2 2
0~ , , ~ ,l l lGa a b Nσ µ µ κσ−  

其中， ( ),Ga a b 表示形状参数为 a ，尺度参数为 b 的 Gamma 分布，κ 为控制均值与方差关系的比例系数。

本文设置 0 yµ = 和样本方差 2sκ = ，并设置 0.5a b= = 。完成连续潜变量建模后，通过舍入函数 :r → ，

将潜变量 ε ∗ ∈映射为离散值，满足： ( )r jε ∗ = 且 1j ja aε ∗
+< ≤ 。其中，{ }ja 表示区间边界设置为 0a = −∞，

( )1,2,ja j j= =  。公式(5)和公式(6)在整数集上的概率质量函数空间中引入了先验分布该构造不仅提供

了灵活的创新项分布建模能力，还具有直观的概率解释与良好的后验一致性，适合复杂计数数据建模。 

3. 贝叶斯采样算法 

在基于 Dirichlet 过程高斯混合模型(DPM)对 NGINAR(1)模型中创新项进行建模的框架下，由于创新

项分布 p 无封闭形式表达，传统的参数估计方法难以直接应用。为解决这一问题，本文采用基于数据增

强的 Gibbs 采样方法，该方法借鉴了 Canale 和 Dunson [12]提出的计算策略。通过引入潜在变量构建完整

数据集，并在条件后验分布可解析的基础上，迭代实现模型参数与创新项分布的联合后验推断。具体的
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采样过程包括以下几个步骤： 
(1) 数据增强步骤(给定当前创新项分布 p和α ) 
a. 隐变量 tB 的生成 

对于每个时间点 t 和滞后阶 1, ,k p=  ，定义隐变 ,t kB 表示由历史观测 t ky − 中保留至时间 t 的个体数。根

据负二项稀疏算子 Ristić 等，其条件先验分布为： 

,
1| , ~ NB ,

1t k t k k t k
k

pB y yα
α− − =

+
 
 
 

 

即： 

( ),

1 1,
1 1

t ky j
t k k

t k t k k
k k

y j
P B j y

j
αα

α α

−
−

−

+ −     
= =      + +    

 

给定观测值 ty 和所有隐变量组成的向量 ( ),1 ,, ,t t t pB B=B  ，隐变量 tB 的联合后验分布与创新项分布

( )p ε 相关，其条件后验概率为： 

( )1
1 1

1
, , , , ,

1

kjp p
t k k k

t t t t p t k
k kk k

y j
P y y y p p y j

j
α
α

−
− −

= =

 + −     
 = ∝ ⋅ −    +      
∏ ∑B j  α  

b. 潜变量 tε
∗的生成 

给定观测值 ty 和隐变量 tB ，定义创新项为 ,
1

p

t t t k
k

y Bε
=

= −∑ ，并从连续密度 f 中采样潜在变量 tε
∗，并

约束其满足区间条件： 1t tta aε εε ∗
+≤ ≤ 。 

(2) 更新创新分布 p  
a. 分配变量 tS 的更新： 
从混合分布中采样每个观测点的分量标识 tS ，其单元格概率为： 

( ) ( )2| ; ,t t l t l lP S l ε π φ ε µ σ∗ ∗⋅= ∝  

其中， lπ 是第 l 个混合成分的先验权重， ( )2; ,t l lφ ε µ σ∗ 是第 l 个成分的正态概率密度函数，表示在给定潜

在变量 tε
∗下，观测值属于该混合成分的概率。 

b. stick-breaking 权重更新 

1
~ Be 1 ,l l r

r l
V n nη

> +

 
+ + 

 
∑  

其中， ln 是分配给第 l 个混合成分的观测数量。 
c. 更新混合核参数 ( )2,l lµ σ ： 

( )2, 1ˆ , ˆˆ
2

l
l l l l

nN InvGam a b bµ κ σ + + + 
 
 

 

其中 

( ) ( ) 11
0ˆ ˆˆ ,l l l l l ln nµ κ κµ κε κ

−∗ −= + = +  

( ) ( )2 2

0
1ˆ
2 1t

l
l t l l

S l l

nb
n

ε ε ε µ
κ

∗ ∗ ∗

=

  = − + − +  
∑  
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并且 lε
∗是第 l 类的样本均值。 

(3) 更新参数：Metropolis-Hastings 步骤 
在 NGINAR(p)模型中，自回归参数为向量 ( )1, , pα α= α 。给定隐变量 B 与观测序列 y ，每个 kα 的

完全条件后验分布为： ( ) ( ) ( )| , , | , ,p L pαπ α π α α∝ ×y B y B  

( ) ( )
,

,

,

1 1,
1 1

|
t k t ky

t k t k k
k k

t t k k

B

k

y B
P

B
αα π α
α α

−
− + −    

∝ ⋅    + +    
∏B y  

其中， ( )kπ α 为先验分布，采用逐维 Metropolis-Hastings (MH) [17] [18]采样进行更新。具体步骤如下：

对于每个 1, ,k p=  依次执行： 
a. 生成候选值：从以当前值为中心的正态分布中抽样： 

( )( )2,m
k k kα α σ∗ Ν  

b. 计算接受概率： 

( ) ( )
( ) ( )

,

,

,
min 1,

,
t t k t k k k

t t k t k k k

P B y
r

P B y

α π α

α π α

∗ ∗
−

−

 ⋅ =  
⋅  

∏
∏

 

c. 接受/拒绝：若随机接受，则令 kα 的新值为 kα
∗ ；否则保留作为下一状态。 

4. 数值模拟与结果分析 

本研究通过蒙特卡洛模拟实验评估 NGINAR(p)模型在多步超前预测中的表现，这里取 2p = 时，即

采用 NGINAR(2)模型进行数值模拟。实验设计包含 1000 次独立重复试验，样本量分别设置为 50、100 和

250，同时引入 200 次预热迭代以消除初始值的影响。模型 A： 1 0.2α = ， 2 0.3α = ；模型 B： 1 0.4α = ，

2 0.3α = ；模型 C： 1 0.6α = ， 2 0.2α = 。整个模拟过程在相同数据生成机制下独立重复 1000 次。对于每

个数据集，进行 17,000 次迭代采样，其中前 2000 次作为预热期(burn-in)以确保链收敛至平稳分布，保留

后 15,000 次迭代结果用于后续分析。为充分检验贝叶斯非参数方法对不同类型计数数据的适应性，本文

设计四种创新项分布： 
i. 泊松分布[19]： 3λ = ； 
ii. 负二项分布[20]： 8, 0.5k p= = ； 
iii. 二项分布[21]： 12, 0.7k p= = ； 
iv. CMP 分布[22]： 25, 4vλ = = 。 
为全面评估预测分布的准确性，本文采用多种评价指标，包括严格适当评分规则中的二次得分，以

及 KL 散度和 Bhattacharyya 系数两种分布差异度量。二次得分(Quadratic Score)是一种严格适当的评分规

则，由 Brier [23]首次提出用于概率预报的验证，是 Brier 得分在多类别情形下的推广形式。对于离散型

整数值预测，记 ˆhp 为 h 步向前的预测概率质量函数， t hy + 为实际观测值，则二次得分计算如下： 

( ) ( ) ( )2, 2ˆ ˆ 1ˆh T h h t h h
j

S p y p y p j+ += − −∑  

其中，求和中的 j 遍历了预测分布 ˆhp 所定义的所有可能取值。为了覆盖全部重要概率质量，这一范围通

常设定为观测数据的最小值与最大值之间，并在此基础上添加一定的缓冲区±20，以确保计算时包含了预

测分布的主要概率质量部分。Gneiting 和 Raftery [24]系统阐述了严格适当评分规则的理论框架，证明了

二次得分等评分规则在概率预报评估中的优越性。 
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为评估预测效果，本文采用蒙特卡罗方法估计 Bhattacharyya 系数和 Kullback-Leibler 散度，这两种方

法是广泛应用的分布差异度量技术[25] [26]。Hershey 和 Olsen [27]成功将该方法应用于高斯混合模型的

信号处理任务中，用于估计 KL 散度和 BC 系数。这两种度量标准均可用于衡量预测分布与真实分布之间

的差异，其计算公式如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

0
0 0BC log KL lˆ

ˆ
og

j j

p j
p j p j p j

p j
 

= − =   
 

∑ ∑  

其中， ( )0p j 表示真实的预测概率质量函数， ( )p̂ j 为通过模型估计的概率分布。计算时， j 表示预测变

量的所有可能离散取值，并在此基础上加入±20 的缓冲区，以覆盖预测分布和真实分布的主要概率质量

区域。 
 
Table 1. Quadratic score of h step-ahead predictive distribution 
表 1. h 步向前预测分布的二次得分 

n  α  ( )p ε  1h =  2h =  3h =  4h =  

50 

1

2

0.2
0.3

α
α

=
=

 

Pois −0.9134 −0.8976 −0.9052 −0.9128 

NB −0.8873 −0.8829 −0.8914 −0.8865 

Bin −0.9278 −0.9258 −0.9258 −0.9269 

CMP −0.8475 −0.8655 −0.8352 −0.8425 

1

2

0.4
0.3

α
α

=
=

 

Pois −0.9215 −0.9332 −0.9287 −0.9410 

NB −0.8642 −0.8715 −0.8698 −0.8733 

Bin −0.9275 −0.9258 −0.9258 −0.9269 

CMP −0.8205 −0.8344 −0.8351 −0.8282 

1

2

0.6
0.2

α
α

=
=

 

Pois −0.9421 −0.9513 −0.9495 −0.9582 

NB −0.9025 −0.9156 −0.9230 −0.9189 

Bin −0.9593 −0.9411 −0.9652 −0.9674 

CMP −0.9222 −0.9356 −0.9328 −0.9245 

100 

1

2

0.2
0.3

α
α

=
=

 

Pois −0.9192 −0.9085 −0.8953 −0.9037 

NB −0.8821 −0.8905 −0.8783 −0.8841 

Bin −0.9245 −0.9277 −0.9207 −0.9236 

CMP −0.8795 −0.8765 −0.8744 −0.8622 

1

2

0.4
0.3

α
α

=
=

 

Pois −0.9258 −0.9384 −0.9176 −0.9269 

NB −0.8573 −0.8625 −0.8528 −0.8592 

Bin −0.9333 −0.9257 −0.9342 −0.9352 

CMP −0.9142 −0.8778 −0.9201 −0.9111 

1

2

0.6
0.2

α
α

=
=

 

Pois −0.9458 −0.9581 −0.9521 −0.9596 

NB −0.8984 −0.9096 −0.9135 −0.9108 

Bin −0.9543 −0.9642 −0.9624 −0.9675 

CMP −0.9124 −0.9175 −0.9225 −0.9344 
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续表 

250 

1

2

0.2
0.3

α
α

=
=

 

Pois −0.9235 −0.9315 −0.9091 −0.9183 

NB −0.8786 −0.8892 −0.8828 −0.8789 

Bin −0.8977 −0.8978 −0.8933 −0.9032 

CMP −0.8642 −0.8534 −0.8564 −0.8563 

1

2

0.4
0.3

α
α

=
=

 

Pois −0.9193 −0.9314 −0.9092 −0.9248 

NB −0.8545 −0.8482 −0.8423 −0.8507 

Bin −0.9212 −0.9233 −0.9242 −0.9345 

CMP −0.8475 −0.8635 −0.8679 −0.8842 

1

2

0.6
0.2

α
α

=
=

 

Pois −0.9482 −0.9557 −0.9519 −0.9605 

NB −0.8942 −0.9097 −0.9118 −0.9086 

Bin −0.9544 −0.9845 −0.9524 −0.9563 

CMP −0.8852 −0.8997 −0.9075 −0.9012 
 
表 1 展示了 NGINAR(2)模型在不同参数设定下 1 至 4 步向前预测的二次得分结果。结果表明，该模

型在不同样本量、不同自回归系数及不同创新项分布下均表现出良好的预测能力，二次得分绝对值普遍

接近理论最大值 0，预测分布较为集中且准确性较高。随着预测步长 h 从 1 增加至 4，各项得分保持稳

定，未出现显著衰减，表明模型在短期至中期预测中具有较好的稳健性。 
表 2 展示了不同创新项分布下 KL 散度与 Bhattacharyya 系数的估计结果。整体而言，随着样本量的

增加，KL 散度与 BC 系数呈下降趋势，表明模型在分布拟合上具有良好的渐近一致性。当创新项真实分

布为二项分布(Bin)时，KL 散度和 BC 系数在某些参数设定下显著高于其他分布。例如，在模型 C 且样本

量为 250 时，二项分布对应的 KL 散度高达 2.08，BC 系数为 1.02，而同期泊松分布下的 KL 散度仅为

0.60，BC 系数为 0.19。这一差异可能与二项分布的“欠离散”特性有关。二项分布的方差小于其均值，

而本文所采用的负二项稀疏算子基于几何分布，倾向于生成过度离散数据。当真实创新项呈现欠离散特

征时，稀疏算子结构与数据生成机制之间存在内在冲突，导致模型拟合困难，表现为 KL 散度升高、BC
系数下降。这揭示了当前模型框架的一个潜在边界：贝叶斯非参数方法虽能灵活拟合各种分布形态，但

核心的稀疏算子结构仍受限于特定的离散特征。 
 
Table 2. Estimated KL divergence and Bhattacharyya coefficient 
表 2. KL 散度与 BC 估计结果 

参数 ( )p ε  
50n =  100n =  250n =  

KL BC KL BC KL BC 

1

2

0.2
0.3

α
α

=
=

 

Pois 0.06 0.02 0.10 0.02 0.12 0.03 

NB 0.18 0.05 0.12 0.03 0.06 0.02 

Bin 0.22 0.07 0.15 0.31 0.14 0.22 

CMP 0.12 0.04 0.08 0.01 0.07 0.01 

1

2

0.4
0.3

α
α

=
=

 

Pois 0.29 0.09 0.21 0.08 0.19 0.05 

NB 0.20 0.06 0.14 0.04 0.08 0.02 

Bin 1.26 0.78 1.18 0.54 0.87 0.42 

CMP 0.19 0.13 0.15 0.12 0.10 0.10 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155247


姜姝，卢飞龙 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155247 519 应用数学进展 
 

续表 

1

2

0.6
0.2

α
α

=
=

 

Pois 0.27 0.10 0.59 0.20 0.60 0.19 

NB 0.35 0.18 0.30 0.14 0.06 0.02 

Bin 2.32 1.11 2.22 1.08 2.08 1.02 

CMP 1.09 0.41 0.93 0.35 0.83 0.31 

5. 实例分析 

为了评估本章提出的基于贝叶斯非参数框架的 NGINAR(p)模型的预测性能，通过对 2018 年 1 月至

2022 年 12 月期间月度总云量数据的应用说明了所提出的方法。该数据来源于中国某地区气象观测站，

其月度总云量数据由 60 个观测值组成。过离散指数为 2.95，表现出相当大的过离散特征。图 1 描述了月

度总云量数据的直方图、序列图、ACF 图和 PACF 图。从 ACF 图和 PACF 图可以看出，数据存在显著的

自相关结构，从计数序列图与序列直方图中可以看出数据具有拖尾性质。该数据可从中国气象数据网

(http://data.cma.cn/)获得。 
 

 
Figure 1. Time series plot, histogram, ACF and PACF of monthly total cloud cover data 
图 1. 月度总云量数据的时序图、直方图、ACF 图与 PACF 图 

 

图 1 展示了该序列的时间序列图、自相关(ACF)图与偏自相关(PACF)图。从 ACF 与 PACF 图可以看

出数据在多个滞后项上存在显著的自相关性，同时从时间序列图与直方图中可观察到数据具有偏态与尾

重特性。用引入的高阶结构的 NGINAR(p)模型，能更准确地拟合此类实际计数型时间序列数据。 
图 2 展示了步超前预测概率质量函数的后验均值 Pr(Y = j|y)，以及基于预热后 MCMC 样本 2.5 分位

数和 97.5 分位数估计得到的 95%后验可信带。从图 2 可以看出，各步预测分布均呈现明显的右偏形态，

概率质量主要集中于低值区域，这与原始数据的偏态特征一致。这一预测分布形态的源头可追溯至模型

对创新项的后验估计——创新项分布同样呈现右偏态，且概率质量在 0 和 1 处存在局部聚集，这正是舍

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155247
http://data.cma.cn/


姜姝，卢飞龙 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155247 520 应用数学进展 
 

入高斯混合先验所捕捉到的数据驱动特征，验证了非参数建模的必要性。图 3 展示了未来云量低于 125
的后验预测概率，即 ( )Pr 10t hY + ≤  (实线)，以及对应预测步长 1, ,6h =  的 95%可信带(虚线)。这些概率清

晰地反映了预测不确定性预测步长增加而演变的规律，同时保持了整数值预测的内在一致性。 
 

 
Figure 2. h-step-ahead predictive PMFs and 95% credible bands 
图 2. h 步向前预测分布及其 95%可信区间 

 

 
Figure 3. Posterior probabilities for less than 125 cases along with their 95% con-
fidence intervals 
图 3. 少于 125 的后验概率及其 95%可信区间 
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6. 结论与展望 

本文提出了一种基于贝叶斯非参数框架的 NGINAR(p)模型预测方法。该方法通过将舍入高斯混合先

验与负二项稀疏算子相结合，实现了对整数值时间序列中过度离散特征、高阶依赖结构及复杂分布形态

的有效建模。在贝叶斯推断方面，构建了基于数据增强的 Gibbs 采样算法，实现了自回归系数与创新项

分布的联合后验推断，并直接获得整数值的 h 步向前预测分布。 
数值模拟研究表明，该方法在不同样本量、自回归系数及创新项分布设定下均表现出良好的预测精

度与稳定性。在月度总云量数据的实证分析中，模型准确捕捉了序列的高阶自相关结构和过度离散特征，

在多步向前预测中展现出优异的适应性。 
综上所述，该方法为复杂计数时间序列的分析提供了一种兼具灵活性、稳健性与理论严谨性的新途

径，在气象预测、环境监测、流行病预警及保险精算等领域具有良好的应用前景。后续研究可从以下方

向进一步拓展：将贝叶斯非参数方法推广至多元整数值时间序列模型；优化 MCMC 采样算法以提高计算

效率；以及探索模型在非平稳、季节性或带有协变量等更复杂场景下的应用。 
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