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摘  要 

本文探讨了多元计数数据中常见的零膨胀现象，并提出了一个针对多元零膨胀几何(ZIG)分布的理论与回

归框架。该模型能够有效区分结构性零和额外零，适用于多元建模场景。文章系统推导了该分布的联合

概率函数、累积分布函数、矩特征以及条件分布性质，基于期望最大化(EM)算法和Fisher评分算法建立

了参数估计方法，并讨论了假设检验和置信区间构建问题。模拟研究表明，所提出的估计方法具有良好

的有限样本性质。 
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Abstract 
This paper addresses the common zero inflation phenomenon in multivariate count data and proposes 
a theoretical and regression framework for a multivariate zero-inflated geometric (ZIG) distribution. 
This model can effectively distinguish between structural zeros and extra zeros and is applicable to 
multivariate modeling scenarios. The article systematically derived the joint probability function, cu-
mulative distribution function, moment characteristics, and conditional distribution properties of this 
distribution, established parameter estimation methods based on the EM algorithm and Fisher scoring 
algorithm, and discussed hypothesis testing and confidence interval construction issues. Simulation 
studies show that the proposed estimation method has good finite sample properties. 
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1. 引言 

计数数据时间序列分析是统计方法学的基础，在不同科学领域有着广泛的应用。从流行病学到生态

学，从金融学到社会科学，研究人员在日常工作中常常会遇到记录固定观测单位内事件发生频率的数据

[1]。这类数据的基本特征为非负整数，这些挑战在近几十年里推动了统计学的方法创新。 
现实的计数数据时间序列中一个普遍的特征是零膨胀现象，即观测到的零计数比例超过标准离散分

布的预期[2]。这一模式在众多领域均有体现：Böhning [3]等发现在医疗保健研究中，大部分患者在研究

期间可能没有医疗索赔记录；Welsh [4]等发现在生态学研究中，许多物种在大多数采样点未被检测到；

Crépon 和 Duguet [5]发现在经济学中，企业可能多年报告零创新支出。这种现象的普遍性凸显了构建专

门统计框架的迫切需求，该框架需能够区分结构性零和额外零。 
传统的计数数据模型，如泊松回归和负二项回归，在处理零膨胀数据时表现不佳，因为它们无法适

应零生成机制中的这种基本异质性。将这些传统方法应用于零膨胀数据集时，会导致参数估计有偏差、

标准误差被低估以及对推断结果产生误导[6]。Min 和 Agresti [7]探讨了针对此类响应变量的重复测量随

机效应模型。其中，具有随机效应的障碍模型是一种实用模型，它能分别处理零观测值和正计数。 
统计学界通过开发零膨胀模型应对这些挑战，Greene [8]针对计数数据中零值数量超出泊松模型和负

二项模型常规预测的情况，提出了两种改进模型。Lambert [9]的开创性工作引入了零膨胀泊松(ZIP)模型，

为处理过多零值提供了理论框架和实际估计策略。随后，Ridout [10]将这一方法扩展到零膨胀负二项

(ZINB)模型，以同时处理零膨胀和过度离散问题。Bakouch 和 Ristić [11]提出了一种具有零截断泊松边缘

分布的一阶平稳整数值自回归过程。Jazi [12]等提出了一种具有零膨胀泊松创新项的新型平稳一阶整数值

自回归过程。在这些方法中，几何分布具有独特地位。作为负二项分布在离散参数固定为 1 时的特殊情

况，几何分布在理论和实践上都更为简洁。 
零膨胀框架与几何分布相结合的研究方法正受到越来越多的关注。Dietz 和 Böhning [13]的早期研究

奠定了零膨胀几何(ZIG)分布的理论基础，近期的研究则侧重于参数估计和模型拓展。Srisuradetchai [14]
等为 ZIG 模型的参数开发了新的区间估计方法，显示出相较于传统 Wald 区间的优势。Mallick 和

Krishnamoorthy [15]提出了广义零膨胀几何分布并应用于保险数据，Pandya 和 Dey [16]探索了 ZIG 建模

的贝叶斯方法。尽管取得了这些进展，但零膨胀几何模型的研究仍存在一些不足。理论发展主要集中在

单变量 ZIG 分布，对多变量回归框架的关注不足。Liu 和 Tian [17]基于单变量零膨胀泊松的表示方法提

出了一种多元零膨胀泊松(MZIP)分布，用于建模具有额外零值的相关多元计数数据。Zhang 等[18]构建了

多元 INAR(1)模型，其创新项可采用多元零膨胀泊松分布或多元零膨胀障碍泊松分布进行建模。虽然关

于多元 ZIP 分布已有大量研究，但多元零膨胀几何分布的发展仍然有限。本文构建了一种多元零膨胀几

何(MZIG)分布的方法以适用于多元建模场景。 
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本文的后续内容安排如下：第 2 节建立零膨胀几何分布的理论基础并构建多变量回归框架；第 3 节

对所提出的分布进行基于似然的推断和参数估计；第 4 节通过模拟研究评估模型在可控条件下的性能。 

2. 多元零膨胀几何分布及其性质  

2.1. ZIG 的定义 

为了给出多元零膨胀几何分布的定义，下面将对零膨胀几何分布进行简要介绍。若随机变量Y 服从

参数为π 和π 的零膨胀几何(ZIG)分布，记为 ( )~ ZIG ,Y π µ ，则其概率质量函数(pmf)定义为 

( )
( )

( )
( ) 1

11 ,  0,
1

1 , 1,2,
1

y

y

y

P Y y
y

π π
µ

µπ
µ +

 + − = += = 
 − =
 +
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其中 0µ > ， 0 1π≤ < 。随机变量Y 的概率生成函数(pgf)为 ( ) ( )
( )

1 1
1 1Y
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s
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ϕ
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+ −
=

+ −
，且

1s µ
µ
+

< 。 

Y 的均值与方差为 ( ) ( )1E Y µ π= − ， ( ) ( ) ( )Var 1 1 1Y µ π µ π= − + +   ，Y 的变异系数为 

( ) ( ) ( ) ( )Var 1 1CV Y Y E Y µ π= = + + ，由此可知， ( )~ ZIG ,Y π µ 是过度离散的。关于 ZIG 的定义可参见

文献[13]。 
定义 1 一个m维离散随机向量 ( )1, , mY Y=Y 

T
遵循具有特定参数 [ )0,1π ∈ 和 ( )1, , m

mµ µ += ∈ µ T
的

多元零膨胀几何分布形式，如果 

 
,
, 1

d
Z

π
π


= =  −

Y x
x

概率为

概率为

0
 (1) 

其中 Z 服从参数为 1 π− 的伯努利分布，且 ( )1, , mX X=x 

T
， iX 服从参数为 iµ 的几何分布，同时

( )1, , , mZ X X 是相互独立的。我们记作 ( )1~ ZIG ; , , mπ µ µY  或者 ( )~ ZIG ,m πY µ 并且称 x 为Y 的基础向

量。 

给定 1Z = 时，公式(1)表明Y 和 x 具有相同的分布，即 ( )| 1
d

Z= =Y x 。这说明 1Z = 时，Y 的每个观测

值的生成过程就等价于独立的几何分布，因此它们之间条件独立。 

2.2. 联合概率质量函数和累积分布函数 

已知 ( )~ ZIG ,m πY µ ，如果 m=y 0 ，则 y 的联合概率质量函数(pmf)为 
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如果 m≠y 0 ，可以得到 
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将公式(2)和公式(3)结合起来，可以得到 y 的联合概率质量函数为 
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其中 ( )1, , mξ ξ= ξ T
，{ } ( )

i.i.d.

1
~ Degenerate 0m

i i
ξ

=
。对于任意非负实向量 ( )T

1, , my y=y  ， y 的联合累积分布

函数由下式给出 
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其中 iy  表示不大于 iy 的最大整数。 

2.3. 混合矩和矩母函数 

由公式(1)，可以得到 ( ) ( )1E y π= − µ， ( ) ( ) ( )( )T T1 diag 1i iE yy π µ µ = − + + µµ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) TVar 1 diag 1 1i iy π µ µ π π= − + + − µµ 。由此可知 
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通过使用公式 ( ) ( )|E E Eξ ξ η=   ，则 ( )1~ ZIG ; , , mπ µ µY  的矩母函数(mgf)由以下公式给出 
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2.4. 边际分布 

已知 ( )1~ ZIG ; , , mπ µ µY  。将Y 分成两部分
( )
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事实上，对于任何正整数 1, , ri i 满足 11 ri i m≤ < < ≤ ，可以得到 
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因此可以证明多元 ZIG 分布的每个边际分布都是一元 ZIG 分布。 

2.5. 条件分布 

2.5.1. ( ) ( )1 2|y y 的条件分布 
根据条件概率公式： 
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在两种不同的情况下讨论这个问题。 
情况一： ( )2 0y = 。此时 ( )1y 可能为 0 或不为 0，当 ( )1 0y = 时： 
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将上面两个式子结合可知条件分布仍然是一个零膨胀参数为 *π 的多元 ZIG 分布。 
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情况二： ( )2 0y ≠ 。可以得到： ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

1 1 2 2
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y
i i
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∏ 。这表示 ( ) ( ) ( )1 2 1|y y x= 不依赖于Z 。 

2.5.2. |Z y 的条件分布 
由于 ( )~ Bernoulli 1Z π− ， Z 仅取值 0 或 1。 
当 =y 0 时，即所有分量 0iy = 。因此： 
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由此可知当所有观测值为零时， |Z y 的条件概率取决于参数π 和 iµ 。 
当 ≠y 0  (即至少一个分量 0iy > )时，可以得到 

( ) ( )1| 0; 0 | 1.P Z P Z= ≠ = = ≠ =y y0 0  

由此可知当观测值 y 不全为零时，那么它一定来自几何分布部分(即   0Z =  )，因此  Z 的条件分布是确定

的。 

2.5.3. |x y 的条件分布 
给定观测值 y ，潜变量 x 的条件分布为： 
情况一：当 0y ≠ 时，如果观测值不全为零，那么它一定来自几何分布部分(即   0Z = )，因此： 

( ) ( )| 1; | 0.P P= ≠ = ≠ ≠ =x y y x y y0 0  

这是一个退化分布，集中在观测值 y 上。 
情况二：当 0y = 时，则全零观测值可能来自零膨胀部分或几何分布部分，若 0x = 则条件分布为： 
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i i
m

i i

P
π

µ

π π
µ

=

=

−
+

= = =
+ −

+

∏

∏
x y 0  

若 0x ≠ 则条件分布为： ( )0|0 0P x y≠ = = 。这也是一个退化分布，但只集中在 0 上，概率反映了观测到

的全零值来自几何分布部分的可能性。 

3. 基于似然的推断 

若 1, , ny y 是从 m 维零膨胀几何分布 ( )1ZIG ; , , mπ µ µ 中抽取出的 n 个样本，其中 ( )1 , ,j j mjY Y=y 

T
，

且 1, ,j n=  。并且记 { }obs 1, , n= y y 为观测数据。其中 { }| , 1, ,jj j n= = =y  0 表示集合 中的元素数 

量，且 ( )0
1

n

j
j

m I
=

= =∑ y 0 表示零的数量。可得观测数据似然函数为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

0
0

0obs
1 1

1,
1

| 1 1 .
1

i

i

m Nm m
n m

N n m
i ii

L µπ π π π
µ µ

−

+ −
= =

 
∝ + − × − + + 

∏ ∏µ  

其中
1

n

i ij ij
j j

N y y
∉ =

=∑ ∑


，所以对数似然函数为 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

obs 0 0
1

0
1

1, log 1 log 1
1

log log 1 .

|
m

i i

m

i i i i
i

m n m

N N n m

π π π π
µ

µ µ

=

=

 
= + − + − − + 

+ − + − +

∏

∑

 µ
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3.1. 基于 Fisher 评分算法的 MLE 

为了使用 Fisher 评分算法估计参数π 和 µ ，首先需要计算出对数似然函数关于参数π 和 iµ 的导数，

即计算出 Score 向量 ( )obs, | Yπ µ∇ 和 Hessian 矩阵 ( )2
obs, | Yπ µ∇  。其中 Score 向量 ( )obs, | Yπ µ∇ 中的元 

素有
π
∂
∂


和
kµ

∂
∂


，Hessian 矩阵 ( )2
obs, | Yπ µ∇  中的元素有

2

2π
∂
∂


、
2

2
kµ

∂
∂


、
2

kπ µ
∂

∂ ∂


和
2

k lµ µ
∂

∂ ∂


。 

对于 , 1, ,i k m=  和 i k≠ ，通过将上述二阶偏导数中的 0m 和 iN 分别替换为它们的期望值 

( )
1

11
1

m

i i

n π π
µ=

 
+ − + 

∏ 和 ( )1 in π µ− ，我们可以计算出 Fisher 信息矩 ( ) ( ){ }2
obs, , | | ,J Yπ µ π µ π µ= −∇  。 

设 ( ) ( )( )0 0,π µ 为 MLE 的初始值。如果 ( ) ( )( ),t tπ µ 表示 ( )ˆ ˆ,π µ 的第 t 次近似，则通过 Fisher 评分算法可以得

到它们的第 1t + 次近似值为 
( )

( )

( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1
1

obs1
, , | .

t t
t t t t

t t
J Y

π π
π µ π µ

µ µ

+
−

+

   
= + ∇      

   


 

其中 Fisher 信息矩阵是估计量协方差矩阵的逆矩阵。设参数向量为 ( )1 2, , , , mθ π µ µ µ=  ，则协方差矩阵

为 ( ) ( ) 1
C v ˆ ˆo Jθ θ

−
= 。 

这里， θ̂ 是通过最大似然估计得到的参数向量， ( )ˆJ θ 是估计的 Fisher 信息矩阵。参数估计 θ̂ 的标准 

误差是协方差矩阵 ( ) 1ˆJ θ
−
的对角线元素 kkj 的平方根： ( ) ( )ˆ ˆCovSE θ θ= 。因此，π 和{ } 1

m
i i

µ
=
的 

( )1 100%α− 渐近 Wald 置信区间(CI)由下式给出 

2 2 2 2
1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , , .

1 1i i
i i

z z z z
n n n nα α α απ π µ µ

  
− + − +   + +      

其中 zα 表示标准正态分布的第α 个上分位数。 

3.2. 基于 EM 算法的 MLE 

多元零膨胀几何分布的观测零向量可分为两类：一类是由于种群变异性而在零点处退化分布所产生

的额外零向量；另一类是来自独立的普通几何分布的结构零向量。因此，可以将 划分为 extra 和 structural 。

然后，我们用表示 extra 的数目的潜变量W 来增加 obsY ，以将 0m 拆分成W 和 0m W− 两部分。在给定 obsY
和 ( ),π µ 的情况下，得到的W 的条件预测分布是 

( )
( )

obs 0

1

| , , ~ Binomial , .
11

1

m

i i

W Y m ππ µ
π π

µ=

 
 
 
 + − + 

∏
 

另一方面，完整数据似然函数为 

( ) ( )
( )com 1

1
, | , 1 .

1

i

i

Nm
n ww i

N
i i

L Y W µπ µ π π
µ

−

+
=

= − ×
+

∏  

其中
1

n

i ij ij
j j

N y y
∉ =

=∑ ∑


，基于潜变量W 的完整数据对数似然函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )com
1

, | , log log 1 log 1 log 1 .
m

c i i i i
i

Y W w n w N Nπ µ π π µ µ
=

 = + − − + − + + ∑  
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这里，W 是来自零膨胀部分的全零观测值的数量，n W− 是来自几何分布部分的观测值的数量(包括

全零和非全零观测值)。因此，E 步就是将上面表达式中的 w 替换为其条件期望 

( )
( )

0
obs

1

| , , .
11

1

m

i i

mE W Y ππ µ
π π

µ=

=
+ −

+∏
 

M 步骤是找到完整数据的极大似然估计值： 

ˆ w
n

π = ； ˆ , 1, ,i
i

N i m
n w

µ = =
−

 。 

3.3. 小样本量的 Bootstrap 置信区间 

对于小样本量，Bootstrap 方法是一个有用的工具，可以找到π 和{ } 1

m
i i

µ
=
的任意函数的置信区间，例

如 ( )1, , , mhϑ π µ µ=  。设 ( )1
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , mhϑ π µ µ=  表示ϑ 的 MLE，其中 π̂ 和{ } 1

ˆ m
i i

µ
=
分别表示π 和{ } 1

m
i i

µ
=
通过 EM

算法计算得到的 MLE。基于获得的 π 和 { } 1
ˆ m

i i
µ

=
，可以生成 ( ) ( )

i.i.d.
1* *

1 1ˆ ˆ ˆ, , ~ ZIG , , ,n my y π µ µ   ,得到

{ }* * *
obs 1 , , nY y y=  ，然后计算 Bootstrap 重复 *π̂ 和{ }*

1
ˆ

m

i i
µ

=
，得到 ( )* * * *

1
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , mhϑ π µ µ=  。独立地重复这个过程

G 次，我们得到 G 个 Bootstrap 复制{ }*

1
ˆ G

g g
ϑ

=
。因此， ( )ˆse ϑ 的标准误差ϑ̂ 可以通过 G 次重复的样本标准差

来估计，即 

 ( )
1 22* *

* 1

1

ˆ ˆ1ˆ ˆ
1

G
G

g
g

se
G G

ϑ ϑϑ ϑ
=

  + + = −  −     
∑   

如果{ }
1

ˆ G

g g
ϑ

=
是近似正态分布，则ϑ 的第一个 ( )1 100%α−  Bootstrap 置信区间为 

 ( )  ( )2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ,Z se Z seα αϑ ϑ ϑ ϑ − ⋅ + ⋅   

或者，如果{ }
1

ˆ G

g g
ϑ

=
是非正态分布，则ϑ 的第二个 ( )1 100%α−  Bootstrap 置信区间可以通过 ˆ ˆ,L Uϑ ϑ 

 

获得，其中 ˆ
Lϑ 和 Ûϑ 分别是{ }*

1
ˆ G

g g
ϑ

=
的 ( )100 2α 和 ( )100 1 2α− 百分位数。 

3.4. 大样本量的假设检验 

3.4.1. 零膨胀的似然比检验 
如果要检验原假设 0 : 0H π = 与备择假设 1 : 0H π > ，在 0H 下，似然比检验统计量为 

( ) ( )( )1 0 obs obsˆ ˆ2 0, | , | .T Y Yµ π µ= − −   

其中

T

0 1
1 1

ˆ , ,
n n

j mj
j j

y n y nµ
= =

 
=  
 
∑ ∑ 是 0H 下 µ 的 MLE， ( )ˆ ˆ,µ π 是 ( ),µ π 的无约束 MLE。由于零假设对应于 

π 位于参数空间的边界上，并且适合的参考分布是 2χ 分布的混合[19] [20]。Jansakul 和 Hinde [21]指出 1T
的参考分布是 2

0χ  (零处的常数)和 2
1χ 分布的均等混合，因此相应的 p 值为 

( ) ( )( )1

2
1 1 0 1

1 1Pr | Pr 1
2 2

p T t H tν χ= > = > 。 
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3.4.2. 零膨胀的得分检验 

在本小节中，通过得分检验来重新参数化来测试多元 ZIG 模型中的零膨胀现象。让
1
πθ
π

=
−

和 

( ) ( )1 1, , log , , logm mβ β µ µ= = 

 β ，那么测试 0H 相当于测试 *
0 : 0H θ = 。观测数据对数似然函数现在变

为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

obs
1 1

1 1

1, | log 1 0 log
1 e

0 1 log 1 e .

i

i

mn

j
j i

n m

j i i i
j i

n I y

I y N N

β

β

β θ θ θ

β

= =

= =

  = − + + = +  + 

 
 

 

+ ≠ − +


+

∑ ∏

∑ ∑

 
 

得分向量是 

( ) ( ) ( ) ( )obs obs obs

1

, | , | , |
, , , , .

m

β θ β θ β θ
β θ

β β θ
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 

  

U
  

 

Fisher 信息矩阵为 ( ) ( ) ( )obs, , |ikJ J I Yβ θ β θ = =   。在 *
0H 下，得分检验统计量为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 0 0 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ~ 1 .T U J Uβ θ β θ β θ χ−=   

其中 0̂ 0θ = 和 0 1
1 1

1 1ˆ log , , log
n n

j mj
j j

y y
n n

β
= =

    
=          

∑ ∑



表示 *
0H 下 β 的极大似然估计值，且 ( )0

1
0

n

j
j

m I y
=

= =∑ 。

相应的 p 值由下式给出 

( ) ( )( )2
2 2 2 0 1 2

1Pr | Pr 1
2vp T t H tχ= > = > 。 

4. 模拟研究 

4.1. 参数估计的模拟 

在本节中，为了验证估计方法在有限样本下的效果，做了以下五组模拟： 
(a) 1 20.1, 0.1, 0.2π µ µ= = = ；(b) 1 20.2, 0.3, 1π µ µ= = = ；(c) 1 20.3, 0.5, 2π µ µ= = = ； 

(d) 1 20.4, 1, 3π µ µ= = = 和(e) 1 20.5, 2, 5π µ µ= = = 。考虑大小为 50、100、500、1000 和 5000 的子样本。

参数的估计值及其标准误差的数值结果如表 1 所示。 
 

Table 1. Numerical results of parameter estimates and associated standard errors 
表 1. 参数的估计值及其标准误差的数值结果 

参数 样本量 π̂  1µ̂  2µ̂  Std( π̂ ) Std( 1µ̂ ) Std( 2µ̂ ) 

(a) 50 0.1815 0.1203 0.2398 0.2181 0.0613 0.1300 

 100 0.1538 0.1177 0.2153 0.1815 0.0486 0.0749 

 500 0.1236 0.1040 0.2092 0.1149 0.0206 0.0399 

 1000 0.1099 0.1025 0.2072 0.0850 0.0147 0.0276 

 5000 0.0982 0.1004 0.1997 0.0492 0.0069 0.0139 

(b) 50 0.1887 0.3196 1.0364 0.1189 0.1179 0.2662 

 100 0.1737 0.2951 0.9616 0.1009 0.0753 0.1857 

 500 0.1840 0.2891 0.9719 0.0506 0.0373 0.0937 
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续表 

 1000 0.2035 0.3001 1.0103 0.0291 0.0214 0.0560 

 5000 0.2025 0.3018 1.0033 0.0144 0.0111 0.0289 

(c) 50 0.2737 0.4803 1.9369 0.1106 0.1590 0.4793 

 100 0.2963 0.4965 2.0178 0.0660 0.1149 0.3155 

 500 0.3017 0.5086 2.0170 0.0345 0.0486 0.1390 

 1000 0.3017 0.5039 2.0078 0.0232 0.0413 0.0962 

 5000 0.2997 0.4983 2.0015 0.0099 0.0146 0.0461 

(d) 50 0.4020 1.0100 3.0581 0.0895 0.3143 0.6710 

 100 0.3956 0.9867 2.9900 0.0638 0.1756 0.5017 

 500 0.3963 0.9941 3.0163 0.0268 0.0893 0.2204 

 1000 0.4020 1.0050 3.0093 0.0186 0.0560 0.1620 

 5000 0.4006 1.0020 2.9999 0.0079 0.0560 0.0693 

(e) 50 0.5072 1.9448 4.8357 0.0833 0.5421 1.0323 

 100 0.5068 2.0276 5.1379 0.0563 0.3658 0.8407 

 500 0.5007 1.9810 5.1294 0.0214 0.1533 0.3910 

 1000 0.4991 2.0063 4.9908 0.0163 0.1229 0.2368 

 5000 0.4994 1.9971 4.9922 0.0080 0.0540 0.1138 

 
由表 1 的结果可知，随着样本量的增加，所有参数的估计值逐渐趋近于其真实值，表明估计量具有

良好的一致性。例如，在(a)中，当样本量从 50 增至 5000 时，π̂ 从 0.1815 收敛至 0.0982 (接近真实值 0.1)，

1µ̂ 从 0.1203 收敛至 0.1004， 2µ̂ 从 0.2398 收敛至 0.1997，均表现出明显的收敛趋势。类似地，在其他参

数设定下也观察到一致的行为。此外，估计的标准差随样本量增大而显著减小，说明估计精度随样本规

模提升而改善。例如，在(e)中，当样本量由 50 增至 5000 时，Std( π̂ )从 0.0883 降至 0.0080，Std( 1µ̂ )从
0.5421 降至 0.0540，Std( 2µ̂ )从 1.0323 降至 0.1138，这体现了估计量的渐近有效性。尽管在小样本情况下

(如 n = 50)存在一定的估计偏倚，但随着样本量增长，偏倚迅速减小，验证了估计方法在大样本下的优良

统计性质。不难得出结论，在大多数情况下，EM 方法表现出最好的性能。 

4.2. 零膨胀检验的模拟 

在本小节中，通过模拟比较不同样本量的 LRT 和得分检验之间相应的错误率( 0 : 0H π = 时)和功效

( 1 : 0H π > 时)，其中 1H 中的π 值选择为 0.01、0.02、0.03、0.04、0.05、0.06、0.08、0.10。样本大小设置

为 n = 50(50)500。对于给定的 ( ),n π ，首先设 ( )1, , ~ Bernoulli 1nZ Z π− 对于 1, ,i L=   ( 1000L = )，然后

独立生成 

( ) ( ) ( )11 1 1, , ~ Geometricl l
nX X µ ， 

( ) ( ) ( )21 2 2, , ~ Geometricl l
nX X µ ， 

( )
( )

( )
( )

( )

( )
1 1

2 2

, 1, ,
l l
j jl l

j jl l
j j

Y X
y Z j n

Y X

   
   = = =
   
   

 。 
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当 1 1µ = 且 2 3µ = 时，所有假设检验均在显著性水平 0.05α = 下进行。令 kr 表示分别通过检验统计量

( )1, 2kT k = 拒绝原假设 0 : 0H π = 的次数。因此，当 0π = 时实际显著性水平可以通过 kr L 来估计。当 0π >

时检验统计量 kT 的功效可以通过 kr L 估计。 
如图 1 所示，可以观察到 LRT(实线)和得分检验(虚线)结果非常接近。LRT 测试在将错误率控制在预

先选择的标准水平附近具有良好的性能。如图 2 所示，可以观察到当 0.00 0.08π< < 时，LRT (实线)总是

比得分检验(虚线)稍强一些。当 0.1π = 且样本量大于 200 时，两个检验的功效几乎相同。 
 

 
Figure 1. Comparison of error rates between the likelihood ratio test 
(solid line) and the score test (dotted line) (m = 2) 
图 1. 似然比检验(实线)与评分检验(虚线)的错误率比较(m = 2) 

5. 实例分析 

本节的实例分析基于 Li (1999) [22]等的真实三元计数数据集，其中包含 72 个观察样本。约 83.3%的

样本在三个变量中同时取零值，并且非零观测值经常同时出现在多个变量中，这表明数据存在明显的零

膨胀性且变量之间存在内在相关性。令 ( )1 1 2 3, , ~ ZIG ; , ,ny y π µ µ µ

，其中 ( )1 2 3, ,j j j jy Y Y Y= ， 1, ,j n= 

( )72n = 。参数的最大似然估计值及置信区间如表 2 所示。 
 

Table 2. The estimated values, standard errors, and confidence intervals of the parameters 
表 2. 参数的估计值与标准误差及其置信区间 

参数 估计值 Std Bootstrap CIs 

π  0.8871 0.0438 [0.7862, 0.9545] 

1µ  0.123 0.1133 [0.05, 0.4091] 

2µ  1.7219 0.5665 [0.4922, 2.6987] 

3µ  1.3529 0.8156 [0.0819, 3.0343] 

 
零膨胀参数π 的估计值为 0.8871，表明数据中存在显著的零膨胀现象。Bootstrap 置信区间范围为

[0.7862, 0.9545]，区间宽度较窄，表明零膨胀参数的估计具有较高的精度和可靠性。几何分布的三个均值

参数的估计结果揭示了变量间的异质性。 1µ 的估计值为 0.1230，在三个变量中最小； 2µ 的估计值为 1.7219，
计数水平最高； 3µ 的估计值为 1.3529，位于中间位置。同时 Bootstrap 方法提供了合理的区间估计。 

采用 AIC 和 BIC 准则评估多元零膨胀几何(MZIG)分布的拟合优度，并与多元几何分布进行比较。参

数估计采用 EM 算法，信息准则计算结果如表 3 所示，结果表明多元零膨胀几何分布在考虑参数复杂度
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后显著优于传统几何分布。 
 

 
Figure 2. Comparison of powers between the likelihood ratio test (solid line) and the score 
test (dotted line) (m = 2)) 
图 2. 似然比检验(实线)与评分检验(虚线)的功效比较(m = 2) 

 
Table 3. Comparison of AIC and BIC between the two distributions 
表 3. 两种分布的 AIC 与 BIC 比较 

分布 AIC BIC 

多元几何分布 157.9153 164.7453 

多元零膨胀几何分布 108.8718 117.9785 
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6. 结论与展望 

6.1. 结论 

本研究构建了一个针对多元零膨胀几何分布的综合性理论框架，并开发了相应的回归分析方法。所

提出的模型成功解决了多元计数数据过多零值这一关键问题，从而为建模多个相关变量提供了可靠的分

析工具。通过系统推导，本文阐明了该分布的基本性质，包括其联合概率质量函数、累积分布函数、矩

结构以及条件分布。在参数估计方面，实现了期望最大化算法和 Fisher 评分算法，这两种算法在有限样

本中均表现出良好的性能。模拟研究证实了估计量的一致性和似然比检验的优越性，似然比检验在保持

名义误差率的同时具有较好的检验效能。 

6.2. 展望 

尽管本文提出的 MZIG 分布在理论和应用上展现出良好性能，但当前框架存在若干局限。其中最值

得关注的是各分量在非零状态下条件独立的强假设，这一假设意味着在给定非零状态的条件下，各分量

间的相关性完全由零膨胀机制所刻画，而排除了分量间其他形式的依赖关系。因此，当前模型在描述具

有复杂依赖结构的多元计数数据时可能存在一定的拟合偏差。 
针对上述局限，未来研究可从以下几个方向展开：首先，引入 Copula 函数构建基础向量的联合分布，

通过连接函数可以将边缘几何分布与灵活的依赖结构相结合，从而允许分量间存在除零膨胀机制外的多

种关联模式。其次，在多元回归框架内扩展协变量效应建模，特别是针对高维环境下可能需要的降维处

理技术。第三，开发贝叶斯估计方法以充分利用先验信息，并处理小样本情况下的参数不确定性。最后，

将时间依赖结构纳入模型，构建适用于零膨胀计数数据的动态模型。 
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