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摘  要 

本文提出了一种惯性近似Bregman近端梯度算法针对目标函数梯度不满足全局Lipschitz连续的复合优

化问题。通过利用相对光滑来代替全局Lipschitz条件，引入惯性外推机制以提升收敛速度，并结合一种

回溯线搜索，确保非凸环境下的数值稳定性。此外，我们采用了一种近似Bregman距离的新度量，使得

子问题的求解比现有Bregman类算法更为简单。在收敛性证明中，在目标函数满足Kurdyka-Łojasiewicz 
(KL)性质的假设下，证明了算法生成的序列具有有限长度，并全局收敛至广义平稳点。 
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Abstract 
This paper proposes an inertial approximate Bregman proximal gradient algorithm for composite 
optimization problems where the gradient of the objective function does not satisfy global Lipschitz 
continuity. By utilizing relative smoothness to replace the global Lipschitz condition, an inertial ex-
trapolation mechanism is introduced to improve the convergence rate, and combined with a backline 
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search, numerical stability in non-convex settings is ensured. Furthermore, we adopt a new metric 
for the approximate Bregman distance, which simplifies the solution of the subproblems compared 
to existing Bregman-type algorithms. In the convergence proof, under the assumption that the ob-
jective function satisfies the Kurdyka-Łojasiewicz (KL) property, we prove that the sequence gener-
ated by the algorithm is of finite length and converges globally to a generalized steady point. 

 
Keywords 
Composite Optimization, Inertial Extrapolation, Bregman Distance,  
Kurdyka-Łojasiewicz Property 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文主要研究以下形式的复合优化问题 

( ) ( ) ( )
cl

min : ,
x C

x f x g xϕ
∈

= +                               (1.1) 

其中 ( ) ](: ,nf x → −∞ +∞ 是一个连续可微函数(可能非凸)， ( ) ](: ,ng x → −∞ +∞ 是一个凸函数，其中

clC 表示 nC ⊂  的闭包，即一个非空的开凸集。这类问题具有广泛的应用背景，例如，图像与信号处理、

矩阵分解、稀疏信号重建、图像去噪，机器学习等[1]-[11]。 
求解此类复合优化问题的最经典算法之一是近端梯度法(Proximal Gradient, PG)及其变体[12]-[16]。

其理论基础早在 1970 年代由 Rockafellar 等确立[17]，为了加速 PG 的收敛，Polyak (1964)引入重球方法

(Heavy-ball method)作为惯性技术的早期形式[18]，Nesterov 进一步提出突破性惯性加速技术[19]，并由

Beck 和 Teboulle 扩展为 FISTA 算法[20]，在凸情况下实现 ( )21O k 的收敛率。然而，无论是标准 PG 算

法还是 FISTA 算法，其核心收敛性保证都严重依赖于一个基本假设，光滑项 f∇ 必须是全局 Lipschitz 连

续的。在许多实际的现代应用中，例如相位恢复、非负矩阵分解以及    pl 范数正则化问题，损失函数的梯

度通常会随着变量的增大或靠近边界而趋于无穷，使得这一全局 Lipschitz 条件并不成立。 
为克服全局 Lipschitz 的理论瓶颈，Bregman 提出[21] Bregman 距离，是 2 范数平方距离的推广，在

使用时具有更大的灵活性。Nemirovski 和 Yudin 在镜像下降算法中推广 Bregman 距离[22]，Auslender 和
Teboulle 进一步将其应用于近端方法。近年来，Lu 等[23]和 Bolte 等[24]引入相对光滑概念。基于此的

Bregman 近端梯度法(BPG)摒弃全局 Lipschitz 假设，用一般性的核函数 所诱导的精确 Bregman 距离替

代传统的欧氏距离。随后，Zhou 等人在没有假设全局 Lipschitz 的条件下，将 BPG 的收敛性分析进行了

简化[25]。在此基础上，基于 Bregman 距离的各类优化算法不断涌现，并被广泛应用于多种复杂实际场

景，例如随机次梯度训练[26]、非负矩阵分解[27]、块坐标平滑优化[28]、DC 规划[29]以及去中心化优化

[30]等。同时，为了进一步提升收敛速度，带有外推和惯性机制的 Bregman 算法也被提出[30]-[34]。 
然而，尽管上述基于 Bregman 距离的算法在理论和应用方面取得了显著成就，但在实际计算过程中，

单步迭代需求解包含精确 Bregman 距离的子问题，对于非二次的复杂核函数，该子问题呈现非线性特征，

并且缺乏闭式解，导致内层计算求解复杂。另一方面，带有外推机制与非单调线搜索的加速技术在常规

非凸优化领域备受关注。但是，将惯性技术引入非凸优化时会破坏目标函数的单调下降性质，导致理论
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分析极其困难。综上所述，如何在缺乏全局 Lipschitz 条件下，将惯性外推机制与 Bregman 距离结合，并

保证算法在非凸环境下的全局收敛性仍是一个难题。 
因此，针对上述理论与计算的双重挑战，本文提出了一种惯性近似 Bregman 近端梯度算法。首先，

我们在子问题中引入了近似 Bregman 距离，将复杂的非线性子问题转化为计算高效的标准二次规划(QP)
或邻近算子求解。其次，为提高算法的计算效率，我们引入一种惯性机制和回溯线搜索策略，确保算法

在非凸优化问题中的应用，并在满足 Kurdyka-Łojasiewicz 条件下给出算法的全局收敛性分析。 
本文的组织结构如下，第 2 章给出相关预备知识；第 3 章给出相对光滑下的算法框架和参数选择；

第 4 章给出算法的全局收敛性分析；第 5 章给出相关的数值实验；最后在第 6 章总结全文。 

2 预备知识 

首先，我们给出一些将在论文中使用的符号和定义。 
本文在 n 维实欧氏空间 n 中进行讨论。 + 和 ++ 分别表示非负实数集和正实数集。我们使用 ,⋅ ⋅ 表

示 n 中的标准内积， ⋅ 表示诱导的 2l 范数。对于任意点 nx∈ 和半径 0δ > ，以 x 为中心的开球记为

( ),B x δ 。集合 nS ⊂  的内部和闭包分别记为 ( )int S 和 ( )cl S 。点 x 到集合 S 的距离定义为 

( ), : infdist y Sx S x y∈= − 。对于扩展实值函数 ( ) ]( ,nf x → −∞ +∞： ，其有效域定义为 

( ){ }dom : nf x R f x= ∈ < +∞∣ 。若 dom f ≠ ∅且对所有 nx∈ 均有 ( )f x > −∞，则称 f 为真函数。如果对 
于任意收敛到 x 的序列{ }k n

k
x

∈
⊂


  (即 kx x→ )，均满足 ( ) ( )lim inf k

kf x f x→∞≤ ，则称 f 在 x 处是下半 

连续的(Lower semicontinuous, I.s.c.)。对于给定的实数α ∈，函数 f 的α -下水平集记为 

( ){ }: nlev f x f xα α= ∈ ≤ 。如果对于任意α ∈，集合 lev fα 都是有界的，则称函数 f 是水平有界的。 
定义 2.1 [35]设 f 为一个适当且下半连续的函数。 
(i) f 在 domx f∈ 处的 Fréchet 次微分记作 ( )ˆf x∂  

( ) ( ) ( )
,

,
| lim infˆ 0n

y x y x

f y f x u y x
f x u

y x→ ≠

 − − − ∂ = ∈ ≥ −  
 . 

当 domx f∉ 时， ( )ˆf x∂ = ∅。 
(ii) f 在 nx∈ 处的极限次微分定义为 

( ) ( ) ( )  ( ){ }: : , , , .n k k k kf x u x x f x f x u f x u k∂ = ∈ ∃ → → ∂∈ → →∞  

其中符号
f

kx x→ 表示 kx x→ 且 ( ) ( )kf x f x→ ，定义极限次微分的有效域为 ( ){ }dom : |nf x f x∂ = ∈ ∂ ≠ ∅ 。 

(iii) 若 ( )0 f x∈∂ ，则称 x 是 f 的一个稳定点， f 所有稳定点的集合记作 ( )crit f 。 
一般情况下， ( ) ( )ˆf x f x∂ ⊂ ∂ 恒成立。当 ( )f x 为凸函数时，极限次微分 ( )f x∂ 退化为凸分析中的经典

次微分。对于本文考虑的复合优化问题(1.1)，根据次微分积分法则，目标函数 ( )xϕ 的次微分严格满足可

加性，即 ( ) ( ) ( )x f x g xϕ∂ ≡ ∇ + ∂ 。 
为了处理目标函数中非全局 Lipschitz 连续的梯度，我们引入基于核函数的非欧氏度量框架。设C 是

n 中的非空开凸子集，引入核生成距离和 Bregman 距离。 
定义 2.2 [21]设 C 是非空且凸的开集，函数 ](: ,nφ → −∞ +∞ 被称为关于 C 的核生成距离，记作

( )Cφ ∈ ，若其满足以下条件 
(i) φ 是适当的、下半连续且凸的函数，满足 dom clCφ ⊂ 且 dom Cφ∂ = 。 
(ii) φ 在 int dom Cφ ≡ 上是 1C 的。 
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定义 2.3 [21]给定 ( )Cφ ∈ ，Bregman 距离 : domD Cφ φ +× → 定义为 

( ) ( ) ( ) ( ), , .D x y x y y x yφ φ φ φ= − −∇ −  

若 ( ) 21
2

x xφ = ，则 ( ) 21,
2

D x y x yφ = − 。此外，对于 d 阶正定矩阵 M ，令 : ,Mx x Mx= ，并取 

( ) 2
Mx xφ = ，则 ( ) 2, MD x y x yφ = − 。特别地，如果 M 是单位矩阵，那么 ( ),D x yφ 为欧几里得平方距离。

另外，Bregman 距离 Dφ 并非严格意义上的距离，因为它不满足对称性和三角不等式。由于φ 的凸性，对

于任意 domx φ∈ 和 int domy φ∈ ，有 ( ), 0D x yφ ≥ 。此外，当φ 严格凸时， ( ), 0D x yφ = 当且仅当 x y= 。 
现在我们来定义光滑适应性，也称为相对光滑性[21]。 
定义 2.4 [24]考虑函数对 ( ),f φ ，满足 ( )nφ ∈  ，且 : nf →  是适当的下半连续函数，并在

int domC φ= 上连续可微，若存在常数 0L > 使得函数 L fφ − 和 L fφ + 在 n 上均是凸函数，则称函数对

( ),f φ 在 n 上满足 L-smad。 
引理 2.1 函数对 ( ),f φ 是 L-smad 的，当且仅当对于任意 ,x y C∈ ，成立如下不等式 

( ) ( ) ( ) ( ), , .f x f y f y x y LD x yφ≤ +∇ − +  

利用二阶泰勒展开，若φ 为 2C 且强凸，对于任意 y C∈ ，使得 y d C+ ∈ 的方向 d ，有 

( ) ( ) ( ) ( ), , .f y d f y f y d LD y d yφ+ ≤ +∇ + +  

定义 2.5 (去奇异函数)满足如下条件的函数 [ ]: 0,ψ η +→ 称为去奇异函数 
1. ψ 在 ( )0,η 上是凹函数且连续可微；2. ψ 在 0 点连续且 ( )0 0ϕ = ；3. ( ) 0x′Ψ > ， ( )0,x η∀ ∈ ，记 ηΞ 为

定义在 [ ]0,η 上的所有去奇异函数所构成的集合。 
定义 2.6 [36]设 ( ): ,nΨ → −∞ +∞ 是一个适当的下半连续函数。若对于点 ˆ domx∈ ∂Ψ ，存在常数

( )0,η∈ +∞ 、 x̂ 的一个邻域U ，以及去奇异函数 ηψ ∈Ξ ，使得对于所有满足 ( ) ( ) ( )ˆ ˆx x x ηΨ < Ψ < Ψ + 的

x U∈ ，均严格满足如下 KL 不等式，则称Ψ在 x̂ 处满足 KL 性质。 

( ) ( )( ) ( )( )dist 0 ,ˆ , 1x x xψ Ψ −Ψ ⋅ ∂Ψ ≥′  

如果Ψ在其极限次微分的有效域 dom∂Ψ内的每一点处都满足 KL 性质，则称Ψ为一个 KL 函数。 
特别地，当去奇异函数取形式 ( ) 1s cs θψ −=  (其中 0c > 且 [ ]0,1θ ∈ )时，参数θ 被称为 KL 指数，它决

定了算法在稳态点附近的渐近收敛速率。 
引理 2.2 [3]假设 ( ): ,nf → −∞ +∞ 是一个真且下半连续的函数，设 nΩ⊂  为一个紧集。如果 f 在Ω

上取值恒定，且 f 在Ω中的每一点都满足 KL 性质，则存在常数 0ε > 、 0η > 以及函数 ηψ ∈Ξ ，使得对

于任意 x̂∈Ω以及任意满足 ( )dist ,x εΩ < 且 ( ) ( ) ( )ˆ ˆf x f x f x η< < + 的 nx∈ ，如下一致化不等式均成立 

( ) ( )( ) ( )( )dist 0 1ˆ ,f x f x f xψ − ∂ ≥′ . 

3. 惯性近似 Bregman 近端梯度算法 

为求解问题(1.1)我们根据文献[37]提出一种惯性近似 Bregman 近端梯度算法，在求解复合优化问题

时，经典的 Bregman 邻近梯度映射在点 x C∈ 处的定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
cl

1: arg min , ,
u C

T x f x u x g u D u xλ φλ∈

 = ∇ − + + 
 

 

其中 0λ > 称为步长。虽然该映射通过相对平滑框架克服了全局 Lipschitz 梯度的限制，但对于一般的核函

数φ 和正则项 g ，精确的 Bregman 距离通常会导致一个非线性的复杂优化模型，使得 ( )T xλ 极难获得闭
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式解。为了解决这一问题，我们利用核函数的光滑性，在当前点 x 附近对 ( )uφ 进行二阶泰勒展开，得到

精确距离的二次逼近 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

, ,

1, , ,
2

1 , : , ,
2

D u x u x x u x

x x u x x u x u x x x u x

x u x u x D u x

φ

φ

φ φ φ

φ φ φ φ φ

φ

= − − ∇ −

+ ∇ − + ∇ − − − − ∇ −

= ∇ − − = 

  

我们称这个非负的二次型项 ( ),D u xφ
 为(二阶)近似 Bregman 距离。基于上述近似，我们不再求解原先复杂

的非线性映射，而是考虑在 x C∈ 处计算近似 Bregman 邻近梯度映射，其定义转化为 

( ) ( ) ( ) ( )1: arg min , , .
u clC

T x f x u x g u D u xλ φλ∈

 = ∇ − + + 
 

   

借助函数 g 的凸性以及海森矩阵 ( )2 xφ∇ 的半正定性，该映射成功将子问题转化为一个标准的凸二次

规划问题。进一步地，当核函数φ 是强凸函数且不存在正则项(即 0g ≡ )时，目标函数严格凸，可以通过

令其对 u 的导数为零，直接获得极为简洁的闭式解 

( ) ( ) ( )
12 .T x x x f xλ λ φ
−

 = − ∇ ∇ 
  

倘若选取的φ 不具备强凸性，我们只需引入一个微小的二次扰动，取
2

0 :
2
σφ φ= + ⋅  (其中 0σ > )作为

新的距离生成核即可。特别地，当选取
21

2
φ = ⋅  (即 ( )2 x Iφ∇ = )时，近似映射 ( )T xλ

 便等价于经典的欧几 

里德标准邻近映射，这种二阶近似策略将计算复杂度大幅降低。然而，仅有高效的子问题求解机制并不

足以应对病态的非凸优化问题。在高维数据中目标函数的特殊结构易使一阶无记忆下降算法出现震荡或

停滞，因此我们在上述近似框架中引入了 Nesterov 的惯性外推机制。计算一个外推点 ky ， 

( )1 ,k k k k
ky x x xβ −= + −  

参数
1
2k

k
k

β −
=

+
。通过将当前迭代点与前一次迭代点进行仿射组合，惯性项能够有效累积历史梯度的动量

信息，抑制震荡并帮助算法快速冲出平坦区域。 
在融合了二阶近似与惯性加速之后，算法的单调性与稳定性面临着新的挑战。由于 ( ),D u xφ

 仅仅是精

确 Bregman 距离的局部二阶逼近，对于任意给定的 , nu x∈ ，全局不等式 ( ) ( ), ,D u x D u xφ φ≤  或

( ) ( ), ,D u x D u xφ φ≥  并不总是成立。这意味着如果我们盲目地接受近似子问题给出的全步长方向 kd ，目标

函数值可能会发生不可控的上升。正是基于这一深刻的理论动机，我们在算法中嵌入了回溯线搜索过程。

通过寻找一个合适的步长 ( )0,1kt ∈ ，使得如下充分下降条件得以满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), .k k k k k k k k
k ky t d y t f y d g y d g yϕ ϕ α+ ≤ + ∇ + + −               (3.1) 

结合子问题的最优性条件，该线搜索本质上保证了目标函数沿着方向 kd 能够获得与近似 Bregman 距

离成正比的严格下降量 

( ) ( ) ( )1 2 , .
2

k k k k kktx y y d dαϕ ϕ φ
λ

+ ≤ − ∇  

这不仅自适应地弥补了近似度量带来的截断误差，更重要的是，依据凸集的线段拓扑性质，外推点
ky 与边界候选点 k ky d+ 之间的严格凸组合地将下一步迭代点 1kx + “拉回”到开集C 内部。基于上述分析，
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我们提出惯性近似 Bregman 近端梯度算法，详见算法 1。 
 

算法 1：惯性近似 Bregman 近端梯度算法 

1. 输入：存在 2C 函数 ( )G Cφ ∈ ，使得对 ( ),f φ 在 C 上 L-smad 的。 

选取初始点 0 int domx φ∈ ，
20

fL
σλ< < ， ( )0,1α ∈ ， ( )0,1η∈ ， 0,kβ β ∈ ， 1kt = ， 

2

2
2

f
f

f

LM M
L

L

φ φ σ
λ λ λ

β

  
− + + −  

   < 。 

2. 对于 0,1,2,k = ，计算 

( )1k k k k
ky x x xβ −= + −  

在 ky 处，利用二阶近似 Bregman 距离构造局部二次规划子问题，求解最优更新方向 kd  

( ) ( ) ( )2

, cl

1arg min , ,
2

:
n k

k k k k

d y d C
d f y d g y d y d dφ

λ∈ + ∈

 ∇ + + += ∇ 
 



 

3. 当 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),k k k k k k k k
k ky t d y t f y d g y d g yαΦ + > Φ + ∇ + + − 时， 

执行 k kt tη←  

4. 更新 1k k k
kx y t d+ = + 。 

4. 算法的收敛性分析 

这一章节我们将给出算法的收敛性证明，首先给出相关的假设条件。 
假设 4.1 设 nC ⊆  为非空开凸集，函数 ( ): ,nf → −∞ +∞ 在C 上连续可微，即 ( )1f C C∈ ；函数

( ): ,ng → −∞ +∞ 为适当的、下半连续且凸函数，并满足 domg C∩ ≠∅。 
假设 4.2 核函数 ( ): ,nφ → −∞ +∞ 为适当的下半连续函数，并满足 ( )2C Cφ ∈ ，其有效定义域满足 

dom cl , dom .C Cφ φ⊆ ∂ =  

此外，核函数φ 在C 上是σ -强凸的，其中 0σ > ，即对任意 x C∈ 有 ( )2 x Iφ σ∇  。 
假设 4.3 目标函数ϕ 在  cl C 上有下界，即 ( )* : inf

x cl C
xϕ ϕ

∈
= > −∞，给定初始点 0x C∈ ，其初始下水平集 

( ) ( ){ }0
0 cl: x C x xϕ ϕΩ ≤= ∈ 为有界紧集。 

假设 4.4 存在一个紧致凸集 CΩ⊂ 满足 0 intΩ ⊂ Ω，使得对所有 1k ≥ ，均有外推点 ky ∈Ω； 
由于 ( )2C Cφ ∈ ，故函数 2φ∇ 在紧致集 Ω 上连续，存在常数 0Mφ > 使得 ( )2 ,x M xφφ∇ ≤ ∀ ∈Ω； 
在紧致集Ω上 f∇ 局部Lipschitz连续，存在常数 0fL > ，使得 ( ) ( ) , ,ff x f y L x y x y∇ −∇ ≤ − ∀ ∈Ω。 
假设 4.5 存在常数 0L > ，使得 f 相对于φ 在C 上是 L -相对光滑的。 
命题 4.1 在假设 4.2 与假设 4.4 成立的条件下，对于任意 ,x y∈Ω，精确 Bregman 距离 ( ),D x yφ 与其

二阶近似 Bregman 距离 ( ),D x yφ
 在集合 Ω 存在 1 2,c M c Mφ φσ σ= = 满足 

( ) ( ) ( )1 2, , , .c D x y D x y c D x yφ φ φ≤ ≤   

证 由假设 4.2，函数φ 在集合 Ω 上是σ -强凸的，以及假设 4.4，φ 在 Ω 上有一致上界 Mφ 。因此对

于任意 z∈Ω，其 Hessian 矩阵满足 
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( )2 .I z M Iφσ φ∇                                    (4.2) 

根据二阶近似 Bregman 距离定义，由于 y∈Ω，对式(4.2)左右同时作用于向量 x y− ，可得 

( )2 2, .
2 2

M
x y D x y x yφ

φ
σ

− ≤ ≤ −                             (4.3) 

根据带有积分余项形式的泰勒展开公式， ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
0

, 1 , dD x y s y s x y x y x y sφ φ= − ∇ + − − −∫ 。 
由于集合 Ω 为凸集，对于任意 [ ]s 0,1∈ ，有 ( )y s x y+ − ∈Ω。因此在积分区间内 Hessian 同样满足矩

阵界(4.2)，于是 

( ) ( ) ( )1 12 2

0 0
1 d , 1 ds x y s D x y s M x y sφ φσ− − ≤ ≤ − −∫ ∫ ， 

( )2 2, .
2 2

M
x y D x y x yφ

φ
σ

− ≤ ≤ −                            (4.4) 

由公式(4.3)与公式(4.4)可得 

( ) ( )2 2, , .
2 2

M M M
D x y x y x y D x yφ φ φ
φ φ

σ
σ σ

 ≤ − = − ≤ 
 

  

同理， 

( ) ( )2 2, , ,
2 2

M
D x y x y x y D x y

M M
φ

φ φ
φ φ

σ σ σ 
≥ − = − ≥ 

 
  

( ) ( ) ( ), , , .
M

D x y D x y D x y
M

φ
φ φ φ

φ

σ
σ

≤ ≤   

推论 4.1 在假设 4.5 成立的条件下，对任意 ,x y∈Ω成立 

( ) ( ) ( ) 2, .
2

LM
f x f y f y x y x yφ≤ + ∇ − + −                        (4.5) 

证 由公式(4.4)可知 ( ) 2,
2

M
D x y x yφ
φ ≤ − ，带入上述不等式即可。 

引理 4.1 假设 4.1~4.5 成立，设参数 ( )0,1α ∈ ， 0λ > ，且惯性参数 0kβ ≥ ，若步长 t 满足 

( )1
min 1, ,t

LMφ

σ α
λ

 − ≤  
  

 

则 iABPG 中的回溯线搜索条件(3.1)必在有限步内终止且存在统一下界 ( )min 0,1t ∈ 使得对所有 k ，满足 

( )
min

1
min 1, 0.:kt t

LMφ

σ α
η

λ
 − ≥ > 
  

=                             (4.6) 

证 在第 k 步，近似 Bregman 距离为 ( ) ( ) ( )21, : ,
2

k k k kD x y y x y x yφ φ= ∇ − − ，由假设 4.2，结合下半 

连续凸函数 ( )g x ，目标函数子问题是强凸的，所以最优解 1kx + 存在且唯一，记 1:k k kd x y+= − 。方向导数

( ) ( ) ( ): ,k k k k k
k f y d g y d g y∆ = ∇ + + − 。 

当 0kd = 时，条件(3.1)显然成立。 
当 0kd ≠ 时，由子问题的一阶最优性必要条件可知，存在次梯度 ( )1 1k kg xξ + +∈∂ 使得 

( ) ( )1 21 0,k k k kf y y dξ φ
λ

+∇ + + ∇ =                             (4.7) 
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利用凸函数 g 的次梯度不等式 ( ) ( ) 1,k k k k kg y d g y dξ ++ − ≤ ，将其代入 k∆ 的定义中，并结合假设 4.2 中 

的 ( )2 ky Iφ σ∇ ≥ 以及等式(4.7)可得 ( ) ( ) ( ) ( ) 221, ,k k k k k k k k kf y d g y d g y y d d dσφ
λ λ

∇ + + − ≤ − ∇ ≤ − 。 

由于当前 0kd ≠ ，该方向导数 k∆ 严格为负。由命题 4.1， 

( ) ( ) ( ) 22, .
2

k k k k k kLM
f y td f y t f y d t dφ+ ≤ + ∇ +  

其次，由 g 的凸性， ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1k k k k k k k kg y td g t y t y d t g y tg y d+ = − + + ≤ − + + 。 
将两式相加，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 22, ,
2

k k k k k k k k kLM
y td y t f y d g y d g y t dφϕ ϕ+ ≤ + ∇ + + − +          (4.8) 

若步长 t 满足
( )2 1

t
LMφ

σ α
λ

−
≤ ，则 ( )

2 22 1
2

k kLM
t d t dφ σα

λ
 ≤ − − 
 

，带入公式(4.8)可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ), .k k k k k k k ky td y t f y d g y td g yϕ ϕ α+ ≤ + ∇ + + −  

因此当
( )2 1

min 1,t
LMφ

σ α
λ

 − ≤  
  

时，回溯线搜索条件(3.1)必在有限步内终止。由于回溯线搜索通过 

( ), 0,1t tη η← ∈ 逐步缩小步长，因此在有限次迭代后落入该安全区间内，可得 

( )2 1
min 1, .kt LMφ

σ α
η

λ
 − ≥  
  

 

引理 4.2 假设 4.1~4.5 成立，则存在常数 1 2 0C C> ≥ ，使得对于任意 1k ≥ ，如下不等式成立 

( ) ( ) 2 21 1 1
1 2 ,k k k k k kx x C x x C x xϕ ϕ+ + −− ≤ − − + −  

其中 1 :
2 2

fL M
C φβσ

λ λ
= − − ，

2

2 :
2 2

fL M
C φβ β

λ
= + 。 

证 根据假设 4.4 

( ) ( ) ( ) 21 1 1, .
2

fk k k k k k kL
f x f x f x x x x x+ + +≤ + ∇ − + −                    (4.9) 

由子问题的一阶最优性条件可得， ( ) ( )1 21k k k kf y y dξ φ
λ

+ = −∇ − ∇ 。 

由于 ( )g x 是凸函数， ( ) ( )1 1 1,k k k k kg x g x x xξ+ + +− ≤ − 。将上述 1kξ + 的表达式代入，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 11 , .k k k k k k k kg x g x f y y x y x xφ
λ

+ + +− ≤ −∇ − ∇ − −               (4.10) 

将等式(4.9)与(4.10)相加可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

22 1 1 1

,

1 ,
2

k k k k k k

fk k k k k k k

x x f x f y x x

L
y x y x x x x

ϕ ϕ

φ
λ

+ +

+ + +

− ≤ ∇ −∇ −

 − ∇ − − + −  

. 

根据 Cauchy-Schwarz 不等式、 fL -Lipschitz 连续性以及惯性定义， 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

1 1

,

 

,

k k k k k k k k

k k k k
f

k k k k
f k

f x f y x x f x f y x x

L x y x x

L x x x xβ

+ +

+

− +

∇ −∇ − ≤ ∇ −∇ ⋅ −

≤ − ⋅ −

= − ⋅ −

 

利用 Young 不等式和 ( ) ( )1 1 1k k k k k k
kx y x x x xβ+ + −− = − − − ，可知 

( ) ( )
2

2 21 1 1, ,
2 2

f f kk k k k k k k kL L
f x f y x x x x x x

β+ + −∇ −∇ − ≤ − + −              (4.11) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1

2 1 1 2 1 1

1 ,

1 , , .

k k k k k

k k k k k k k k k kk

y x y x x

y x x x x y x x x x

φ
λ

βφ φ
λ λ

+ +

+ + − +

∇ − −

= ∇ − − − ∇ − −
 

由假设 4.2 可知核函数 Φ 是σ -强凸的，即 ( )2 ky Iσ∇ Φ  ，因此 

( ) ( ) 22 1 1 11 ,k k k k k k ky x x x x x xσφ
λ λ

+ + +− ∇ − − ≤ − − . 

由假设 4.4 ( )2 ky M Iφφ∇  ，通过 Cauchy-Schwarz、Young 不等式可得 

( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1

1 1

2 21 1

,

.
2 2

k k k k k k k k k kk k

k k k k k

k kk k k k

y x x x x y x x x x

M
x x x x

M M
x x x x

φ

φ φ

β βφ φ
λ λ

β
λ
β β
λ λ

− + − +

− +

+ −

∇ − − ≤ ∇ ⋅ − ⋅ −

≤ − ⋅ −

≤ − + −

 

( ) ( ) 2 2 22 1 1 1 1 11 , .
2 2

k kk k k k k k k k k k kM M
y x y x x x x x x x xφ φβ βσφ

λ λ λ λ
+ + + + −− ∇ − − ≤ − − + − + −    (4.12) 

将等式(4.11)与(4.12)相加可得 

( ) ( )
2

2 21 1 1

2 2 2
k f k kk k k k k k

f

M L M
x x L x x x xφ φβ β βσϕ ϕ

λ λ λ
+ + −  

− ≤ − − − − + + −       
， 

记括号内常数分别为 1C 和 2C ，由 kβ β≤ ， 1 2 0C C> ≥ ，引理 4.2 得证。 
引理 4.3 定义序列的增广状态变量 ( )1: ,k k kz x x −= ， ( ) ( ) 21:k k k kz x x xϕ δ −= + − 。 
(i) 存在常数 0δ > 与 0γ > ，使得序列 ( ){ }kz 严格单调递减，即 

( ) ( ) 21 1 0k k k kz z x xγ+ +− ≤ − − ≤   

(ii) 算法生成的序列{ }kx 与{ }ky 均有界，且始终包含于紧集 Ω 中； 
(iii) 1lim 0k k

k x x+
→∞ − = 。 

证 (i)由引理 4.2 可得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 21 1 1 1

2 21 1 1

2 21 1
1 2 .

k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k

z z x x x x x x

x x x x x x

C x x C x x

ϕ δ ϕ δ

ϕ ϕ δ δ

δ δ

+ + + −

+ + −

+ −

− = + − − + −

 = − + − − − 

≤ − + − + − −

 

 

选取 ( )2 1,C Cδ ∈ 并令 1 0Cγ δ= − > ，则 ( ) ( ) 21 1 0k k k kz z x xγ+ +− ≤ − − ≤  。 
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(ii) 由于序列 ( ){ }kz 单调递减，故 ( ) ( ) ( )1 0k kz z z+ ≤ ≤   。对任意 1k ≥ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 0 0 .k k k k kx x x x z z xϕ ϕ δ ϕ−≤ + − = ≤ =   

我们可得 ( ) ( )0 , 1kx x kϕ ϕ≤ ∀ ≥ 。根据假设 4.3 的定义，因此{ } 0
kx ⊂Ω 。再由假设 4.4， 0 intΩ ⊂ Ω，

且外推点满足 ky ∈Ω，故 

{ } { }0 int , .k kx y⊂Ω ⊂ Ω ⊂Ω  

(iii) 对 ( ) ( ) 21 1k k k kz z x xγ+ +− ≤ − −  从 0k = 累加到 N  

( ) ( )( ) ( ) ( )21 1 0 1
0 0

N Nk k k k N
k kx x z z z zγ + + +
= =

− ≤ − = −∑ ∑     ， 

由前面可知序列有界，且目标函数ϕ 有下界 *ϕ 。同时
21 0N Nx xδ + − ≥ ，因此 ( ) ( )1 1 *N Nz xϕ ϕ+ +≥ ≥ 。带

入上式可得 ( )21 0 *
0

N k k
k x x zγ ϕ+
=

− ≤ − < ∞∑  ，故 
1lim 0k k

k x x+
→∞ − = 。 

引理 4.4 存在常数 3 0C > 使得 

( )( ) ( )1 1 1
3dist 0, k k k k kz C x x x x+ + −∂ ≤ − + − . 

证 ( ) ( ) 21k k k kz x x xϕ δ −= + − 的子梯度 

( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

1

1

2

2

k k k k

k

k k

f x g x x x
z

x x

δ

δ

+ + +

+

+

 ∇ + ∂ + −
 ∂ =
 − − 

 ， 

从引理 4.1 中最优性条件 ( )1 1k kg xξ + +∈∂  

( ) ( )( )1 2 11k k k k kf y y x yξ φ
λ

+ += −∇ − ∇ − ， 

取 ( )1 1k kw z+ +∈∂ ，利用子问题最优性条件产生的次梯度 ( )1 1k kg xξ + +∈∂  

( ) ( )( )1 2 11k k k k kf y y x yξ
λ

+ += −∇ − ∇ Φ −  

代入上式并结合 fL 和 Mφ 的界限，得 

( )1 1 1 1 1k k k k k k k k
f f

M M
f x L x y x y L x yφ φξ

λ λ
+ + + + + 

∇ + ≤ − + − = + − 
 

. 

根据 1 1 1k k k k k kx y x x x xβ+ + −− ≤ − + − ，可得 

( )( ) ( )1 1 1 1

1 1

dist 0, 4

4

k k k k k k k
f

k k k k
f f

M
z L x x x x x x

M M
L x x L x x

φ

φ φ

β δ
λ

δ β
λ λ

+ + − +

+ −

 
∂ ≤ + − + − + − 

 
   

= + + − + + −   
   



 

令 3 max 4 ,f f

M M
C L Lφ φδ β

λ λ
   = + + +  
   

，引理得证。 

假设 4.6 目标函数 ( ) ( ) ( )x f x g xϕ = + 在其定义域上满足 Kurdyka-Łojasiewicz (KL)性质。 
定理 4.1 在假设 4.1~4.6 成立下，序列具有有限长度，即 1

1
k k

k x x∞ +
=

− < ∞∑ ，且强收敛至广义平稳点 *x 。 
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证 由引理 4.3 可知，序列 ( ){ }kz 单调递减且有下界，设序列 ( ){ }kz 递减收敛于极限 * 。若某步

( ) *kz =  ，算法已在平稳点终止。 
假设对所有 k 均有 ( ) *kz >  ，由目标函数满足 KL 性质，存在足够大的 0k ∈，使得对所有 0k k≥ ，

存在连续凹函数ψ 满足 

( )( ) ( )( )1 * 1dist 0, 1.k kz zψ + +− ⋅ ∂ ≥′     

记 ( )( ) ( )( )1 * 2 *
1 : k k

kE z zψ ψ+ +
+ = − − −    ，凹函数ψ 的性质， 

( )( ) ( ) ( )( )1 * 1 2
1

k k k
kE z z zψ + + +
+ ≥ − ⋅ −′     。 

根据引理 4.3 中 ( ) ( ) 21 2 2 1k k k kz z x xγ+ + + +− ≥ −  和引理 4.4 可得 ( )
22 1

1 1 1
3

 
k k

k k k k k

x x
E

C x x x x

γ + +

+ + −

−
≥

− + −
。 

( )2 1 1 13
1

k k k k k k
k

Cx x E x x x x
γ

+ + + −
+− ≤ ⋅ − + −  

根据 Young 不等式， 2 1 1 1 3
1

1 1
4 4

k k k k k k
k

Cx x x x x x E
γ

+ + + −
+− ≤ − + − +  

对上式从 1k = 到 N 累加，记部分和
0

2 1N k k
N k kS x x+ +

=
= −∑ ，则 

0 0 0

1 1 3
1

1 1 ,
4 4

N N N
k k k k

N k
k k k k k k

CS x x x x E
γ

+ −
+

= = =

≤ − + − +∑ ∑ ∑  

根据 0 0

0

11N k kk k
Nk k x x S x x++

=
− ≤ + −∑ ， 0 0 0 0

0

1 11N k k k kk k
Nk k x x S x x x x+ −−

=
− ≤ + − + −∑ ，代入后合并 NS

项 

0 0 0 0

0

1 1 3
1

1 1 1 1 11
4 4 2 2 4

N
k k k k

N N k
k k

CS S x x x x E
γ

+ −
+

=

 − − = ≤ − + − + 
 

∑  

由于 ( )( ) ( )( ) ( )( )0 0

0

1 1* 2 * *
1

N k kN
kk k E z z zψ ψ ψ+ ++
+=
= − − − ≤ −∑       为有限常数，令 N →∞，可知

1
1

k k
k x x∞ +
=

− < ∞∑ 即序列{ }kx 是一个 Cauchy 序列。因此，它全局收敛到唯一的极限点 *x 。由于序列收 

敛，差分趋于零，结合惯性公式亦有外推点 *ky x→ 。由引理 4.1 中子问题的最优性条件 

( )( ) ( ) ( )2 11 ,k k k k k k

k

y x y f y g y d
t

φ
λ

+− ∇ − −∇ ∈∂ +  

由于 1 0k kx y+ − → 且 2φ∇ 在紧集 Ω 上有界，且 *
min 0kt t≥ > ，故左侧首项趋于 0。又因 1Cf ∈ 及 g 的次微

分算子具有闭图像属性，令 k →∞，可得 ( ) ( )* *0 f x g x−∇ ∈∂ ，即极限点 *x 是目标函数ϕ 的广义平稳点。 

5. 数值实验 

例 5.1 首先我们考虑非负线性系统[38]并进行最小化 

( ) 1 1min ,
n KL

x
D Ax b xθ

+∈
+



， 

其中 ( ) 1, logm i
KL i i ii

i

xD x y x y x
y=

 
= + − 

 
∑ 是 Kullback-Leibler 散度， m nA ×

+∈ ， mb +∈ ， 1 0θ > 。令 

( ) ( ),KLf x D Ax b= ， ( ) 1 1g x xθ= 。我们选取文献[20]的 PGL 算法、[38]中的 BPG 和[37]中的 ABPG 算法

作为对比。所有代码均在 Intel(R) Core(TM) i7-10510U CPU @ 1.80 GHz (2.30 GHz)，Matlab (R2020b)上运

行。为保证对比的公平性，算法一、ABPG、BPG 及 PGL 在内的所有对比算法均采用原生 MATLAB 代
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码实现，不依赖任何商业求解器。其中矩阵 A 为列随机归一化矩阵， *b Ax= ，我们从 ( )i.i.d. 0,1 分布中

生成了真实值 *x ，稀疏度 10%，问题规模 400n = ， 1000m = ， 0.01θ = ， 1fL = ， 0.9λ = ， 410α −= ，

0.5η = ， 0.8β = ， 1σ = ，算法停止条件是达到最大迭代次数 2000 或 1 610k kx x − −− ≤ ，选取核函数 

( )BPG 1 logi ii
nx x xφ
=

= ∑ ， ( ) 2
1 ABPG 1 2

1log
2ii

n
ix x x xφ φ

=
= = +∑ 。 

图 1 展示了四种算法在目标函数值随迭代次数的变化曲线，可以看出，本文提出的算法 1 的收敛速

度明显优于 ABPG、BPG 和 PGL，在约 200 次迭代内目标函数值已下降至 10−6，而其他三种算法在相同

迭代次数下仍保持较高残差。图 2 进一步给出了相对误差随 CPU 时间的变化。算法 1 在约 0.5 秒内即可

将相对误差降至 10−2以下，而 ABPG、BPG 和 PGL 在相同 CPU 时间内误差仍高于算法 1 约一个数量级。

PGL 虽最终能达到与算法 1相近的精度，但耗时远高于算法 1。此外本实验通过对高维 2000n =  5000m =   
 

 
Figure 1. Variation of the objective function 
图 1. 目标函数变化 

 

 
Figure 2. Relative error 
图 2. 相对误差 
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维度的非负线性系统进行数值模拟，对比了四种不同性质的优化算法。实验结果如图 3。在图 3 可以清晰

观察到，引入惯性项的算法 1 曲线下降最为陡峭，在 2000 次迭代内达到了最低的相对误差。相比之下，

未加入加速项的 ABPG 虽然也利用了 Bregman 几何结构，但其收敛效率明显滞后；PGL 算法以及 BPG
算法表现最弱。另一方面为考察惯性参数 β 对算法 1 性能的影响，我们选取不同的 β 参数进行计算速率

分析，结果如图 4 当 0.8β = 和 0.9β = 时，算法在 CPU 时间约 1.5 秒内即可将相对误差降至 10−2 以下，

且曲线平稳下降； 1.1β = 虽初期下降较快，但后期出现轻微振荡； 0.1β = 和 0.4β = 收敛明显较慢；而

1.5β = 则出现强烈的数值振荡，收敛性变差。实验表明， [ ]0.8,0.9β ∈ 是本问题的最优区间，既能有效加

速又能保持数值稳定性，与理论上 0,β β ∈  的分析一致。 
 

 
Figure 3. 2000n =  5000m =  
图 3. 2000n = 5000m =  

 

 

Figure 4. Computational efficiency for different β  
图 4. 不同 β 的计算效率 

 
例 5.2 我们考虑稀疏 pl 正则化最小二乘问题[39] [40] 
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21min ,
2n

pp
px

Ax b x
p
θ

∈
− +



 

其中 m nA ×∈ ， b∈， 0pθ > 。所有代码均在 Intel(R) Core(TM) i7-10510U CPU @ 1.80 GHz (2.30 GHz)，
Matlab (R2020b)上运行。当 ( )1,2p∈ 时，目标函数的梯度 f∇ 不满足全局 Lipschitz 连续。其中 m nA ×∈ ，

*b Ax= ，真实值 *x 服从高斯随机分布，稀疏度 5%，问题规模 1000n = ， 2000m = 。具体参数如下 1.1,3.0p = ， 

0.05pθ = ，统一设定初始步长
2
2fL A= ，

1

fL
λ = ， BPG

p

fL
µ

λ = ， 0.3β = ， 0.9η = ， 1σ = ，线搜索参数 0.99α = 。

此外，涉及的近端映射子问题均由 Newton-Raphson 迭代法求解，收敛精度设为 10−12。算法停止条件是达

到最大迭代次数 1000 或 1 610k kx x − −− ≤ ，核函数 ( ) 2
2

1 1
2

p
px x x

p
φ = + 。 

图 5 展示了四种算法的目标函数值 ( )kxφ 和相对误差 * *kx x x− 随迭代次数的变化曲线。当 1.1p =

时，算法 1 在约 300 次迭代内已将目标函数值降至 100 量级，相对误差降至 10−2 以下，而 ABPG、BPG
和 PGL 下降明显缓慢，BPG 甚至在 1000 次迭代后仍保持较高残差，PGL 则陷入平台期，而算法 1 通过  

 

 
Figure 5. Algorithm comparison for different p values 
图 5. 不同 p 值的算法对比 
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Figure 6. Relative error reduction time under different p values 
图 6. 不同 p 值下的相对误差缩减时间 

 
近似 Bregman 距离与惯性外推实现了加速。图 6 进一步给出了算法 1 在不同 p 值 1.1、1.5、1.8、2.5、3.0
下的相对误差随 CPU 时间的变化曲线。当 p 接近 1 时，算法 1 在约 8 秒内即可将相对误差降至 10−4 量

级，收敛速度远快于较大 p 值的情形；随着 p 增大，曲线趋于平缓但仍保持单调下降。这表明算法 1 对

p 的变化具有较好的鲁棒性，尤其在最具有挑战性的非 Lipschitz 问题展现出明显优势。 

6. 结论与展望 

本文提出了一种近似 Bregman 近端梯度算法及其带惯性变，用于求解复合非凸非光滑优化问题。该

算法通过二阶近似 Bregman 距离将子问题转化为闭式可解形式，仅需相对光滑性而无需全局 Lipschitz 连

续性即可保证全局收敛，并在 KL 性质下证明了算法的全局收敛性。数值实验在两类典型问题上进行，

非负线性系统(KL 正则化)和稀疏 pl 正则化最小二乘问题。结果表明，算法 1 在收敛速度、计算效率和数

值稳定性上均显著优于 ABPG、BPG 和 PGL，尤其在梯度非 Lipschitz 的非凸情形中优势最为突出。 
尽管本文提出的算法在解决缺乏全局 Lipschitz 连续性的复合优化问题上表现很好，但仍存在一些局

限性。例如近似 Bregman 子问题中当问题维度 n 极大时，求解二次规划子问题复杂度可达 ( )3O n ，在深

度学习、三维医学图像重建等超大规模场景下难以承受，为此可以考虑引入 L-BFGS 或拟牛顿近似技术

来替代海森矩阵的计算，以提升大规模问题的扩展性。其次，全局收敛理论高度依赖静态参数 λ 与 β ，

而这些参数需预先精确获知局部 Lipschitz 常数、相对光滑常数及核函数曲率界，在黑盒问题与深度神经

网络等场景中难以精确评估，后续可引入 Barzilai-Borwein 步长等自适应策略与动态惯性机制实现参数自

动调整以增强鲁棒性。最后，本算法仍依赖于全梯度的计算与精确的线搜索机制，在大规模任务中全梯

度计算代价高昂，且引入随机梯度后因噪声方差会使现有线搜索失效，基于单步能量下降的 Lyapunov 理

论体系需重构，如何将本文的惯性截断与近似 Bregman 距离融入随机方差缩减框架中，如 SVRG，SAGA
并在期望意义下的收敛性理论，将是我们下一步重点研究的方向。 
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