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摘  要 

图G 的 ( )′ ′,i jF F -分解是指把 ( )V G 分成两个非空的集合 1V 和 2V ，使得 [ ]1G V 和 [ ]2G V 分别是每个连通分支

边数至多为 i 和 j 的森林。令 6 表示所有围长 6g ≥ 的平面图。本文，我们证明了若 6G ∈ 且G 中6-圈与

7− -圈不相邻，则G 有 ( )′ ′6 6,F F -分解。 
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Abstract 

An ( )′ ′i jF F, -partition of a graph G  is the partition of ( )V G  into two non-empty subsets V1  and 

V2 , so that [ ]G V1  and [ ]G V2  are both forests whose components have edges at most i  and j , 
respectively. Let 6  denote the family of planar graphs with girth at least 6. In this paper, we prove 

that if G 6∈  and no adjacent 6- and 7− -cycles in G , then G  admits an ( )′ ′F F6 6, -partition. 
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1. 引言 

用 1 2, , , mG G G 表示 m 个图类，若能将G 的顶点集合 ( )V G 划分为 m 个互不相同的子集 1 2, , , mV V V ，

使得对于每个1 i m≤ ≤ ，都有 iV 导出的子图 [ ]iG V 属于图类 iG ，那么称G 有一个 ( )1 2, , , mG G G -分解。 
本文用 , , , ,d d kI F F F O′ 和 kP 分别表示空图，森林，最大度为 d 的森林，每个连通分支边数至多为 d 的

森林，每个连通分支顶点数至多为 k 的图类和每个连通分支顶点数至多为 k 的路的图类。令G 为一个图，

若能将图G 画在平面上，使得它的任意两条边仅在顶点处相交，则称G 为可平面图，可平面图的上述特

定嵌入称为平面图。我们用 ( )V G ， ( )E G 和 ( )F G 分别表示图G 的顶点集、边集和面集。用 ( )g G 表示G
中最短圈的长度，称其为G 的围长。记所有围长至少为 k 的平面图类为 k 。 

围长限制条件下平面图的森林分解问题，一直是研究的热点。1968 年，Chartrand 等[1]证明了所有平

面图都有 ( ), ,F F F -分解。Poh [2]在 1990 年证明了所有平面图都有 ( )2 2 2, ,F F F -分解。那么满足什么条件

的平面图会有 ( ),i jF F -分解呢？学者们对围长限制条件下平面图的 ( ),i jF F -分解进行了许多研究。Chen 等

[3]-[5]分别证明了 5 有 ( )3 5,F F -分解， ( )4 4,F F -分解，以及 ( )2 6,F F -分解。Chappell 等[6]证明了 6 有

( )2 2,F F -分解。Borodin 等[7]找到了一个图 6G∈ 使得G 无 ( )0 , dF F -分解。Chen 等[8]证明了 6 有 ( )1 4,F F
-分解，并猜想 6 有 ( )1 3,F F -分解。Chen 等[9]证明了 7 有 ( )0 4,F F -分解， 8 有 ( )0 2,F F -分解。Esperet 等
[10]找到了一个 9G∈ 且G 无 ( )0 1,F F -分解。Kim 等[11]证明了 11 有 ( )0 1,F F -分解。Borodin 等[12]证明了

12 有 ( )0 1,F F -分解。Borodin 等[13]证明了 14 有 ( )0 1,F F -分解。Glebov 等[14]证明了 16 有 ( )0 1,F F -分解。 
更进一步，有学者对每个连通分支顶点数限制的森林分解进行研究。2011 年，Borodin 等[15]证明了

7 有 ( )3 3,P P -分解。随后 Borodin 等[16]进一步将结果改进到 7 有 ( )2 2,P P -分解。2017 年，Axenocivh 等

[17]证明了 6 有 ( )15 15,P P -分解。2020 年，Choi 等[18]证明了 9 有 ( )0 9,F O -分解和 10 有 ( )0 3,F P -分解。2021
年，Tian 等[19]证明了 9-圈不相交的 9 有 ( )0 6,F O -分解。随后，Cranston 等[20]将上述结果改进到 9 有

( )0 3,F O -分解，并且证明了 8 有 ( )0 4,F O -分解和 7 有 ( )0 6,F O -分解。2023 年，Liu 等[21]证明了无相交 i -
圈和 j -圈的 6 有 ( )3 3,P P -分解，其中 { }6,7i∈ 且 { }6,7,8,9j∈ 。 

定理 1 令 6G∈ 。若G 中不含相邻的 6-圈和 7− -圈，则G 有 ( )6 6,F F′ ′ -分解。 

2. 符号说明 

本文我们仅考虑有限简单平面图。对于一个图G ，用 ( )d v 表示 v的度数，并分别用 k -点， k + -点和

k − -点，表示 ( )d v k= ， ( )d v k≥ ， ( )d v k≤ 。用 ( )N v 表示点 v邻点集合。我们将 ( )Gδ 和 ( )Δ G 分别称作

G 的最小度和最大度。对于 ( )f F G∈ ，面 f 的度数是指它边界上边的数量(割边算两次)，记为 ( )d f 。同

样地，分别用 k -面，k + -面和 k − -面，表示 ( )d f k= ， ( )d f k≥ ， ( )d f k≤ 。如果面 f 的边界按顺时针排

列为 1 2, , , mv v v ，那么记为 [ ]1 2 nf v v v=  。称 f 为 ( )1 2, , , na a a -面当且仅当对于每个 { }1,2, ,i n∈  ，都有

( )i id v a= 。用 ( )kn f 表示 f 上 k -点的数量。用 ji -面 f 表示满足 ( )i d f j≤ ≤ 的面的全体。若两个圈有一

个公共点，则称它们相交；若两个圈有一条公共边，则称它们相邻。 
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我们用 [ ]1 2 mP v v v 来表示图 G 中由点 1 2, , , mv v v 导出的一条路，一般地，简写成 [ ]1, mP v v 。用

[ ]1, mP v v 表示路 [ ]1, mP v v 的长度。令 [ ]1 2 mf v v v=  ，用 ,f i jP v v  表示在面 f 上按顺时针方向从 iv 到 jv 的

一条路。用 ( )kn P 表示 P 上 k -点的数量。同样地，我们用 ( )kn v 表示 v相邻 k -点的数量。如果一个 3+ -点
v关联一个面 f 或路 P 那么称 v不在 f 或 P 上的邻点 u 为 v的外邻点。若 ( )d u k= ，则称 u 为 v的外 k -邻
点。对于G G′ ⊂ 的一个 ( )4 4,F F′ ′ -分解{ },A BF F′ ′ 。如果 XFυ ′∈ ，那么我们就称它为 XF ′ -点，其中 { },X A B∈

若 ( )x N v∈ 则称 XF ′ -点 是 v的一个 XF ′ -邻点。 

3. 定理 1 的证明 

假设定理 1 不成立。令 ( ), ,G V E F= 为满足定理 1 条件的点数最少的反例，其中 F 为G 的一个平面

嵌入。显然，G 是连通图。下面，我们首先研究G 的结构性质，然后用权转移方法得到矛盾，从而定理

1 成立。 

3.1. 结构性质 

本小节，我们将研究G 的一些结构性质。 
引理 1 ( ) 2Gδ ≥  
证明 反设G 存在 1-点 v相邻点 ,u 令G G v′ = − 。根据G 的极小性，G′有 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解{ },A BF F′ ′

若 u 属于 AF ′，则把 v放入 BF ′。否则把 v放入 AF ′。无论哪种情况，都可得到G 的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解，矛盾。

引理 1 证毕。                                                                             □ 
引理 2 若 v是 7− -点，则 ( )3 2n v+ ≥ 。 
证明 反设 v 至多相邻 1 个 3+ -点。令 1 2, , , mv v v 为 v 的邻点，其中 7m ≤ 。不妨令 ( ) 2id v = ，其中

{ }2,3, ,i m∈  。令 { }2 3, , , , mG G v v v v=′ −  。根据G 的极小性，G′有 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解{ },A BF F′ ′ 。令 iv′为

iv 的另 1 个邻点。若 i Av F′ ′∈ ，则把 iv 放入 BF ′。否则把 iv 放入 AF ′。若 1 Av F ′∈ ，则把 v放入 BF ′。否则把 v放
入 AF ′。一共放置了m个点，并且它们不构成圈，则新产生的连通分支边数至多有 1 6m − < 条。从而得到

G 的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解，矛盾。引理 2 证毕。                                                    □ 
推论 1 G 不含相邻 2-点。 
引理 3 若 [ ]1, 6mP v v ≤ 且 ( ) ( )1 2,md v d v= = 则 ( )4

1n P+ ≥ 。 

证明 令 [ ]1 2 mP v v v 为满足上述条件的路。不妨令 ( ) 3id v ≥ ，其中 2 i m≤ ≤ 且   7m ≤ ；否则，可以找

到 1 条更短的路 [ ]1 2 mP P v v v′∈  满足上述条件。反设对于任意的 2 1i m≤ ≤ − ，都有 ( ) 3id v = 。令

{ }1 2, , , mG G v v v′ = −  ，根据G 的极小性，可以得到G′的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解{ },A BF F′ ′ 若 { }1 2, , , mx v v v∈  有

1 个 AF ′ -邻点，则把 x 放入 BF ′。否则把 x 放入 AF ′。一共放置了m个点，并且它们不构成圈，则新产生的

连通分支边数至多有 1 6m − ≤ 条。从而得到G 的1个 ( )6 6,F F′ ′ -分解，矛盾。引理3证毕。                □ 
引理 4 假设 [ ]1, 5mP v v ≤ ，其中 ( ) ( )1 2md v d v= = 且 ( )4

1n P+ = 若 [ ]1, mP v v 上有 1 个 4-点 iv 则 iv 的外

邻点均为3+ -点。 
证明 令 [ ]1 2 mP v v v 为满足上述条件的路。不妨令 ( ) 3id v ≥ ，其中 2 i m≤ ≤ 且   6m ≤ ；否则，可以找

到 1 条更短的路 [ ]1 2 mP P v v v′∈  满足上述条件。反设 iv 有外 2-邻点，令作 iv′。构造 { }1 2, , , ,m iG G v v v v′= −′
  

根据G 的极小性，可以得到G′的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解{ },A BF F′ ′ 若 { }1 2, , , ,m ix v v v v′∈  有 1 个 AF ′邻点，则把 x
放入 BF ′ 否则把 x 放入 AF ′ 一共放置了 1m + 个点，并且它们不构成圈，则新产生的连通分支边数至多有

6m ≤ 条。从而得到G 的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解，矛盾。引理 4 证毕。                                    □ 
引理 5 若 86 -面 f 上存在 1 个 2-点，则 ( )4

1n f+ ≥ 。 
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证明 令 [ ]1 2 mf v v v=  为 86 -面，其中 6 8m≤ ≤ 。反设 [ ]1 2 mf v v v=  上不存在 4+ -点。不妨令 ( )1 2d v = 。

构造 { }1 2, , , mG G v v v′ = −  。根据 G 的极小性，可以得到 G′ 的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解 { },A BF F′ ′ 。若

{ }2 3, , , mx v v v∈  有 1 个 AF ′ -邻点，则把 x 放入 BF ′。否则把 x 放入 AF ′。一共放置了 1m − 个点，并且它们

不构成圈，则新产生的连通分支边数至多有 2 6m − ≤ 条。下面考虑放置点 1v 。 
若点 iv 属于 AF ′，其中 2 i m≤ ≤ 。则把 1v 放至 BF ′即可。若存在 { }2 3, , ,i mv v v v∈  属于 BF ′，则把 1v 放至

AF ′。显然新产生的连通分支一定是无圈的，并且在 f 上至多有 1m − 个点属于 AF ′，则新产生的连通分支

边数至多有 2 6m − ≤ 条。从而得到G 的 1 个 ( )6 6,F F′ ′ -分解，矛盾。引理 5 证毕。                       □ 

3.2. 权转移过程 

下面将通过权转移得到矛盾．首先定义 ( ) ( )V G F G∪ 上的初始权函数ω ：对于任意 ( )v V G∈ ， 

( ) ( )2 5v d vω = − ；对于任意 ( )f F G∈ ， ( ) ( )1 5
2

f d fω = − 。由握手引理 ( )( ) ( )2v V G d v E G
∈

=∑ 和连通平 

面图的欧拉公式 ( ) ( ) ( ) 2V G E G F G− + = 可得 

( )
( )( )

( )
( )12 5 5 10.

2v V G f F G
d v d f

∈ ∈

 − + − = − 
 

∑ ∑  

在权转移过程中，权总和始终保持不变。接下来，我们将定义合适的权转移规则，进而将初始权ω
通过权规则转化到最终权 *ω ，使得对于任意的 ( ) ( )x V G F G∈ ∪ ，有 ( )* 0xω ≥ ，从而得到 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )*0 10,

x V G F G x V G F G
x xω ω

∈ ∪ ∈ ∪

≤ = = −∑ ∑  

由此产生矛盾，因而定理 1 成立。 
接下来，用 ( )x yτ → 表示 x 转给 y 的权值，其中 ( ) ( ),x y V G F G∈ ∪ 。如果路上的点按顺时针排列为

1 2, , , mv v v ，那么称路为 ( )1 2, , , mb b b -路当且仅当对于每个 { }1,2, ,i n∈  ，都有 ( )i id v b= 。若一条边的两

个端点 1v 和 2v 满足 ( )i id v k= ，则称为 ( )1 2,k k -边，其中 { }1,2i∈ 。用 ( ),f i jP v v fτ   →  表示路 ,f i jP v v  上

的点转给面 f 的权值总和。用 ik -点表示相邻 i 个 2-点的 k -点。权转移规则定义如下： 

R1 每个 3+ -点给相邻的 2-点转权
1
2
。 

R2 假设 v是 3-点且关联面 f 。 

R2.1 若 v为 13 -点，则 ( ) 1
6

v fτ → = ； 

R2.2 若 v为 03 -点，则 ( ) 1
3

v fτ → = 。 

R3 假设 v是 4-点且关联面 f 。 

R3.1 若 v为 24 -点，则 ( ) 1
2

v fτ → = ； 

R3.2 若 v为 14 -点，则 ( ) 5
8

v fτ → = ； 

R3.3 若 v为 04 -点，则 ( ) 3
4

v fτ → = 。 

R4 每个 5+ -点给相邻的面转权
7

10
。 

R5 每个8+ -面通过 ( )3 ,3+ + -边和 ( )3 ,2,3+ + -路给相邻的 6-面转权
1
6
。 

根据 R2-R4，观察到如下结论： 
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观察 1 假设 ( )v V G∈ 关联 ( )f F G∈ ： 

(a) 若 ( ) 3d v ≥ ，则 ( ) 1
6

v fτ → ≥ 。 

(b) 若 ( ) 4d v ≥ ，则 ( ) 1
2

v fτ → ≥ 。 

断言 1 对任意 ( )v V G∈ ，有 ( )* 0vω ≥ 。 
证明 根据引理 1，可知 ( ) 2d v ≥ 。令 1 2, , , kv v v 为 v的邻点， f 为 v关联的面，其中 ( )k d v= 。按照

k 的值展开讨论。 

当 2k = 时，易知， ( ) 1vω = − 。由引理 2知，v至少相邻 2个3+ -点，根据R1， ( ) ( )1 2
1
2

v v v vτ τ→ = → = 。

因此， ( )* 11 2 0
2

vω ≥ − + × = 。 

当 3k = 时，易知， ( ) 1vω = 。若 v为 13 -点，不妨令 ( )1 2d v = 。则根据 R1 和 R2.1， ( )1
1
2

v vτ → = 并

且 ( ) 1
6

v fτ → = 。因此， ( )* 1 11 3 0
2 6

vω ≥ − − × = 。若 v 为 03 -点，则根据 R2.2， ( ) 1
3

v fτ → = 。因此，

( )* 11 3 0
3

vω ≥ − × = 。 

当 4k = 时，易知， ( ) 3vω = 若 v为 24 -点，不妨令 ( ) ( )1 2 2d v d v= = 则根据 R1 和 R3.1， 

( ) ( )1 2
1
2

v v v vτ τ→ = → = 并且 ( ) 1
2

v fτ → = 因此， ( )* 1 13 2 4 0.
2 2

vω ≥ − × − × = 若 v 为 14 -点，不妨令

( )1 2d v = 则根据 R1 和 R3.2， ( )1
1
2

v vτ → = 并且 ( ) 5
8

v fτ → = 因此， ( )* 1 53 4 0
2 8

vω ≥ − − × = 。若 v为 04 -

点。则根据 R3.3， ( )* 33 4 0
4

vω ≥ − × = 。 

当 5 7k≤ ≤ 时，由引理 2 可知， v至多相邻 ( ) 2d v − 个 2-点 iv ，其中1 i k≤ ≤ 。由 R1 和 R4 可知， 

( ) 1
2iv vτ → = 并且 ( ) 7

10
v fτ → = 。因此， ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* 1 7 42 5 2 4 0

2 10 5
v d v d v d v d vω ≥ − − − − = − ≥ 。 

当 8k ≥ 时，令 ( ) 2id v = 其中1 i k≤ ≤ 。由 R1 和 R4 可知， ( ) 1
2iv vτ → = 并且 ( ) 7

10
v fτ → = 因此，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 1 7 4 72 5 5
2 10 5 5

v d v d v d v d vω ≥ − − − = − ≥ 。 

观察 2 假设 [ ]1,f mP v v 满足 ( ) ( )1 2md v d v= = 并且 [ ]14 , 5f mP v v≤ ≤ 。如果 [ ]( )4 1, 1f mn P v v+ = 且

[ ]( )2 1, 2f mn P v v = ，那么 [ ]( )1
19,

3 30f m
mP v v fτ → ≥ − 。 

证明 令 ( ) 4id v ≥ 。假设 { }2, 1i m∈ − ，不妨令 2i = 。显然， [ ]( )13 2 , 1f mn P v v = 。若存在 31-点 jv ，令 

jv′为其外 2-邻点，其中 3 2j m≤ ≤ − 。显然， 1, 5j j m f mP v v v P v v ′  ≤ ≤   并且 ( ) ( ) 2j md v d v′ = = 。但是，

( )4
0j j mn P v v v+ ′  =  ，则与引理 3 矛盾。假设 ( ) 5id v ≥ 。由 R4 可知， ( ) 7

10iv fτ → ≥ 。不难发现，

[ ]( )03 2 , m 4f mn P v v = − ，再根据 R2 可得， [ ]( ) ( )1
7 1 1 7, 4

10 6 3 3 15f m
mP v v f mτ → ≥ + + × − = − 。假设 ( ) 4id v = 。

显然， [ ]1, 5f mP v v ≤ ， ( ) ( )1 2 2d v d v= = 并且 [ ]( )14
, 1f mn P v v+ = ，由引理 4 知， iv 的外邻点都为 3+ -点。由

R3.2 可知， ( ) 5
8iv fτ → ≥ 。不难发现， [ ]( )03 2 , m 4f mn P v v = − ，再根据 R2 可得， 

[ ]( ) ( )1
5 1 1 13, 4
8 6 3 3 24f m

mP v v f mτ → = + + × − = − 。 
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假设 { }3, , 2i m∈ − 。同理可得， [ ]( ) [ ]( )1 13 1 3, , 1f i f i mn P v v n P v v= = 。从而 [ ]1,f mP v v 上除了 2v 和 1mv − 外，

其余的 3-点都是 30-点。假设 ( ) 5id v ≥ 。由 R4 可知， ( ) 7
10iv fτ → ≥ 。不难发现， [ ]( )03 2 , 5f mn P v v m= − ，

再根据 R2 可得， [ ]( ) ( )1
7 1 1 19, 2 5

10 6 3 3 30f m
mP v v f mτ → ≥ + × + × − = − 。假设 ( ) 4id v = 。通过引理 4 同理可

得， iv 的外邻点都为3+ -点。由 R3.3 可知， ( ) 3
4iv fτ → ≥ 。不难发现， [ ]( )03 2 , 5f mn P v v m= − ，再根据 R2

可 得 ， [ ]( ) ( )1
3 1 1 7, 2 5
4 6 3 3 12f m

mP v v f mτ → = + × + × − = − 。 因 此 ， 综 上 所 述 ， 我 们 可 以 得 到

[ ]( )1
19,

3 30f m
mP v v fτ → ≥ − 。观察 2 证毕。                                                     □ 

断言 2 对任意 ( )f F G∈ ，有 ( )* 0fω ≥ 。 

证明 令 [ ]1 2 kf v v v=  ，其中 ( )k d f= 。下面按照 k 的值进行讨论。由推论 1 可知， ( )2 2
kn f  ≤   

 

情况 1： 6k = 。 
易知， ( ) 2fω = − ， ( )2 3n f ≤ 。 

• ( )2 3n f = 。根据推论 1，此时，不妨令 ( ) ( ) ( )1 3 5 2d v d v d v= = = 。显然， [ ] [ ]1 3 3 5, , ,f fP v v P v v 和 [ ]5 1,fP v v
都是长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 知，这些路上各存在 1 个 4+ -点 iv ，其中 

{ }2,4,6i∈ 。由观察 1(b)可知， ( ) 1
2iv fτ → ≥ 。又由 R5 可知， f 通过 ( )3 ,2,3+ + -路从相邻的8+ -面获

得权值
1
2
。因此， ( )* 1 12 3 0

2 2
fω ≥ − + × + = 。 

• ( )2 2n f = 。根据推论 1，此时， f 为 ( )2,3 , 2,3 ,3 ,3+ + + + -面或 ( )2,3 ,3 , 2,3 ,3+ + + + -面。显然，以上 2 种

情况都可以在 f 上找到 2 条长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 可得这些路上至少 

有 1 个 4+ -点。由 R5 可知， f 通过 ( )3 ,2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边从相邻的8+ -面获得权值
2
3
。根据观察

1， ( )* 1 1 22 2 2 0
2 6 3

fω ≥ − + × + × + = 。 

• ( )2 1n f = 。根据引理 5，此时，不妨令 ( )1 2d v = ， ( )2 4d v ≥ 并且 ( ) 3id v ≥ ，其中 3 6i≤ ≤ 。由 R5 可 

知， f 通过 ( )3 , 2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边从相邻的 8+ -面获得权值
5
6
。根据观察 1， ( ) 1

6iv fτ → ≥ ，

( )2
1
2

v fτ → ≥ 。因此， ( )* 1 1 52 4 0
2 6 6

fω ≥ − + + × + = 。 

• ( )2 0n f = 。由 R5 可知， f 通过 ( )3 ,3+ + -边从相邻的8+ -面获得权值 1。根据观察 1(a)， 

( )* 12 6 1 0
6

fω ≥ − + × + = 。 

情况 2： 7k = 。 

易知， ( ) ( )2
3 , 3.
2

f n fω = − ≤  

• ( )2 3n f = 根据推论 1，此时，不妨令 ( ) ( ) ( )1 3 5 2d v d v d v= = = 。显然， [ ] [ ]1 3 3 5, , ,f fP v v P v v 和 [ ]5 1,fP v v
都是长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 得，这些路上各存在 1 个 4+ -点。根据观察 

1， ( )* 3 1 1 13
2 2 6 6

fω ≥ − + × + = 。 

• ( )2 2n f = 。根据推论 1， f 上 2-点不相邻。假设 ( ) ( )1 3 2d v d v= = 。显然， [ ]1 3,fP v v 和 [ ]3 1,fP v v 都是

长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 得，这些路上各存在 1 个 4+ -点。根据观察 1， 
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( )* 3 1 12 3 0
2 2 6

fω ≥ − + × + × = 。假设 ( ) ( )1 4 2d v d v= = 。显然， [ ]1 4,fP v v 和 [ ]4 1,fP v v 都是长度至多为 6 

并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 得，这些路上各存在 1 个 4+ -点。根据观察 1， 

( )* 3 1 12 3 0
2 2 6

fω ≥ − + × + × = 。 

• ( )2 1n f = 。不妨令 ( )1 2d v = 。由引理 5 知， f 上至少存在 1 个 4+ -点。 

• 若 ( )4
2n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 3 1 1 12 4

2 2 6 6
fω ≥ − + × + × = 。 

• 若 ( )4
1n f+ = 。令 ( ) 4id v ≥ ，其中 2 7i≤ ≤ 。当 { }3,4,5,6i∈ 时，假设 f 上除 2 7,v v 外，还存在 13 -点 ,j jv v′

为其 2-邻点。不妨令 { }3,4, , 1j i∈ − 。显然， 2 3 6jP v v v′  ≤  并且 ( ) ( )2 2jd v d v= = 。但是， 

( )2 34
0jn P v v v+ ′  =  ，与引理 3 矛盾。因此， ( )

13 2n f = 。根据观察 1(b)和 R2， 

( )* 3 1 1 1 12 3
2 2 6 3 3

fω ≥ − + + × + × = 。当 { }2,7i∈ 时，不妨令 2i = 。假设 f 上除 7v 外，还存在 13 -点 jv ，

令 jv′为其 2-邻点，其中 { }3, 4,5,6j∈ 。显然， 7 6j jP v v v′  ≤  并且 ( ) ( )7 2jd v d v′ = = 。但是 

( )74
0j jn P v v v+ ′  =  ，与引理 3 矛盾。因此， ( )

13 1n f = 。根据观察 1(b)和 R2， 

( )* 3 1 1 1 14
2 2 6 3 2

fω ≥ − + + + × = 。 

• ( )2 0n f = 。 

• 若 ( )4
1n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 3 1 1 6 0

2 2 6
fω ≥ − + + × = 。 

• 若 ( )4
0n f+ = 。假设 ( )31 2n f ≥ ，令 iv 和 jv 为

1
3 − 点， iv′和 jv′分别为其 2-邻点，不妨令 i j< 。显然，

i i jP v v v′ ′   或 j j iP v v v′ ′   中至少有 1 条路满足长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，

( ) ( )4 4
0i i j j j in P v v v n P v v v+ +′ ′ ′ ′   = =     ，与引理 3 矛盾。因此， ( )31 1n f ≤ 。根据 R2， 

( )* 3 1 1 26
2 6 3 3

fω ≥ − + + × = 。 

情况 3： 8k = 。 
易知， ( ) 1fω = − ， ( )2 4n f ≤ 。 

• ( )2 4n f = 。根据推论 1，此时，不妨令 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 5 7 2d v d v d v d v= = = = 。显然， 

[ ] [ ] [ ]1 3 3 5 5 7, , , , ,f f fP v v P v v P v v 和 [ ]7 1,fP v v 都是长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 得， 

这些路上各存在 1 个 4+ -点 iv ，其中 { }2,4,6,8i∈ 。由观察 1(b)可知， ( ) 1
2iv fτ → ≥ 。又由 R5 可知，

f 至多通过 ( )3 , 2,3+ + -路给相邻的 6-面转权
2
3
。因此， ( )* 1 2 11 4

2 3 3
fω ≥ − + × − = 。 

• ( )2 3n f = 。根据推论 1，此时， f 为 ( )2,3 ,2,3 , 2,3 ,3 ,3+ + + + + -面或 ( )2,3 ,2,3 ,3 ,2,3 ,3+ + + + + -面。由 R5 

可知， f 至多通过 ( )3 , 2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权
5
6
。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,2,3 , 2,3 ,3 ,3+ + + + + -面。显然， [ ]1 3,fP v v ， [ ]3 5,fP v v 和 [ ]5 1,fP v v 都是长度至多为 6 并且 2
个端点均为 2-点的路。由引理 3 知，这些路上各存在 1 个 4+ -点。根据观察 1， 

( )* 1 1 51 3 2 0
2 6 6

fω ≥ − + × + × − = 。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,2,3 ,3 ,2,3 ,3+ + + + + -面。显然， [ ] [ ]1 3 3 6, , ,f fP v v P v v 和 [ ]6 1,fP v v 都是长度至多为 6 并且 2
个端点均为 2-点的路。由引理 3 知，这些路上各存在 1 个 4+ -点。根据观察 1， 
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( )* 1 1 51 3 2 0
2 6 6

fω ≥ − + × + × − = 。 

• ( )2 2n f = 。根据推论 1，此时， f 为 ( )2,3 ,2,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面， ( )2,3 ,3 , 2,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面或 

( )2,3 ,3 ,3 ,2,3 ,3 ,3+ + + + + + -面。显然，3 种情况我们都可以在 f 上找到 2 条长度至多为 6 并且 2 个端点

为 2-点的路。由引理 3 可得， ( )4
2n f+ ≥ 。由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 ,2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻

的 6-面转权 1。 

• 若 ( )4
3n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 1 11 3 3 1 0

2 6
fω ≥ − + × + × − = 。 

• 若 ( )4
2n f+ = 。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,2,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面。显然，存在 ( ) 4id v ≥ ，其中 { }4,5, ,8i∈  如果 [ ]( )13 3 1, 3n P v v ≥ ， 
令 jv 为 13 -点并且 jv′为其外 2-邻点，不妨令 { }4,5, , 1j i∈ − 显然， 3 4 6jP v v v′  ≤  并且 

( ) ( )3 2jd v d v′= = 但是， ( )4 3 4 0jn P v v v+ ′  =  ，那么与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )13 3 1, 2fn P v v = 根据观察

1(b)和 R2， ( )* 1 1 11 2 2 2 1 0
2 6 3

fω ≥ − + × + × + × − = 。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,3 , 2,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面。显然， [ ]1 4,fP v v 和 [ ]4 1,fP v v 都是长度至多为 6 并且 2 个端点均

为 2-点的路。由引理 3 知，这些路上各存在 1 个 4+ -点，即{ }2 3,v v ，{ }5 6 7 8, , ,v v v v 中分别存在 1 个 4+

-点。 

• 讨论 [ ]1 4,fP v v 给 f 转权的情况．不妨令 ( )2 4d v ≥ 若 ( )2 5d v ≥ ，则由 R4 可知， ( )2
7

10
v fτ → ≥ 。若

( )2 4d v = 。显然， [ ]1 4, 5fP v v ≤ 并且 ( ) ( )1 4 2d v d v= = 。由引理 4 知， 2v 为 14 -点。则由 R3.2 可知，

( )2
5
8

v fτ → = 又由 R2.1 可知， ( )3
1
6

v fτ → = 因此， [ ]( )1 4
5 1 19,
8 6 24fP v v fτ → ≥ + = 。 

• 讨论 [ ]4 1,fP v v 给 f 转权的情况。显然， [ ]4 1, 5fP v v = ， ( ) ( )1 4 2d v d v= = ， [ ]( )4 14
, 1fn P v v+ = 并且 

[ ]( )2 4 1, 2fn P v v = 。由观察 2 可得， [ ]( )4 1
1 19 41, 6
3 30 30fP v v fτ → ≥ × − = 。 

综上所述，可以得到 ( ) [ ]( ) [ ]( )*
1 4 4 1

19 41 191 , , 1 1 1
24 30 120f ff P v v f P v v fω τ τ= − + → + → − ≥ − + + − = 。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,3 ,3 ,2,3 ,3 ,3+ + + + + + -面。显然， [ ]1 5,fP v v 和 [ ]5 1,fP v v 都是长度至多为 6 并且 2 个端点均

为 2-点的路．由引理 3 知， [ ]1 5,fP v v 和 [ ]5 1,fP v v 上各存在 1 个 4+ -点。由于对称性，我们只讨论 [ ]1 5,fP v v  
给 f 转权的情况．显然， [ ]1 5, 4fP v v = ， ( ) ( )1 5 2d v d v= = ， [ ]( )1 54

, 1fn P v v+ = 并且 [ ]( )2 1 5, 2fn P v v = 。 

由观察 2 可得， [ ]( )1 5
1 19 31, 5
3 30 30fP v v fτ → ≥ × − = 。因此， 

( ) [ ]( ) [ ]( )*
1 5 5 1

31 11 , , 1 1 2 1
30 15f ff P v v P v vω τ τ= − + + − ≥ − + × − = 。 

• ( )2 1n f = 。令 f 为 ( )2,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面。由引理 5 可知， f 上至少存在 1 个 4+ -点。又由 R5 可 

知， f 至多通过 ( )3 ,2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权
7
6
。 

• 若 ( )4
3n f+ ≥ 。则根据观察 1， ( )* 1 1 71 3 4 0

2 6 6
fω ≥ − + × + × − = 。 

• 若 ( )4
2n f+ = 。令 ( ) 4id v ≥ 并且 ( ) 4jd v ≥ ，其中 2 8i j≤ < ≤ 。如果 [ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ 。令 kv 为 13 -点

并且 kv′ 为其 2-邻点，其中 3 1k i≤ ≤ − 。显然， [ ]1 2 6kP v v v′ ≤
并且 ( ) ( )1 2kd v d v′= = 。但是，

[ ]( )1 24
0kn P v v v+ ′ =
，那么与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )13 1, 1f in P v v ≤ 。同理可证： ( )13 , 1f i jn P v v  ≤  并
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且 ( )13 8, 1f jn P v v  ≤  。根据观察 1(b)和 R2， ( )* 1 1 1 71 2 3 2 0
2 6 3 6

fω ≥ − + × + × + × − = 。 

• 若 ( )4
1n f+ = 。令 ( ) 4id v ≥ ，其中 2 8i≤ ≤ 。假设 { }2,8i∈ ，不妨令 2i = 。如果 [ ]( )13 2 1, 3fn P v v ≤ 。令 

jv 和 kv 为 13 -点， jv′和 kv′为其 2-邻点，其中 3 7j k≤ < ≤ 。显然， j j kP v v v′ ′   和 [ ]1k kP v v v′
 都是长度

至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。但是，这些路上不存在 4+ -点，那么与引理 3 矛盾。因此， 
[ ]( )13 2 1, 2fn P v v ≤ 。假设 { }3, ,7i∈  。如果 [ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ 或 [ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ 。不妨令 

[ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ 。令 jv 为 13 -点， jv′为其 2-邻点，其中 2 1j i≤ ≤ − 显然， 1 2 6jP v v v′  ≤  并且 

( ) ( )1 2jd v d v′= = 。但是， ( )1 24
0jn P v v v+ ′  =  ，那么与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )13 1, 1f in P v v ≤ ，同理

可证， [ ]( )13 1, 1f in P v v ≤ 。根据观察 1(b)和 R2， ( )* 1 1 1 71 2 4 0
2 6 3 6

fω ≥ − + + × + × − = 。 

• ( )2 0n f = 。由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权
4
3
。 

• 若 ( )4
3n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 1 1 41 3 5 0

2 6 3
fω ≥ − + × + × − = 。 

• 若 ( )4
2n f+ = 。不妨令 ( )1 4d v ≥ ， ( ) 4id v ≥ ，其中 2 8i≤ ≤ 。假设 { }2,8i∈ ，不妨令 2i = 。若

[ ]( )13 2 1, 3fn P v v ≥ ，令
1 2
,j jv v 和

3j
v 都为 13 -点，

1 2
,j jv v′ ′ 和

3j
v′ 分别为其 2-邻点，其中 1 2 33 8j j j≤ < < ≤ 。

显然，
1 1 2j j jP v v v ′ ′  和

2 2 3j j jP v v v ′ ′  都满足长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，这些路上

不存在 4+ -点，则与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )31 2 1, 2fn P v v ≤ 。假设 { }3,4, ,7i∈  。若 [ ]( )13 1, 2f in P v v = 或

[ ]( )13 1, 2f in P v v = 。不妨令 [ ]( )13 1, 2f in P v v = 。令 jv 和 kv 为 13 -点， jv′ 和 kv′ 为其 2-邻点，其中

2 1j k i≤ < ≤ − 。显然， 6j j kP v v v′ ′  ≤  并且 ( ) ( ) 2j kd v d v′ ′= = 。但是， ( )4
0j j kn P v v v+ ′ ′  =  ，则与

引理 3 矛盾。因此， [ ]( )31 1, 1f in P v v ≤ 。同理可证， [ ]( )31 1, 1f in P v v ≤ 。则根据观察 1(b)和 R2，

( )* 1 1 1 4 11 2 2 4
2 6 3 3 3

fω ≥ − + × + × + × − = 。 

• 若 ( )4
1n f+ = 。不妨令 ( )1 4d v ≥ 。如果 ( )

13 3n f ≥ ，令
1 2
,i iv v 和

3i
v 都为 13 -点，

1 2
,i iv v′ ′ 和

3i
v′ 分别为其 2-邻

点，其中 1 2 32 8i i i≤ < < ≤ 。显然，
1 1 2i i iP v v v ′ ′  和

2 2 3i i iP v v v ′ ′  都满足长度至多为 6 并且 2 个端点均

为 2-点。但是，这些路上不存在 4+ -点，那么与引理 3 矛盾。因此， ( )
13 2n f ≤ 。则根据观察 1(b)和 

R2， ( )* 1 1 1 4 11 2 5
2 6 3 3 6

fω ≥ − + + × + × − = 。 

• 若 ( )4
0n f+ = 。如果 ( )

13 2n f ≥ ，令 iv 和 jv 都为 13 -点， iv′和 jv′分别为其 2-邻点，其中1 8i j≤ < ≤ 。显

然， i i jP v v v′ ′   或 j j iP v v v′ ′   至少有 1 条路满足长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，这些 

路上都不存在 4+ -点，那么与引理 3 矛盾。因此， ( )
13 1n f ≤ 。则根据 R2， ( )* 1 1 4 11 7

6 3 3 6
fω ≥ − + + × − = 。 

情况 4： 9k = 。 

易知， ( ) 1
2

fω = − ， ( )2 4n f ≤ 。 

• ( )2 4n f = 。根据推论 1，此时，不妨令 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 5 7 2d v d v d v d v= = = = 。显然， 

[ ] [ ] [ ]1 3 3 5 5 7, , , , ,f f fP v v P v v P v v 和 [ ]7 1,fP v v 都是长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点的路。由引理 3 知， 

这些路上各存在 1 个 4+ -点。由 R5 可知，f 至多通过 ( )3 ,2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权
5
6
。

根据观察 1， ( )* 1 1 1 5 54
2 2 6 6 6

fω ≥ − + × + − = 。 
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• ( )2 3n f = 。根据推论 1，此时， f 为 ( )2,3 ,2,3 , 2,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面， ( )2,3 ,2,3 ,3 ,2,3 ,3 ,3+ + + + + + -面或 

( )2,3 ,3 , 2,3 ,3 ,2,3 ,3+ + + + + + -面。显然，以上 3 种情况，都可以在 f 上找到 3 条长度至多为 6 并且 2 个

端点为 2-点的路。由引理 3 可得，这些路上分别至少存在 1 个 4+ -点，所以 f 上至少有 3 个 4+ -点。

由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 , 2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权 1。根据观察 1， 

( )* 1 1 1 13 3 1
2 2 6 2

fω ≥ − + × + × − = 。 

• ( )2 2n f = 。根据推论 1，此时， f 为 ( )2,3 ,2,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + + -面， ( )2,3 ,3 , 2,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + + -面或

( )2,3 ,3 ,3 ,2,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + + -面。由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 ,2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权 
7
6
。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,2,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面。显然， [ ]1 3, 6fP v v ≤ 并且 ( ) ( )1 3 2d v d v= = 由引理 3 得 ( )2 4d v ≥   

若 ( )4 2n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 1 1 1 7 12 5
2 2 6 6 6

fω ≥ − + × + × − = 。若 ( )4 1n f+ = 。假设 [ ]( )13 3 1, 3fn P v v ≥ 。 

令 iv 为 13 点， iv′为其 2-邻点，其中 5 8i≤ ≤ 显然， [ ]3 4 iP v v v′ 或 [ ]1i iP v v v′
 至少有 1 条路满足长度至

多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，这些路上均不存在 4+ -点，与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )13 3 1, 2fn P v v ≤ 。 

则根据观察 1(b)和 R2， ( )* 1 1 1 1 7 12 4
2 2 6 3 6 2

fω ≥ − + + × + × − = 。 

• 假设 f 为 ( )2,3 ,3 , 2,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + -面或 ( )2,3 ,3 ,3 ,2,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + + -面。显然，2 种情况都可以在 f 上找

到 2 条长度至多为 6 并且 2 个端点都为 2-点的路。由引理 3 可得，这些路上分别至少存在 1 个 4+ -点。 

因此，根据观察 1， ( )* 1 1 1 7 12 5
2 2 6 6 6

fω ≥ − + × + × − = 。 

• ( )2 1n f = 。不妨令 f 为 ( )2,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3 ,3+ + + + + + + -面。由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 ,2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ +  

-边给相邻的 6-面转权
4
3
。 

• 若 ( )4
2n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 1 1 1 4 12 6

2 2 6 3 6
fω ≥ − + × + × − = 。 

• 若 ( )4
1n f+ = ，令 ( ) 4id v ≥ ，其中 2 9i≤ ≤ 。假设 { }2,9i∈ ，不妨令 2i = 。如果 [ ]( )13 2 1, 3fn P v v ≥ 。令

jv 和 kv 为 3_1-点， jv′和 kv′为其 2-邻点，其中 3 8j k≤ < ≤ 。显然， j j kP v v v′ ′   或 [ ]1k kP v v v′
 至少有

1 条路满足长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，这些路上不存在 4+ -点，那么与引理 3 矛盾。 
因此， [ ]( )13 2 1, 2fn P v v ≤ 。假设 { }4,5,6,7i∈ 。如果 [ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ 或 [ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ ，不妨令

[ ]( )13 1, 2f in P v v ≥ 。令 jv 为 3_1-点， jv′为其 2-邻点，其中 3 1j i≤ ≤ − 。显然， 1 2 6jP v v v′  ≤  并且

( ) ( )1 2jd v d v′= = 。但是， ( )1 24
0jn P v v v+ ′  =  。那么与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )13 1, 1f in P v v ≤ 。同理

可 证 ， [ ]( )13 1, 1f in P v v ≤ 。 假 设 { }3,8i∈ ， 显 然 ， ( )
13 3n f ≤ 。 则 根 据 观 察 1(b) 和 R2 ，

( )* 1 1 1 1 4 14 3
2 2 3 6 3 2

fω ≥ − + + × + × − = 。 

• 若 ( )4
0n f+ = ，如果 ( )

13 3n f ≥ ，令 iv 为 13 -点， iv′为其 2-邻点，其中 3 8i≤ ≤ 。显然， [ ]1 2 iP v v v′ 或

[ ]1i iP v v v′
 中至少有 1 条路满足长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，这些路上都没有 4+ -点。 

那么与引理 3 矛盾。因此， [ ]( )13 1, 2f in P v v ≤ 。则根据 R2， ( )* 1 1 1 4 16 2
2 3 6 3 2

fω ≥ − + × + × − = 。 

• ( )2 0n f = 。由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 , 2,3+ + -路和 ( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权
3
2
。 
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• 若 ( )4
2n f+ ≥ ，则根据观察 1， ( )* 1 1 1 3 12 7

2 2 6 2 6
fω ≥ − + × + × − = 。 

• 若 ( )4
1n f+ = ，不妨令 ( )1 4d v ≥ 。如果 ( )

13 3n f ≥ ，令
1 2
,i iv v 和

3i
v 都为 13 -点，

1 2
,i iv v′ ′ 和

3i
v′ 分别为其 2-邻

点，其中 1 2 32 9i i i≤ < < ≤ 。显然，
1 1 2i i iP v v v ′ ′  或

2 2 3i i iP v v v ′ ′  至少有 1 条路满足长度至多为 6 并且

2 个端点均为 2-点。但是，这些路上不存在 4+ -点，那么与引理 3 矛盾。因此， ( )
13 2n f ≤ 。则根据观

察 1(b)和 R2， ( )* 1 1 1 1 3 56 2
2 2 3 6 2 6

fω ≥ − + + × + × − = 。 

• 若 ( )4
0n f+ = ，如果 ( )

13 2n f ≥ ，令 iv 和 jv 都是 13 -点， iv′和 jv′分别为其 2-邻点，其中1 9i j≤ < ≤ 。显

然， i i jP v v v′ ′   或 j j iP v v v′ ′   至少有 1 条路满足长度至多为 6 并且 2 个端点均为 2-点。但是，这些

路上都不存在 4+ -点，那么与引理 3 矛盾。因此， ( )
13 1n f ≤ 。则根据 R2， 

( )* 1 1 1 3 58
2 6 3 2 6

fω ≥ − + + × − = 。 

情况 5： 10k ≥ 。 

( ) ( )1 5
2

f d fω = × − 并且 f 关联 ( ) ( )2d f n f− 个 3+ -点．由 R5 可知， f 至多通过 ( )3 ,2,3+ + -路和

( )3 ,3+ + -边给相邻的 6-面转权 ( ) ( )( )2
1
6

d f n f− 。根据观察 1(a)， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )*
2 2

1 1 1 15 5 0
2 6 6 2

f d f d f n f d f n f d fω ≥ − + − − − = − ≥ 。断言 2 证毕。              □ 

至此，我们证明了对于任意 ( ) ( )x V G F G∈ ∪ ，都有 ( )* 0xω ≥ ，矛盾，从而完成定理 1 的证明。 
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