
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(5), 644-658 
Published Online May 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.155257  

文章引用: 赵志杰, 江绍萍, 段映国. 带有饱和常数和布朗运动的 HIV 随机分析[J]. 应用数学进展, 2026, 15(5): 644-
658. DOI: 10.12677/aam.2026.155257 

 
 

带有饱和常数和布朗运动的HIV随机分析 
赵志杰*，江绍萍#，段映国 

云南民族大学数学与计算机科学学院，云南 昆明 
 
收稿日期：2026年4月28日；录用日期：2026年5月22日；发布日期：2026年5月29日 

 
 

 
摘  要 

本文在经典HIV感染动力学模型基础上，提出了一种同时考虑外部随机扰动与饱和常数的新型随机微分

方程模型。在模型构建中，将随机噪声引入靶细胞感染速率，以刻画外界不确定因素对感染过程的干扰；

同时引入饱和常数a描述高靶细胞密度下的感染饱和效应，从而提升模型的生物学合理性。针对所建立的

随机模型，本文首先利用停时技巧、Lyapunov函数及Itô公式，严格证明了全局正解的存在唯一性，并分

析了解的正性与有界性。进一步，通过对数Lyapunov函数结合停时方法，推导了感染细胞与病毒的均值

持久性条件，以及系统发生随机灭绝的充分条件。最后，结合数值模拟验证理论分析，并针对噪声强度

开展参数敏感性研究，划分了系统的持久区与灭绝区。结果表明，适度的随机扰动可显著影响感染细胞

稳态水平，且饱和感染机制能够有效避免非生物学意义的无限增长。本文为HIV感染的随机动力学分析

提供了理论依据与数值参考。 
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Abstract 
Based on the classical HIV infection dynamical model, this paper proposes a new stochastic differ-
ential equation model considering both external stochastic perturbations and saturated infection 
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rate. In the modeling process, random noise is introduced into the infection rate of target cells to 
characterize the disturbance of external uncertain factors. Meanwhile, the saturation constant a is 
introduced to describe the infection saturation effect at high target cell density, which improves the 
biological rationality of the model. For the established stochastic model, we first rigorously prove the 
existence and uniqueness of the global positive solution by using the stopping time technique, Lya-
punov functions and Itô’s formula, and analyze the positivity and boundedness of the solution. Fur-
thermore, using logarithmic Lyapunov functions combined with the stopping time method, we de-
rive the conditions for the mean persistence of infected cells and viruses, as well as the sufficient 
conditions for stochastic extinction of the system. Finally, numerical simulations are conducted to 
verify the theoretical results, and parametric sensitivity analysis is performed on the noise inten-
sity, which divides the persistence region and extinction region of the system. The results show that 
moderate random perturbations can significantly affect the steady-state level of infected cells, and 
the saturated infection mechanism can effectively avoid non-biologically meaningful unbounded 
growth. This work provides a theoretical basis and numerical reference for the stochastic dynamic 
analysis of HIV infection. 
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1. 引言 

人类免疫缺陷病毒 HIV 作为一种逆转录病毒，其在宿主体内的动态演化与传播机制一直是传染病动力

学与公共卫生领域的研究重点。自上世纪八十年代被发现以来，HIV 感染已演变为全球性公共卫生挑战，

尽管高效抗逆转录病毒疗法显著延长了患者生存期并将其转化为可控慢性病，但病毒潜伏库的存在、治疗

依从性差异及跨疾病阶段的异质性传播，仍使得系统长期行为的精准预测与干预策略制定面临巨大挑战。 
传统的确定性微分方程模型(如常微分方程ODE)在揭示HIV 感染的平均动力学特征方面取得了里程碑

式进展。Perelson [1]等人构建了经典的 HIV 体内感染动力学模型，精准量化了病毒清除率、感染细胞寿命

及病毒复制周期，奠定了 HIV 体内动力学研究的数学基础。Nowak [2]等人结合宿主免疫响应构建扩展模

型，揭示了免疫压力下病毒载量的演化规律。Wodarz 和 Nowak [3]构建病毒–免疫细胞耦合动力学模型，

阐明 HIV 与 CTL 免疫应答的竞争平衡机制，揭示无症状期维持及疾病进展的动力学阈值。Regoes [4]等人

结合治疗干预构建模型，为个体化治疗策略设计提供了数学参考。这些研究均依托确定性框架，成功刻画

了 HIV 感染的平均演化趋势，为理解病毒复制、免疫响应与治疗干预的核心机制奠定了坚实基础。 
近年来，随机微分方程(SDE)因能够刻画环境噪声与随机波动，逐渐成为 HIV 动力学研究的主流方

法。2018 年，Liu [5]等人构建含潜伏感染与治疗干预的随机 HIV 动力学模型，探究了模型全局正解的存

在唯一性，并分析了系统随机平稳分布的动力学特征。2021 年，Wang [6]等人构建了包含细胞间传播与

随机扰动的 HIV 潜伏感染模型，分析了随机扰动下系统的动力学行为。2021 年，Boukhouima [7]等人研

究带记忆效应的分数阶 HIV 动力学模型，揭示了分数阶导数所表征的记忆机制对病毒传播动态的调控作

用。2025 年，Dong [8]等人提出了一种基于混沌动力学的元启发式优化算法，为传染病动力学模型的参

数估计与最优控制策略求解提供了高效的数值工具。2018 年，Liu [9]等人构建了包含潜伏感染的随机 HIV
动力学模型，探究了模型全局正解的存在唯一性，并分析了系统的随机平稳分布。2026 年，Khan [10]等
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人针对霍乱传播构建了随机流行病模型，系统分析了噪声扰动下的疾病动力学行为，并开展了最优控制

策略研究，为随机环境下传染病防控策略的优化提供了参考。2017 年，Xu [11]构建了随机微分方程形式

的 SIS 流行病模型，推导了系统的全局阈值动力学，揭示了噪声扰动下疾病灭绝与持续的关键条件。 
这些研究充分表明，SDE 模型能够更真实地反映 HIV 感染过程中的随机不确定性。然而，现实世界

中 HIV 感染系统始终受到各类内在与外在随机因素的扰动，包括宿主免疫反应的个体差异、病毒传播的

接触异质性、治疗方案的中断与切换，以及公共卫生政策的突发性调整等[11]。这些随机波动无法被确定

性模型完美刻画，甚至可能导致系统行为与确定性预测出现显著偏差。因此，构建并分析能够真实反映

随机环境干扰的 HIV 感染动力学模型，不仅是对经典理论体系的重要补充，更是实现 HIV 精准防控与个

体化治疗优化的关键数学工具[12]。作为刻画随机动态系统的核心工具，随机微分方程(SDE)通过引入标

准布朗运动与环境噪声项，能够自然描述 HIV 感染过程中连续时间演化与瞬时随机扰动的耦合特征，其

在 HIV 随机动力学建模中的成熟应用与方法学积累[13]，也为本文构建更贴合实际的 HIV 感染模型提供

了坚实的方法学支撑。 
在 HIV 感染建模领域，现有 SDE 模型虽取得一定进展，但仍存在明显不足：其一，多数随机模型仍

沿用传统双线性感染率形式，未能合理刻画高靶细胞浓度下感染速率趋于饱和的生物学特征，与真实感

染演化规律存在客观偏差[14]；其二，部分虽引入饱和感染率的研究(如文献[9])，仅侧重模型拟合与数值

模拟，缺乏对全局正解、均值持久及随机灭绝阈值的系统性严格理论推导；其三，现有研究构建的随机

持久与灭绝阈值多形式复杂、通用性偏弱，且鲜有工作系统探究不同噪声强度对阈值临界条件的影响规

律[15]。整体而言，同时耦合饱和感染率与随机扰动的 HIV 随机模型，其完整的动力学定性理论(包括全

局正解存在唯一性、一致有界性、简洁有效的持久–灭绝阈值判据)尚未形成完善体系，这也为本文的研

究提供了切入点。 
基于上述背景，本文在经典 HIV 感染模型基础上，引入更符合生物实际的饱和感染率并耦合连续型白

噪声，构建了含饱和常数的随机 HIV 感染微分方程模型，相较于文献[6] [9]仅考虑单一感染环节或未严格

结合饱和机制的设置，本文模型在生物学合理性上更具优势。本文创新性地构造了适用于带饱和项的随机

系统的 Lyapunov 函数，结合停时技巧与 Itô 公式，严格证明了模型全局正解的存在唯一性，并首次在该类

模型下完整获得了解的一致有界性；在此基础上，推导得到形式更简洁、适用范围更普适的系统均值持久

与随机灭绝充分阈值条件，明确揭示了随机噪声强度与饱和常数对疾病长期演化的联合调控机制。 
本文的研究思路与结构安排如下：第 1 节详细描述含饱和常数的 HIV 随机感染模型，并给出模型的

基本假设与参数定义；第 2 节重点分析模型全局正解的存在唯一性、正性与有界性；第 3 节推导系统均

值持久与随机灭绝的充分条件；第 4 节通过数值模拟验证理论分析结果，并开展参数敏感性分析；第 5
节为结论，总结本文主要工作并展望未来研究方向。 

2. 模型的构建 

2.1. 随机扰动参数的选择与合理性论证 

作为刻画随机动态系统的核心工具，随机微分方程(SDE)通过引入标准布朗运动与扩散系数，能够自

然地描述生物系统中连续时间演化与瞬时随机波动的耦合关系，其在传染病动力学领域的广泛应用[13]，
也为本文构建更贴合实际的 HIV 感染模型提供了坚实的方法学支撑。 

在 HIV 感染动力学建模中，病毒感染靶细胞的速率 M 是表征病毒与靶细胞接触效率及感染启动关

键环节的核心参数，其生物学意义直接决定了感染过程的起始与传播效率[16]。从生物机制来看，M 的取

值极易受到宿主个体免疫状态波动、病毒亚型差异、治疗干预实施效果及微环境随机变化等多重因素的

调控，呈现出显著的随机波动特征[6] [9]。现有研究已证实，感染率类参数的随机扰动是引发 HIV 感染
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系统动力学行为偏离确定性预测的关键因素之一：Wang 等[6]在随机 HIV 模型研究中指出，感染过程相

关参数的噪声会直接改变病毒载量的演化趋势，是影响疾病灭绝与持久条件的核心变量；Liu 等[9]结合

饱和感染率的随机模型分析进一步表明，在含饱和效应的感染机制下，感染效率参数的波动会通过饱和 

感染项
( ) ( )

( )
MT t V t

a T t+
快速传导至全系统，对感染细胞与病毒颗粒的动态变化产生决定性影响，其扰动效应 

远高于其他生理参数。 
结合上述研究结论与模型的核心设定，本文选择对参数 M 施加白噪声扰动，以精准刻画 HIV 感染过

程中最具生物学意义且对系统动态影响最显著的随机不确定性。需要明确的是，本文未对未感染 T 细胞

死亡率 w 、感染细胞死亡率ζ 等其他参数引入随机扰动，并非忽视这些参数的随机性，而是基于研究聚

焦性与理论分析可行性的双重考量：其一，从研究目标出发，本文核心旨在揭示饱和常数与感染率随机

扰动的耦合效应，聚焦单一关键参数的随机波动可避免多源噪声叠加导致的分析复杂度，更能清晰剥离

M 扰动对系统长期动力学行为的独立调控机制；其二，从理论推导角度，现有针对多参数随机扰动的 HIV-
SDE 模型研究仍较少，且多参数噪声会使得全局正解存在唯一性、均值持久与随机灭绝条件的证明难度

大大增加，可行性不强，不利于本文核心结论的凝练与呈现[11]。这一简化设定既符合传染病动力学建模

中“抓核心变量”的研究思路，也为后续拓展至多参数随机扰动模型预留了研究空间。 

2.2. 带有饱和常数和布朗运动的 HIV 模型构建 

HIV 感染后，血液中的细胞可分为三类：未感染的 T 细胞 ( )T t 、感染的 T 细胞 ( )I t 和游离的 HIV 病

毒颗粒 ( )V t 。对于文献[16]中的模型，为了描述病毒感染 T 细胞过程中的饱和效应，让模型更贴近真实

的生物过程，首先，在该模型中引入了半饱和常数 a，其次，临床与环境因素的个体差异与瞬时波动，使

HIV 感染动力学参数呈现不确定性。病毒感染靶细胞的速率 M 作为刻画病毒与细胞接触效率的核心参 

数，对外部随机扰动极为敏感且 M 的波动通过感染项
MVT
a T+

快速传导至全系统，影响 ( )I t 与 ( )V t 的变 

化。因此，相较于其他参数，M 的波动更易引发系统状态的显著改变。为刻画感染过程的随机不确定性，

我们在 M 中引入白噪声： 

( )dM M M W tσ→ +  

则我们可以得到一个 T 细胞生长噪声的随机 HIV 模型： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

max

d [ 1 d d ,

d d d ,

d d ,

T t I t MT t V t T t V t
T t r wT t T t t M W t

T a T t a T t

MT t V t T t V t
I t I t t M W t

a T t a T t

V t I t V t t

ρ σ

ζ σ

αζ δ

  +
= − + − − −   + +  


  = − +  + +  

 = −  

 (1) 

初始条件为： ( )0 0T > ， ( )0 0I > ， ( )0 0V > 。 
参数意义 

 
符号 生物学意义 单位/说明 

r  未感染 T 细胞的生长率 day−1 
w  未感染 T 细胞的死亡率 day−1 
ρ  感染 T 细胞的病毒感染率 day−1 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155257


赵志杰 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155257 648 应用数学进展 
 

续表 

ζ  感染 T 细胞的死亡率 day−1 

α  每个感染 T 细胞产生的病毒颗粒数 无量纲 

a  半饱和常数 mm−3 

maxT  未感染 T 细胞的最大浓度 mm−3 

M  病毒感染 T 细胞的速率 day−1 

δ  病毒的死亡率 day−1 

σ  随机噪声强度系数 无量纲 

( )W t  标准布朗运动 随机过程，无单位 

3. 主要结果及证明 

3.1. 全局正解的存在唯一性 

定理 3.1 设 { }( )0
, , ,t t≥

Ω   为完备滤波概率空间，所有参数 max, , , , , , , , ,r w T M aρ σ ζ α δ 均为正数。则

模型(1)存在唯一全局正解 ( ) ( ) ( )( ), ,T t I t V t ，且对任意 0t ≥ ， 

( ) ( ) ( )0, 0, 0 . .T t I t V t a s> > >  

证明：(1) 证明局部解的存在唯一性。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
, ,X t T t I t V t= ，将模型写为标准 SDE： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )d d d ,X t b X t t g X t W t= +  

其中 

( )

( )( )
( )

max1

, .

0

MTV MTVr wT T T I T
a T a T

b X g XMTV MTVI
a T a T

I V

ρ σ

ζ σ

αζ δ

   − + − + − −   + +   
= =   −   + +
   

−   

 

因为在正半轴 3
+ 上， ( )b X 和 ( )g X 各分量连续可微，因此在任意有界闭集 3K +⊂  上满足局部

Lipschitz 条件。对每个分量给出严格量化上界： 
漂移项 ( )b X 第一分量： 

( )

( ) ( )

( )

max

max

2

max

2
1

1

1 ,

T I MTVr wT T
T a T

T T I MTVr wT T
T a

Mr w T T TI TV
T a

C X

ρ

ρ
ρ

ρρ

 +
− + − −  + 

+
≤ + + + +

≤ + + + + +

≤ +

 

其中 1
max

max , , , MC r w
T a
ρρ

 
= + 

 
。 
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漂移项 ( )b X 第二分量： 

( )2
2 1 ,MTV MI TV I C X

a T a
ζ ζ− ≤ + ≤ +

+
 

其中 2 max , MC
a

ζ =  
 

。 

漂移项 ( )b X 第三分量： 

( )2
3 1 ,I V I V C Xαζ δ αζ δ− ≤ + ≤ +  

其中 { }3 max ,C αζ δ= 。 
扩散项 ( )g X 非零分量： 

( )2
4 1 ,MTV M TV C X

a T a
σσ ≤ ≤ +

+
 

其中 4
MC
a

σ
= 。 

取 { }1 2 3 4max , , ,C C C C C= ，则 

( ) ( ) ( )2 31 , .b X g X C X X ++ ≤ + ∀ ∈  

多项式增长条件得证。再根据 Ikeda-Watanabe 定理，模型(1)存在唯一局部解 ( )X t ，其最大存在区间

为 [ )0, eτ ， eτ 为爆破时间(停时)。 

(2) 正性证明 
定义停时 

[ ) ( ) ( ) ( ){ }inf 0, : 1 1 1 ,n et T t n I t n V t nτ τ= ∈ ≤ ≤ ≤或 或  

并规定 inf ∅ = ∞，显然 ( )n e nτ τ↑ →∞ 。 
步骤一：对 ( )T t ：构造 ( ) ( )lnU t T t= ，结合模型(1)中 ( )dT t 的表达式并应用 Itô 公式： 

( )
( )( )

( )
2max1 1d d d .

2

MTVr wT T T I T MV MVa TU t t W t
T a T a T

ρ
σ σ

 − + − + −  += − −  + +  
 

 

化简得： 

( ) ( )
( )

( )
2 2

2
2

max

1d d d .
2

T Ir MV M V MVU t w t W t
T T a T a Ta T

ρ
ρ σ σ

 +
 = − + − − − −
 + ++ 

 

在 [ ]0, nt τ∧ 上积分并取数学期望： 

( ) ( )
( )

2 2
2

0 20
max

1ln ln d .
2

nt
n

T Ir MV M VT t T w s
T T a T a T

τ ρ
τ ρ σ

∧  +
  ∧ = + − + − − −   + + 

∫   

若存在有限时间使得 ( ) 0T t +→ ，则
r
T
→ +∞，导致右端积分发散到 +∞；但左端 ( )ln lnnT t nτ∧ ≤ 有

界(停时约束下 ( ) 1nT t nτ∧ ≥ )，矛盾。因此 ( ) 1 . .T t n a s> ，故令 n →∞得 ( ) 0 . .T t a s>  

步骤二：对 ( )I t ：将模型(1)中的 ( )dI t 两边同时乘以积分因子 e tζ ，再根据 Itô 公式得： 
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( )( ) ( )d e e d e d .t t tMTV MTVI t t W t
a T a T

ζ ζ ζ σ= +
+ +

 

积分得解析形式： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )0 0 0

e e d e d .
t tt s sMT s V s MT s V s

I t I s W s
a T s a T s

ζ ζ ζ σ−  
= + +  + + 

∫ ∫  

其中随机积分项为连续局部鞅，初始值为 0 且被积函数非负，故其轨道几乎必然非负；结合 ( ) 0T s > 且

0 0I > ，得 ( ) 0 . .I t a s>  
步骤三：对 ( )V t ：由于模型(1)中的 ( )dV t 满足确定性线性微分方程，易得解析解为： 

( ) ( )( )0 0
e e d .

tt sV t V I s sδ δαζ−= + ∫  

由 ( ) 0I s >  a.s.且 0 0V > ，积分项严格正，故 ( ) 0 . .V t a s>  

(3) 全局性证明 
构造 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 ln 1 ln 1 ln .V X T T I I V V= − − + − − + − −  

该函数满足非负性：由基本不等式 ( )1 ln 0 0x x x− − ≥ ∀ > ，得 ( )1 0V X ≥ ；控界性：当 / / 0T I V +→ 或

+∞时， ( )1V X → +∞，可有效防止解爆破。Itô 生成算子为： 

 ( ) ( )
2 23
1 2

1 2 2
1

1 11 .
2i

i i

g gV X b X
X T I=

  
= − + +  

   
∑  (2) 

其中， ( ) ( )1 2,MTV MTVg X g X
a T a T

σ σ= − =
+ +

分别为状态变量 ( )T t 和 ( )I t 对应的扩散项系数。在(2)中代入

( ) ( ),b X g X 并利用基本不等式放缩，则存在常数 , 0K C >  (与模型参数相关)，使得： 

( ) ( )1 .V X K C T I V≤ − + +  

故可定义完整停时： 

[ ){ }inf 0, : 1 1 1 .n et T n I n V n T n I n V nτ τ= ∈ ≤ ≤ ≤ ≥ ≥ ≥或 或 或 或 或  

对 ( )( )1V X t 应用 Itô 公式，并在 [ ]0, nt τ∧ 上积分并取期望： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 0 1 1 00
d .nt

nV X t V X V X s s V X Kt
τ

τ
∧ ∧ = + ≤ +  ∫    

若爆破时间    . .e a sτ < ∞ ，则存在 0t > 使得 ( ) 0e tτ < > ，此时： 

( )( ) ( )( ) { }1 1 1 ,
nn n tV X t V X ττ τ ≤

  ∧ ≥      

当 n →∞时， ( ) 0nX τ → 或 ( )nX τ → +∞，由 Lyapunov 函数的控界性得 ( )( )1 nV X τ → +∞，因此右端

趋于 +∞，但左端 ( )( ) ( )1 1 0nV X t V X Ktτ ∧ ≤ +  一致有界，矛盾。故    . .e a sτ = ∞ ，因此，解全局存在。 

故，该随机 HIV 模型对任意正初值存在唯一的全局正解，且 ( ) ( ) ( ), , 0T t I t V t > 对所有 0t ≥ 几乎必然

成立。 
定理 3.2：(全局正解与正下界存在性)若初值 0 0 0, , 0T I V > ，则模型存在唯一全局正解 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0 . .T t I t V t a s> ，且存在常数 min max min max min max, , , , , 0T T I I V V > ，使得： ( )min maxT T t T≤ ≤ ， 

( )min max0 I I t I< ≤ ≤ ， ( )min max0 V V t V< ≤ ≤ ( )0, . .t a s∀ ≥  
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证明： 
全局正解存在唯一性已证。对 ( )I t ，构造 Lyapunov 函数 ( ) ( )lnU t I t= ，结合模型(1)中 ( )dI t 的表达

式并应用 Itô 公式： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

21d d d .
2

MTV MTV MTVU t W t
I a T I a T I a T

ζ σ σ
   = − − +   + + +  

 

定义停时 ( ){ }inf 0 : 1n t I t nτ = ≥ ≤ ，规定 inf ∅ = ∞。在 [ ]0, nt τ∧ 积分取期望： 

( ) ( ) ( )

2

2
0 0

1ln ln d .
2

nt
n

MTV MTVI t I s
I a T I a T

τ
τ ζ σ

∧
  
  ∧ = + − −      + +  

∫   

若 ( ) 0I t +→ ，则
( )
MTV

I a T
→ +∞

+
，右端发散，与左端 ( ) ( )ln ln 1nI t nτ∧ ≥ 有界矛盾，故存在 min 0I >

使得 ( ) ( )min . .I t I a s≥ 。同理可证 min min, 0T V > ，上界由全局有界性易证得。 

3.2. 疾病均值持久性 

定理 3.3：(疾病均值持久性)对于随机 HIV 模型(1)初值 0 0 0, , 0T I V > 。若参数满足 

 
( ) ( )

2

2 maxmin min

max max min min

1 0,
2

naxMT VMT V
I a T I a T

αζ δ σ
 

− + − >  + + 
 (3) 

则存在常数 0η > ，使得 

( ) ( )liminf , liminf .t tI t V tη η→∞ →∞≥ ≥         

即疾病具有均值持久性。 
证明： 
(1) 全维度停时定义 
由定理 3.2，定义停时： 

1 1 1inf 0 : ,n t T I V T n I n V n
n n n

τ  = ≥ ≤ ≤ ≤ ≥ ≥ ≥ 
 

或 或 或 或 或  

规定 inf ∅ = ∞，由全局正解与有界性， . .n a sτ → ∞（ ），且在 [ ]0, nt τ∧ 内满足： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , . . .T t n I t n V t n a s
n n n
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

(2) 构造对数 Lyapunov 函数 
令 ( ) ( ) ( )2 ln lnV t I t V t= + ，满足：若 0I → 或 0V → ，则 ( )V t → −∞。 

(3) 完整计算 Itô 生成算子 
对 2 ln lnV I V= + 应用 Itô 公式： 

( )

( ) ( )

2

2 2

2

2

1 1 1 1
2

1 .
2

MTV MTVV I I V
I a T V a TI

MTV I MTV
I a T V I a T

ζ αζ δ σ

αζζ δ σ

    = − + − + −    + +    

 
= − + − −   + + 



 

(4) 停时约束下估计 2V 下界 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.155257


赵志杰 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155257 652 应用数学进展 
 

在 [ ]0, nt τ∧ 内，严格依赖停时约束
1 , ,I V T C
n
≤ ≤ 逐项估计，其中二阶扩散项的上界完全由停时约束

minI I≥ 保证，得： 

( ) ( )
min min

max max

,MT VMTV
I a T I a T

≥
+ +

 

min

max

,II
V V

αζαζ
≥  

( ) ( )

2 2

2 2 max max

min min

1 1 .
2 2

MT VMTV
I a T I a T

σ σ
   

− ≥ −      + +   
 

结合参数条件(3)，存在 0> ，使得： 

( ) ( )

2

2 max maxmin min
2

max max min min

1 0.
2

MT VMT VV
I a T I a T

αζ δ σ
 

≥ − + − = >  + + 
   

(5) Jensen 不等式的停时有界性 
对 Itô 公式在 [ ]0, nt τ∧ 积分并取期望(鞅项期望为 0)： 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2 20
0 d 0 .nt

n nV t V V s s V t
τ

τ τ
∧

 ∧ = + ≥ + ⋅ ∧  ∫     

令 n →∞， nτ → ∞，得 

 ( ) ( ) ( )0 0ln ln ln .I t V t I V t+ ≥ +     (4) 

式(4)两边同时除以 t 并取 liminft→∞ ： 

( ) ( )1liminf ln ln 0.t I t V t
t→∞ + ≥ >     

下面使用反证法推导 ( )liminf 0t I t η→∞ ≥ >   ：假设 ( )liminf 0t I t→∞ =   ，则存在子列 kt →∞，使

得 ( ) 0kI t  →  。根据 Jensen 不等式( ln x 为凹函数)： ( ) ( )ln lnk kI t I t   ≤ → −∞     ；由停时约束的全

局上界 ( ) maxV t V≤ ，得 ( ) maxln lnkV t V  ≤   (有界)，因此： 

( ) ( ) ( )( )max
1 1ln ln ln ln ,k k k
k k

I t V t I t V
t t

   + ≤ + → −∞      

与 [ ]1liminf ln ln 0t I V
t→∞ + ≥ >  矛盾。故 ( ) 1liminf 0t I t η→∞ ≥ >   。同理可证 

( ) 2liminf 0t V t η→∞ ≥ >   。那么取 { }1 2min ,η η η= ，即可得结论。 

故，感染细胞和病毒的期望长期保持正下界，疾病具有均值持久性。 

3.3. 随机灭绝 

定理 3.4：(几乎必然灭绝性)在定理 3.2 的前提下，若模型(1)参数满足如下全局灭绝条件： 

( ) ( )

2

2max max max max

min min min min

1 0
2

MT V MT V
I a T I a T

ζ σ λ
 

− − ≤ − <  + + 
 

其中 0λ > 是与时间 t 无关的正常数，则： 

( ) ( )lim 0, lim 0, . .
t t

I t V t a s
→∞ →∞

= =  
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证明： 
构造对数 Lyapunov 函数 ( ) ( )lnU t I t= ，由 Itô 公式得： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

21d d d .
2

MT t V t MT t V t MT t V t
U t t W t

I t a T t I t a T t I t a T t
ζ σ σ

   = − − +   + + +  
 (5) 

记生成算子： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

2

21 .
2

MT t V t MT t V t
U t

I t a T t I t a T t
ζ σ

 
= − −   + + 

  (6) 

由定理 3.2 的全局正下界 ( )minI I t≤ 、 min maxT T T≤ ≤ 及 maxV V≤ ，得 

 
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
max max

min min

.
MT t V t MT V

I a TI t a T t
≤

++
 (7) 

将(7)代入生成算子(6)，由全局灭绝条件条件得： 

( ) ( ) ( )

2

2max max max max

min min min min

1 0, 0, . .
2

MT V MT V
U t t a s

I a T I a T
ζ σ λ

 
≤ − − ≤ − < ∀ ≥  + + 

  

上式意味着病毒感染率与随机扰动的总和弱于感染细胞死亡率ζ ，从而感染细胞无法维持正常水平。 
对(5)在 [ ]0, t 上积分，得 

( ) ( )0ln ln ,I t I t M tλ≤ − +                                 (8) 

其中 ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

0
d

t MT s V s
M t W s

I s a T s
σ=

+∫ 是连续局部鞅。由全局有界性，可得： 

( ) ( )
( ) ( )( )

2

2
0

d . .,
MT s V s

s a s
I s a T s

σ
∞  

< ∞  + 
∫  

即 ( )M t 是平方可积的连续局部鞅，满足强大数定律的应用条件，故 

( )
lim 0, . .
t

M t
a s

t→∞
=  

式(8)两边除以 t 并令 t →∞，得： 

( )ln
limsup 0, . .,t

I t
a s

t
λ→∞ ≤ − <  

因此 

( )lim 0, . .
t

I t a s
→∞

=  

对于病毒 ( )V t ，其解析解为： 

( ) ( )( )0 0
e e d .

tt sV t V I s sδ δαζ−= + ∫  

由于 ( )I s 是连续正过程且 ( ) 0 . .I s a s→ ，积分 ( )
0
e d

t s I s sδ∫ 单调递增且收敛到有限值；乘以指数衰减

因子 e tδ− 后， ( )
0

e e d 0 . .
tt s I s s a sδ δ− →∫ ，故 
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( )lim 0, . .
t

V t a s
→∞

=  

证毕。 

4. 数值模拟 

4.1. 迭代格式 

为验证前文关于随机 HIV 模型(1)的随机灭绝与均值持久性结论，本节采用高阶 Milstein 方法进行数

值仿真，该方法数值精度显著优于欧拉–马尔可夫法。设时间步长 0.01t∆ = ， ( )jψ 为独立标准高斯随机

变量 ( )0,1N ，模型(1)的 Milstein 离散迭代格式如下： 
靶细胞 ( )T t 的迭代格式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

max

22
2

max

2 22

2

1 1

0.5 1

1
0.5

T j I j MV j T j MV j T j
T j T j r wT j T j t

T a T j a T j

MV j T j MV j a
t j j t

a T j a T j

T j I j MV j T j t
T j r t wT j t T j t T j t

T a T j

M V j aT j j tMV j T j t j
a T j a T

ρ σ

ψ σ ψ

ρ ρ

ψψ
σ σ

 + 
+ = + − + − − ∆ − ⋅  

+ +   

⋅ ∆ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅∆
+ +

+ ∆
= + ∆ − ∆ + ∆ − ⋅ ∆ −

+

⋅ − ⋅∆∆ ⋅
− ⋅ + ⋅ ⋅

+ + ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )

3

max

2

22 2
3

1

11 .
2

j

T j I j MV j t
T j w t t t r t

T a T j

j tMV j T j t j
M V j aT j

a T j a T j

ρ ρ

ψψ
σ σ

 + ∆
= − ∆ + ∆ − ⋅ ∆ − + ∆ 

+  

− ⋅∆∆ ⋅
− ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅

+ +

 

其中高阶修正项的偏导数为
( ) ( )

( )
( )
( )( )2

MV j T j MV j a
T a T j a T j

 ∂
=  ∂ + + 

，用于提升数值收敛精度。 

感染细胞 ( )I t 的迭代格式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )( )

( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )

( )[ ] ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

22
2

2 22

2
3

2

1

0.5 1

1
0.5

1

1
2

MV j T j MV j T j
I j I j I j t t j

a T j a T j
MV j T j MV j a

j t
a T j a T j

MV j T j t MV j T j t j
I j I j t

a T j a T j

M V j aT j j t

a T j

MV j T j t MV j T j t j
I j t

a T j a T j

M

ζ σ ψ

σ ψ

ψ
ζ σ

ψ
σ

ψ
ζ σ

σ

 
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病毒 ( )V t 的迭代格式由于 ( )V t 的方程不含随机扩散项，采用欧拉法直接更新： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( )[ ] ( )

1

1 .

V j V j I j V j t

V j I j t V j t

V j t I j t

αζ δ

αζ δ

δ αζ

+ = + − ∆  
= + ∆ − ∆

= − ∆ + ∆

 

基于上述迭代格式，所有模拟均使用 MATLAB 完成。 

4.2. 疾病均值持久性的数值模拟 

时间步长取 0.01t∆ = ，总模拟时间   100T = 天。基础参数设置为： 10r = ， 0.1w = ， 0.2ρ = ， 0.8M = ，

5a = ， 0.5ζ = ， 3α = ， 1.0δ = ， max 200T = 初始值 0 15T = ， 0 10I = ， 0 20V = 。分别选取噪声强度 0.05σ =

和 0.1σ = 进行对比，模拟结果如图 1、图 2 所示。 
 

 
Figure 1. Time series plots of ( ) ( ),T t I t  and ( )V t  at noise intensity 0.05σ =  

图 1. 噪声强度为 0.05σ =  (小噪声)时 ( ) ( ) ( ), ,T t I t V t 的时间序列图 

 
模拟结果显示：靶细胞 ( )T t 初始快速下降后稳定于约 4 的水平，始终保持正值；感染细胞 ( )I t 在

20t > 后稳定于 20 左右，未出现向 0 衰减的趋势；病毒 ( )V t 在 20t > 后稳定于 30 左右，长期维持正浓

度。上述结果与本文定理中： 

( ) ( )1 2liminf 0, liminf 0t tI t V tη η→∞ →∞≥ > ≥ >         

的均值持久性结论高度一致，表明在当前参数下感染细胞与病毒不会灭绝，系统长期保持感染状态。 
对比图 1 与图 2 的模拟结果：当 0.05σ = 时，随机 SDE 曲线与确定性 ODE 曲线几乎重合，仅存在微

小波动；当 0.1σ = 时，SDE 曲线波动幅度略有增大，但仍围绕 ODE 曲线稳定波动，未破坏系统的正稳

态。这一现象与本文生成算子下界估计的结论相呼应：即在满足参数条件： 

( ) ( )

2

2 max maxmin min

max max min min

1 0
2

MT VMT V
I a T I a T

αζ δ σ
 

− + − >  + + 
 

的前提下，噪声仅带来有限幅度的随机扰动，不会抵消感染过程的正漂移，因此疾病均值持久性依然成

立。 
同时可观察到，随机 SDE 模型的解始终围绕确定性 ODE 模型的稳态值小幅波动，两者长期行为一

致。这说明随机扰动并未改变系统的核心动力学趋势: 感染细胞与病毒长期维持正常水平，符合 HIV 感

染“慢性持续”的生物学特征，也验证了本文随机模型在保留生物合理性的同时，刻画了环境噪声对感

染过程的影响。 
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Figure 2. Time series plots of ( ) ( ),T t I t  and ( )V t  at noise intensity 0.1σ =  

图 2. 噪声强度为 0.1σ =  (较大噪声)时 ( ) ( ) ( ), ,T t I t V t 的时间序列图 

4.3. 随机灭绝的数值模拟 

为验证本文所证明的随机灭绝定理，所有参数均严格满足本文推导的随机灭绝条件： 

( ) ( )

2

2max max max max

min min min min

1 0.
2

MT V MT V
I a T I a T

ζ σ
 

− − <  + + 
 

具体参数取值如下： 10r = ， 0.1w = ， 0.2ρ = ， max 200T = ， 0.25M = ， 5a = ， 0.5ζ = ， 3α = ，

1.0δ = 。为体现噪声强度对灭绝行为的影响，分别取弱噪声强度 0.9σ = 与强噪声强度 3σ = 进行对比模

拟。初始值设为 ( ) ( )0 0 0, , 200,10,15T I V = ，时间步长 0.01t∆ = ，总模拟时间 100t = 天。 
数值模拟结果如图 3 和图 4 所示。在确定性系统中，感染细胞浓度 ( )I t 与病毒浓度 ( )V t 均快速衰减

至 0。在随机系统中，弱噪声下 ( )I t 与 ( )V t 平稳震荡并趋于 0；强噪声下轨迹波动更加剧烈，但依然保

持明显的灭绝趋势，最终均衰减至 0。健康细胞 ( )T t 在随机扰动下围绕其稳态波动，始终保持正有界，

符合系统全局正解的理论性质。 
数值模拟结果与本文的随机灭绝理论完全一致。首先，所选参数满足灭绝条件，模拟中 ( )I t 与 ( )V t

几乎必然趋于 0，直接验证了理论结论的正确性。其次，无论噪声强度强弱，灭绝趋势均不改变，表明随

机灭绝结论具有强鲁棒性。最后，随机扰动仅加剧系统波动，不会逆转灭绝方向，进一步说明本文所建

立的灭绝条件能够准确刻画随机系统的长期动力学行为，具有重要的理论意义与生物学价值。 
 

 
Figure 3. Time series plots of ( ) ( ),T t I t  and ( )V t  at noise intensity 0.9σ =  

图 3. 噪声强度为 0.9σ =  (小噪声)时 ( ) ( ) ( ), ,T t I t V t 的时间序列图 
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Figure 4. Time series plots of ( ) ( ),T t I t  and ( )V t  at noise intensity 3σ =  

图 4. 噪声强度为 3σ =  (大噪声)时 ( ) ( ) ( ), ,T t I t V t 的时间序列图 

4.4. 参数敏感性分析 

为探究环境随机扰动对 HIV 感染动力学的影响，我们对噪声强度σ 进行了敏感性分析。具体参数取

值如下： 0.5r = ， 0.1w = ， 0.6ρ = ， max 200T = ， 0.25M = ， 0.1a = ， 0.4ζ = ， 10α = ， 2.0δ = 。图

5 显示了不同σ 下感染细胞最终密度 ( )I t 的变化。结果表明，当 0.80cσ σ< ≈ 时，感染细胞长期维持正

水平(持久区)；当 cσ σ> 时，感染细胞几乎消失，病毒载量随之衰减至零(灭绝区)。该分析表明，噪声强

度是调控 HIV 感染长期动态的重要因素：较低扰动下疾病可持续存在，而较高扰动可能导致感染细胞和

病毒的灭绝，为随机环境下 HIV 动力学提供定量参考。 
 

 
Figure 5. Sensitivity analysis of infection cell density to noise intensity 
图 5. 噪声强度对感染细胞密度的敏感性分析图 

5. 结论 

本文针对 HIV 感染的随机动力学问题进行研究，在经典确定性模型的基础上构建了同时包含饱和常

数和随机扰动的随机微分方程模型(1)，使模型在数学结构和生物学机制上更加贴近真实感染过程。针对
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该模型(1)，本文首先运用停时技巧、Lyapunov 函数和 Itô 公式，严格证明了模型解的全局正性与存在唯

一性，并进一步分析了状态变量的有界性，确保了模型的数学合理性。然后通过构造对数 Lyapunov 函

数，系统推导了感染细胞和病毒的均值持久性以及随机灭绝的充分条件，明确揭示了随机噪声在疾病演

化过程中的关键作用及其阈值效应。数值模拟不仅验证了理论分析结果的正确性，还基于噪声强度的参

数敏感性分析清晰地划分了系统的持久区与灭绝区，直观呈现了不同噪声强度下感染细胞稳态行为的动

态变化规律。本研究完善了 HIV 随机感染模型的理论分析框架，提出的建模方法与分析工具可为其他传

染病的随机动力学研究提供参考，并为在随机环境下制定 HIV 防控策略提供理论支撑。 
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