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摘  要 

本文借助快慢系统相关的一些理论和概念、Fenichel理论对原系统进行了快慢分析，通过构造Poincare
映射应用不动点定理等证明该具有捕食者收获和Holling Type I功能反应的分段光滑捕食–食饵模型存

在弛豫振荡，同时应用隐函数定理证明同宿轨的存在性。 
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Abstract 
In this paper, by employing theories and concepts related to fast-slow systems as well as Fenichel’s 
theory, we perform a fast-slow analysis on the original system. Through constructing the Poincaré 
map and applying the fixed point theorem, we prove the existence of relaxation oscillations in the 
piecewise smooth predator-prey model with predator harvesting and Holling Type I functional re-
sponse. Meanwhile, the implicit function theorem is applied to establish the existence of homoclinic 
orbits. 
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1. 引言 

捕食食饵模型的动力学研究，既是理解生命系统自组织、稳定与演化的核心钥匙，也是连接数学理

论与生态实践的桥梁。它不仅回答了“生态系统为何能运转”的基础科学问题，更提供了定量工具，让

人类从“被动适应自然”走向“主动、科学地管理与保护自然”，对维持地球生态平衡、保障农林渔业可

持续发展、应对生物入侵与物种灭绝危机，都具有不可替代的理论与现实价值。近年来，有众多学者对

捕食–食饵模型进行了研究，在文献[1]中，李等学者研究了无捕食者相互干扰的具有功能反应函数的分

段光滑捕食–食饵模型，通过快慢分析证明该系统弛豫振荡的存在性、收敛性和稳定性；在文献[2]中，

李等学者对文献[1]中的模型进行了改进，使得功能反应函数具有捕食者相互干扰，通过进出函数、庞加

莱映射、Fenichel 理论以及变分方程等，证明研究的捕食-食饵模型具有两个嵌套的弛豫振荡；在文献[3]
中，姚等学者考虑了更现实的问题，某捕食者可能对于人类来说是猎物，比如大鱼吃小虾的生态系统中，

大鱼是捕食者，小虾是被捕食者，但大鱼对人类而言是食物，所以在文献[3]中，姚等学者考虑了恒定捕

食者收获，当然恒定捕食者收获相对于捕食者的增长率是足够小的，姚等学者通过快慢分析以及吹胀等

方法，证明了具有分段光滑和捕食者的捕食–食饵模型具有丰富的动力学性质，解释为何有些生态系统

能长期稳定，而有些易崩溃等自然生态现象。而对于更普遍更有现实意义的具有线性变化的捕食者收获

的分段光滑捕食–食饵模型的研究目前仍是少之又少，故在此背景下，本文研究具有线性捕食者收获的

分段光滑捕食–食饵模型 

 
( )
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d
d

x xrx a x y
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y y ac x d ky
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  = − −   
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其中 

 ( ) 0

0 0

,
,

x x x
x

x x x
φ

≤
=  >

 (1.2) 

类似文献[4]，并假设 02K x> 以保证食饵的环境容纳量充足，从而捕食者实现正增长。 
其中 0x ≥ 表示食饵密度， 0y ≥ 表示捕食者密度， 0, , , , , , 0r K d c a x k ≥ 分别表示食饵的内禀增长率、

环境容纳量、捕食者的自然死亡率、捕食者的转化率、最大捕食率系数、Holling I 型功能反应的阈值，当

时 0x x≤ ，捕食率随食饵增加；当时 0x x> ，捕食率达到饱和、捕食者收获率的线性化系数，当 0k = 时，

模型退化为文献[3]的经典形式，当 0k > 时，高捕食者密度会抑制个体的捕食效率、对捕食者的恒定收获

率。 
为了能应用几何奇异摄动理论对模型(1.1)进行动力学分析，我们和文献[3]做出类似的假设，假设对

捕食者的恒定收获率 h 相较于食饵的内禀增长率 r 足够小，即 
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0 1h
r

<   

我们对模型(1.1)进行无量纲化，令
0

10 1, , ,x ax y y rt
r x r

ε τ< = = = =
  ，因为数学习惯，我们仍用 , ,x y t

代替 , ,x y τ  ，通过变量替换，我们可以得到原始模型(1.1)的无量纲化方程为： 

原功能反应函数转化为 ( ) 0 0 0
0

0 0 0

,
,

x x x x x
x x

x x x x
φ

≤
=  >

，引进新的符号表示功能反应函数 ( )
, 1

1, 1
x x

x
x

ϕ
≤

=  >
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d 1
d , 1
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x xx x y
t K x
y y acx x d k
t

ε ϕ

  = − −     >
 = − −

 (1.4) 

下面将证明如下结果，具有线性捕食者收获的分段光滑捕食–食饵模型(1.3)和(1.4)存在弛豫振荡和

同宿轨。 

2. 系统的快慢动力学分析 

2.1. x0 1≤ ≤ 时系统的动力学分析 

根据引言部分，易知当 0 1x≤ ≤ 时，捕食–食饵模型为 

 
( )

0

0
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d  
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 (1.3)， 

其中
10 1
r

ε< =  ，显然系统为标准的快慢系统，故可用几何奇异摄动理论[5] [6]来进行分析。 

令 0ε = 得到快系统(1.3)对应的快子系统 
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  = − −    
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 (1.5)， 

做时间尺度变换令 tτ ε= ，得到快系统(1.3)对应的慢系统 
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 (1.6)， 

慢子系统 
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 (1.7)， 
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此时临界流形记为 ( ) 0
1 , | 1 ,0 1

x x
C x y y x

K
 = = − ≤ ≤ 
 

，根据 Fenichel 理论，计算 ( ) 1,x y C∀ ∈ 时，所对

应的雅可比矩阵
0

1

2
1

0 0

x
x y x

J K
 
 
 

− −
=

 

−


， ( ) 1,x y C∀ ∈ 雅可比矩阵 1J 存在一个零特征值和一个正特征值，

根据 Fenichel 理论，在 0 1x≤ ≤ 的区间内，临界流形是排斥的。 

2.2. x 1> 时系统的动力学分析 

根据引言部分，易知当 1x > 时，捕食–食饵模型为 

 
( )

0

0

d 1
d , 1
d
d

x xx x y
t K x
y y acx d k
t

ε

  = − −     >
 = − −

， (1.4) 

其中
10 1
r

ε< =  ，显然系统为标准的快慢系统[7]，故可用几何奇异摄动理论来进行分析令 0ε = 得到快

系统(1.4)对应的快子系统 
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 (1.8)， 

做时间尺度变换令 tτ ε= ，得到快系统(1.4)对应的慢系统 
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令 0ε = ，得到慢系统对应的慢子系统 
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 (1.10)， 

通过计算易知当 1x > 时，临界流形 ( ) 0
2 , | 1 , 1

x x
C x y y x x

K
  = = − >  

  
，为一个开口向下的抛物线。根据

Fenichel 理论，计算 ( ) 2,x y C∀ ∈ 时，所对应的雅可比矩阵
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< < ，雅可比矩阵 2J 存在一个零特征值和一个正特征值，该段临界流形是排斥的；当 ( ) 2,x y C∀ ∈

且
0 02

K Kx
x x

< ≤ ，雅可比矩阵 2J 存在一个零特征值和一个负特征值，该段临界流形是吸引的；其中

0 0

,
2 4
K K
x x

 
 
 

为系统的非双曲点，可利用吹胀的方法[7]，分析系统在非双曲点的动力学行为。 
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命题 2.1  对于系统(1.3)和系统(1.4)下面声明是成立的。 
(1) 系统(1.3)和系统(1.4)对于 x 轴和 y 轴是正不变的； 

(2) 系统(1.3)存在稳定结点
0

,1k d k dE
acx Kac

 + +
− 

 
。 

命题 2.2 定义进出函数[7]， ( ) ( )( )0

0
,0,0 d 0E y g x

τ
ξ ξ= =∫ ,令 0

0

1 ,
4m M

x Ky y
K x

= − = ，则存在唯一的

( ) 0pE y = ，其中 0 p my y< ≤ 。 

3. 主要动力学行为 

3.1. 弛豫振荡 

3.1.1. 弛豫振荡的存在性、收敛性和稳定性 
我们证明大弛豫振荡 εΓ 的存在性。首先，我们构造一个庞加莱映射 P，证明构造的庞加莱映射 P 是

一个压缩映射，根据压缩映射定理和不动点定理，即可证明弛豫振荡 Γ 的存在性。定义一个垂直截面 

( )
0 0

1, | ,
4 4
K KI y y
x x

δ δ
   = ∈ − +  
   

，其中δ 足够小。依据进出函数解的存在唯一性中，对每个 0y I∈ ，我

们利用进出函数可计算 py 。 
我们考虑系统(1.4)的两条轨迹从垂直截面出发的轨迹 1ερ 和 2ερ ，追踪他们的运动行径，它们从点

( )1, y I∈ 出发，根据 Fenichel 理论，两条轨迹会先径直跳向 y 轴，在1 My y≤ ≤ 时，临界流形是吸引的，

当 1y < 时，根据进出函数，两条轨迹从 py 垂直运动到 ( )1, py ，然后运动到临界流形的吸引分支上，以速

率为
3
2O ε

 
  
 

指数级收缩[8]，由于当
0 02

K Kx
x x

≤ ≤ 临界流形是法向双曲吸引的，两条轨迹运动到非双曲点，

根据 Fenichel 理论从垂直截面出发的轨迹 1ερ 和 2ερ ，以指数形式相互靠近，最终运动到垂直截面 I 上。

综上所述，定义的庞加莱映射 :P I I→ ，是一个以指数速率
3
2O ε

 
  
 

压缩的映射。故利用压缩映射定理， 

我们知道庞加莱映射 P 有唯一的不动点，再根据不动点定理，这个不动点正是弛豫振荡 εΓ 上的一个点。

再次利用 Fenichel 理论和文献[9]中的定理 2.1，我们知道是 εΓ 稳定的，并且当 0ε → 时，它在 Hausdorff
距离下收敛到 0Γ 。 

接下来，我们证明小弛豫振荡 εγ 的存在性。命题 2.2 告诉我们系统(1.3)存在稳定结点 

0

,1k d k dE
acx Kac

 + +
− 

 
，且上文证明了大弛豫振荡是稳定的；根据庞加莱–本迪克松定理，我们可知系统(1.3) 

在大弛豫振荡和稳定结点之间必至少存在一个不稳定极限环。下面我们证明大弛豫振荡和稳定结点之间

恰好存在一个不稳定极限环，且这个极限环就是小弛豫振荡 εγ 。根据文献[10]中推论 4.3，系统(1.3)的极

限环的稳定性将由以下变分方程的特征值决定： 

( )0 0
0 0

2
1 d 1 d 0

x x x
x xy y acx x d k t x y acx d k t

x K y K
ε ε ε ε

  ∂ ∂   − − + − − = − − + − − >     ∂ ∂     
∫ ∫ 

 

根据文献[10]中推论 4.3 知变分方程的特征值包含正实部，故弛豫振荡 εγ 是不稳定的，又由于任意相

邻极限环的稳定性是不相同的，所以系统(1.3)的存在唯一的不稳定极限环 εγ 在大弛豫振荡和稳定结点之

间，在 0ε → 时，它在 Hausdorff 距离下收敛到 0γ 。 
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3.1.2. 弛豫振荡的存在性、收敛性和稳定性的生物学意义 
弛豫振荡是一种特殊的极限环，表现为长时间的“准静态”行为与短时间的快速变化交替出现的周

期性轨迹。在生物学上，它表明该具有分段光滑和捕食者收获的快慢系统种群密度在长时间内相对平稳，

但会突然发生剧烈的、短暂的数量变化，随后再次恢复平稳。这是对自然界中常见的种群爆发衰退现象

的合理化解释。 
本文通过构造庞加莱映射、变分方程以及利用几何奇异摄动理论，证明了弛豫振荡的存在性，并且

系统存在唯一的弛豫振荡，并且这个振荡是稳定的。生物学上，这意味着在给定的参数条件下，系统的

动力学行为最终会收敛到一个稳定的周期性轨道，而不会发散到其他状态。即无论种群的初始密度如何，

它们最终会以特定的、可预测的模式进行周期性波动，这有助于解释为什么某些生态系统在长期内表现

出稳定的、周期性的种群变化，而不会随机地崩溃或爆炸。 
弛豫振荡的稳定性意味着，即使系统受到小的扰动如环境变化或者其他种群的干扰，其轨道也会回

到原来的周期性轨迹。这对应着生态系统的抗干扰能力。本文研究的模型包含了线性捕食者收获，并且

收获率相对于食饵的增长率较低。弛豫振荡的稳定性表明，在适当的收获率下，捕食者和猎物种群的周

期性变化可以保持稳定，从而允许可持续的资源利用。 
总结来说，弛豫振荡的存在性、收敛性和稳定性在生物学上代表了种群动态的可预测性、系统的自

我调节能力以及对环境扰动的稳健性。这对理解自然种群的周期性波动、评估人类活动对生态系统的影

响，以及制定可持续的资源管理政策都具有重要意义。 

3.2. 同宿轨 

3.2.1. 同宿轨的存在性 

在 3.1 节的证明过程中，我们追踪从垂直截面出发的点 ( )
0

1,
4
KA O
x

ε
 

+ 
 

轨迹，根据 Fenichel 理论通

过临界流形等轨迹会再次运动到垂直截面 I 上，根据进出函数[9]，该轨迹再次运动到垂直界面上点的位

置为 ( )( )1, pB y O ε+ ，由此可计算运动一圈后两点之间的距离 ( )0
04AB

KS y O
x

ε= − + ， ABS 关于参数是光滑 

的函数，故可用解对初值的连续性和可依赖性，当 0ε → 时， 0ABS → ，即任意一条出发的轨迹，运动一

周后又回到起点，故证明了同宿轨的存在性。 

3.2.2. 同宿轨存在性的生物学意义 
同宿轨道是连接一个鞍点平衡态到其自身的轨道。本文证明系统存在一条特殊的轨迹，从该鞍点出

发，运动一圈后最终又回到原来的鞍点。这对应着生物学上捕食者和猎物种群数量在经历一次大尺度的

周期性波动后，最终会回到一个不稳定的共存平衡点。这个平衡点即鞍点是不稳定的，意味着任何微小

的扰动都会使系统偏离它。因此，同宿轨道可以被视为一个生态阈值。如果种群数量正好在同宿轨道上，

它会经历一次剧烈的波动后回到不稳定的平衡点。 

4. 研究总结、研究不足与研究展望 

4.1. 研究结论 

本文以文献[3]中模型为基础以及借鉴文献[1]等参考文献，对文献[3]中具有恒定捕食者收获率的分段

光滑的捕食–食饵模型进行改进，将恒定捕食者收获率转为线性捕食者收获率，即人类对捕食者的活动

随着捕食者的数量呈现线性变化，使得研究的生物系统模型更加具有现实意义。 
本文主要是对系统进行快慢分析，应用 Fenichel 理论等理论证明了具有线性捕食者收获的分段光滑
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捕食–食饵模型的弛豫振荡存在性、收敛性和稳定性，从而解释了无论种群的初始密度如何，它们最终

会以特定的、可预测的模式进行周期性波动这种生态系统现象，这有助于解释为什么某些生态系统在长

期内表现出稳定的、周期性的种群变化，而不会随机地崩溃或爆炸。 
同时本文证明了具有线性捕食者收获的分段光滑捕食–食饵模型的同宿轨存在性，它表明生态系统

在某些参数组合下，其动态行为可能会发生突然的、不连续的转变。 
综上所述，通过本文的研究，使得我们对更具有现实意义的生物系统的生态现象有了更加深刻的理

解。 

4.2. 研究不足与研究展望 

本文虽在原有的研究成果上进行了改进，考虑了更具现实意义的生物系统。但只考虑了人类的简单

活动即线性收获率对生态系统的影响，不足以覆盖和包含复杂多变的生态系统的各种生态学行为，故针

对上述不足，接下来可研究一个具有收获和相互干扰的分段光滑、快–慢捕食–食饵模型，即考虑人类

的活动和物种之间的相互干扰，如下述模型 

( )

( )( )

d 1 ,
d   
d ,
d

x xrx a x y y
t K
y y a x y d ky
t

ψ

ψ

  = − −   

 = − −

 

其中 ( )
0

1
,

1

x
y

x y
x

y

λ
ψ

λ


 += 

 +

，当
0

0

x x
x x
≤

 >
。 

或者我们考虑更高维的生物系统的动力学行为，后期也可以考虑带有时滞的生物系统的动力学行为，

从而可以解释更加符合现实意义，更复杂的生物学现象。 
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