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摘  要 

本文针对随机缺失假设下存在退出缺失的纵向数据，提出一种基于LsoCV准则的模型平均估计方法。该

方法采用加权广义估计方程(WGEE)对各候选模型的参数进行估计，并通过去个体交叉验证(LsoCV)准则

确定各模型的权重。模拟研究表明，所提出的模型平均方法展现出相较于其他替代方法更好的性能，且

其优越性通过应用于PBC数据得到了进一步验证。 
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Abstract 
In this paper, a model averaging estimation method based on the LsoCV criterion is proposed for 
longitudinal data with dropouts under the assumption of missing at random. This method adopts 
the weighted generalized estimating equations (WGEE) to estimate the parameters of each candi-
date model, and determines the weights of each model through the leave-subject-out cross-validation 
(LsoCV) criterion. Simulation studies reveal that the proposed model averaging method exhibits 
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much better performance compared with other competing methods, and its superiority is further 
verified by its application to the PBC data. 
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1. 引言 

纵向数据在临床试验或观察性研究中十分常见，它是指对同一组个体进行重复观测所得的多维数据，

具有个体内相关、数据结构不平衡等特性。Liang 和 Zeger [1]提出的广义估计方程(GEE)方法可以有效地

处理个体内相关问题，成为纵向数据分析中应用最广泛的边际模型之一。 
在纵向数据分析过程中，为更好地解决模型不确定性问题、进一步提高模型预测的精准度，模型选

择与模型平均是两类切实可行的解决路径。其中，模型选择的核心目标的是从众多候选模型中，筛选出

最能揭示变量间内在关联的最优模型；而模型平均方法的核心思路则是全面考虑所有候选模型，通过对

各模型的估计值进行加权整合，实现优势信息的综合利用。相较于模型选择，模型平均能够显著降低推

断风险，进一步提升预测精度，有效弥补单一模型选择的局限性。 
针对纵向数据，Pan [2]提出了独立模型下的拟似然(QIC)准则，该准则可同时用于 GEE 分析中的变

量选择和相关结构选择。Gao 等[3]提出一种基于去个体交叉验证的频率模型平均方法，并在理论上证明

了所得模型平均估计量 LsoMA 的渐近最优性。Zhao 和 Zuo [4]将 LsoMA 方法进一步拓展至高维纵向数

据场景。针对变系数部分线性模型，Hu 等[5]提出了一种聚焦信息准则(FIC)和一个频率模型平均估计量。

Li 等[6]研究了部分线性模型的模型平均问题，其权重选择准则为样本内期望平方误差损失的无偏估计量

与一个常数之和。Jiang 等[7]研究了具有超高维协变量的稳健模型平均预测问题。值得一提的是，Yu 等

[8]针对模型平均方法的通用性与有效性问题，提出了一种基于交叉验证且具有一般损失函数的统一最优

模型平均方法，该方法可适用于离散响应纵向数据的场景。 
上述方法大多仅聚焦于完整数据的情形，未考虑数据缺失等复杂场景。然而，在纵向数据分析过程

中，响应变量的退出型缺失(dropout missingness)是一类常见问题，该情形往往由部分个体因死亡、研究依

从性差等原因中途退出追踪观测导致。若直接采用常规统计方法进行参数估计，极易产生估计偏差。在

退出型缺失机制为随机缺失(MAR)的假设下，Robins 等[9]提出了加权广义估计方程(WGEE)方法，该方法

通过引入逆概率加权矩阵对 GEE 方法进行了拓展。文献研究表明，在存在退出型缺失且缺失机制为 MAR
的纵向数据应用场景中，QIC 准则的模型选择表现并不理想，Platt 等[10]与 Gosho [11]分别提出 QICWp
和 QICWr 准则对其进行修正。Shen 和 Chen [12]基于平方损失函数提出 MLIC 与 MLICC 准则，用于变

量选择及工作相关矩阵的选择，进一步完善了 GEE 模型选择体系。此外，相较于模型选择领域的研究，

模型平均方面针对此类数据的相关研究仍较为匮乏。 
因此，本文拟针对退出型缺失纵向数据的模型平均问题展开研究，提出了一种可有效提升预测精度

的模型平均方法。具体而言，我们将不同协变量与工作协方差矩阵纳入候选模型，采用 WGEE 对候选模
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型进行估计，并通过 LsoCV 准则确定各候选模型的权重，最终通过模拟实验与实例分析进一步验证所提

方法的优良性。 

2. 模型平均估计 

2.1. 模型假设 

假设随机样本包含 n 个个体。对第 i 个个体，令 ity 为第 it 个响应变量， itx 为对应的协变量向量，

1, ,i n= 
， 1, , it T=  ，观测总数

1

n

i
i

T T
=

= ∑ 。记 ( )1, ,
ii i iTy y ′=Y  ， ( )1, ,

ii i iT
′=X x x ，考虑纵向数据下的

线性模型： 
, 1, , ,i i i i i i n= + = + =Y μ ε X β ε   

其中 it itµ ′= x β ， ( )1, ,
ii i iTµ µ ′=μ  ， β为未知的 p 维回归系数， ( )1, ,

ii i iTε ε ′=ε  为随机误差，且满足

( )|i iE =ε X 0， ( )| 0i i i iE ′ = >ε ε X Σ 。这里假定协变量 itx 能被完全观测，但响应变量 ity 可能在时间 1t >
时出现退出型缺失。令 itr 为缺失的指标变量，即当 ity 缺失时 0itr = ，否则 1itr = 。退出型缺失会导致单调

缺失数据模型，若 ity 缺失意味着 ( )1 , ,
iiTi ty y+  也缺失，即若 0itr = 则之后的 ( )1 0

iiTi tr r+ = = = 。另外假设

所有个体的第一次试验都能被观测，即 1itr = 。 

令 ( )1| ,it it i iP rπ = = X Y ， ( ) ( )( )11 11 | 1, , , ,it i ii tt ti iP r r y yλ − −= = = X  ，则有 1 1iλ = 。在 MAR 机制下，

1it i itπ λ λ= × × 。在响应变量存在退出型缺失的情形下，利用如下的基于恒等连接函数的 WGEE 估计 β， 

( ) ( ) ( )1

1 1
,

n n

i i i i i i
i i

U U −

= =

′= = − =∑ ∑β β X V W Y X β 0  

其中 ( )1 1 , ,
i ii i i iT iTdiag r rπ π=W  ， iV 为工作协方差矩阵。令 ( )1, , n

′′ ′=Y Y Y ， ( )1, , n
′′ ′=X X X ，

( )1, , n
′′ ′=μ μ μ ， ( )1, , n

′′ ′=ε ε ε ， ( )1, , ndiag=V V V ， ( )1, , ndiag=W W W 。则 β的估计可表示为 

( ) 11 1 ,
−− −= ′ ′β X V WX X V WY



 

相应地， μ的估计可表示为 

( ) 11 1 .
−− −= = ′ ′μ Xβ X X V WX X V WY



  

2.2. 模型平均准则 

为实现对 μ的精准预测，本小节给出一种可行的权重选择准则，并基于该准则得到 μ的模型平均估

计量。共考虑 M 个候选模型，其中第 m 个候选模型为 
( )

( )
( ) , 1, , ,m m

i i im i n= + =Y X β ε   

其中 ( )m
iX 为 i mT k× 阶协变量矩阵， ( )

( ), m
imβ ε 为对应的回归参数和随机误差， 1, ,m M= 

。在第 m 个候选

模型下， μ的估计为 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )
1

1 1 ,m m m m m m
m m m m

−
− −′= ′μ X X V W X X V W Y P Y





  

这里 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

1
1 1m m m m m

m m m m

−
− −= ′ ′P X X V W X X V W



， ( ) ( ) ( )( )1 , ,m m m
n

′
= ′ ′X X X

为 mT k× 阶矩阵， 

( ) ( ) ( )( )1, ,m m m ndiag=V V V 为有可能错误指定的T T× 阶协方差矩阵， ( ) ( ) ( )( )1, ,m m m ndiag=W W W ，其中，
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( ) ( )( ) ( ) ( )
11 | ,m m m m

it it i i i itP rπ λ λ= = = × ×X Y  ， ( )
( )

( )
( )( )11 11 | 1, , , ,m m

it it i ii t i tP r r y yλ − −= = = X  ， 

( )
( ) ( )( )1 1 , ,

i i

mm
i i iT iTm i diag r rπ π=W  。 

令 w 为集合 [ ]
1

0,1 : 1
MM

m
m

w
=

 = ∈ = 
 

∑w 中的权重向量，可得 μ的一个模型平均估计 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

,
M M

m m
m m

m m
w w

= =

= =∑ ∑μ w μ P Y P w Y
 

 

  (1) 

其中 ( ) ( )

1

M
m

m
m

w
=

= ∑P w P
 

。 

值得注意的是， ( )mW 一般是未知的，这里我们利用逻辑 (Logistic) 回归模型估计 ( )m
itλ ，

( )( ) ( )
( )logit m m

it it mλ = ′z γ ，其中 ( )mγ 为未知的 mq 维系数， ( )m
itz 是某些协变量和历史响应变量组成的向量。记

( )ˆ mγ 为 ( )mγ 的极大似然估计，并将 ( )ˆ mγ 代入 ( )m
itλ 得到估计 ( )ˆ m

itλ ，从而得到 ( ) ( ) ( )
1

ˆ ˆˆ m m m
it i itπ λ λ= × × ，

( )
( ) ( )( )1 1

ˆ ˆ ˆ, ,
i i

mm
i i iT iTm i diag r rπ π=W  ， ( ) ( ) ( )( )1

ˆ ˆ ˆ, ,m m m ndiag=W W W 。将 ( )
ˆ

mW 代入(1)式，得到 μ的模型平均估

计 

( ) ( ) ( )
1

ˆ ,
M

m
m

m
w

=

= ∑μ w P Y P w Y  

其中， ( ) ( )

1

M
m

m
m

w
=

= ∑P w P ， ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

1
1 1ˆ ˆm m m m m

m m m m

−
− −= ′ ′P X X V W X X V W 。 

此外，工作协方差矩阵 ( )m iV 通常基于随机误差 ( )m
iε 的工作相关结构进行估计。在实际应用中，经常采

用复合对称(EX)结构与自回归(AR)结构的工作相关结构。正如 Liang 和 Zeger [1]所指出的，即使相关结

构被错误指定，与完全忽略组内相关性的方法相比，该方法仍有可能提升估计效率。作为协方差矩阵估

计的一种替代方法，我们还可采用不同的工作协方差矩阵来构建候选模型集。我们所提出的模型平均法，

可通过选取不同的协变量与工作协方差矩阵作为候选模型，直接用于降低模型不确定性。 
模型平均估计 ( )μ̂ w 依赖于权重 w 的选取，我们采用去个体交叉验证(LsoCV [3])准则来选择 w 。首

先，令 [ ] ( )1 1 1, , , , ,i i ni − +−
′′ ′ ′ ′=Y Y Y Y Y  ， [ ]

( ) ( ) ( )( )1 , ,m m m
ni−

′ ′
= ′X X X

， ( )[ ] ( )[ ]
ˆ,m i m i− −V W 分别表示删去 ( ) ( )

ˆ,m mV W 第 i

个对角块后得到的矩阵， 1, ,i n= 
，采用去个体法(leave-subject-out)估计 iμ 为  

( ) ( )
[ ]
( )

( )[ ] ( )[ ] [ ]
( )( ) [ ]

( )
( )[ ] ( )[ ] [ ]

1
1 1ˆ ,ˆm m mm m

i i m i m i m i m i ii i i

−
∗ − −

− − − − −− − −
′ ′=μ X X V W X X V W Y  

其中 ( ) ( ) ( )( )1 , ,
i

mm m
i i iT

∗∗ ∗ ′=μ μ μ ，令 ( ) ( ) ( )( )1 , ,m m m
n

∗ ∗ ∗ ′′ ′=μ μ μ
， ( ) ( )

1

M
m

m
m

w ∗∗

=

= ∑μ w μ 。在退出型缺失机制下，我

们基于完全观测数据(complete case data)构造 LsoCV 准则。对第 i 个个体，假如 1, ,
ii iJy y 未缺失，且

( )1 0
ii Jr + =  (若 i iJ T< )，令 ( )1, , n

′′ ′=Y Y Y  

 ， ( )1, ,
ii i iJy y ′=Y  为 iY 中未缺失响应变量的子集，相应地，令

( ) ( ) ( )( )1 , ,
i

mm m
i i iJ

∗∗ ′=μ μ μ
 ， ( ) ( ) ( )( )1 , ,m m m

n
′ ′ ′=μ μ μ  


， ( ) ( )

1

M
m

m
m

w
=

= ∑μ w μ  。定义完全观测数据下的 LsoCV 准则

为 

 ( ) ( )
2

LsoCV ,= −w Y μ w

  (2) 

通过极小化(2)式，得到 ( )ˆ arg min LsoCV∈= ww w 。此后，估计量 ( )ˆμ̂ w 被称为参数 μ的退出缺失机
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制下去个体模型平均估计量(DM-LsoMA)。 

3. 模拟计算 

在本小节中，我们设计一个模拟实验来验证所提方法的性能，并与其他一些替代方法进行比较。假

设数据生成模型如下： 

0 1 1 2 2 3 3 , 1, , ; 1, , ,it it it i it it it iy x x x i n t Tµ ε β β β β ε= + = + + + + = =   

其中 ( )1  ~ 0,1ix U ， 2 1itx t= − ， ( )3  ~ 0,1itx N ， ( ) ( )0 1 2 3, , , 2,1,0.5,0.3β β β β ′ ′= = −β ， 3iT = ，n 取 50 或 100，

随机误差项 ( )1, ,
ii iTε ε ′

 服从均值为 0，方差为 1，且相关矩阵为 ( )R ρ 的多元正态分布。我们考察真实相

关矩阵 ( )R ρ 分别为可交换(EX)与一阶自回归(AR (1))结构的两种场景，其中 { }0.3,0.5ρ ∈ 。考虑退出缺失

模型如下： 

( )0 1 21log , 1, , ; 2, , ,
1

it
iti t

it

y h i n t T
λ

θ θ θ
λ −

 
= + + = = − 

   

其中 ( ) ~ 0.5,0.5ith U − ，参数 ( )0 1 2, ,θ θ θ ′=θ 分别取值 ( )0.1,1.3, 1.2 ′− − 和 ( )0.1,1.3, 0.7 ′− − 将退出缺失率 mr 分
别设定为 0.2 和 0.3 左右。 

这里选取 5 种协变量： { } { } { } { } { }{ }1 3 1 2 1 3 2 3, , , , , , ,i it i it i it it itx x x x x x x x ，并将单位矩阵、EX、AR (1)三种工 

作相关矩阵类型纳入候选模型。通过协变量与工作相关矩阵的完全交叉组合，共构建 15 个候选模型用于

后续分析。 
 

 
Figure 1. Boxplots of MSE under different methods (for ( )R ρ  EX structure, 0.3ρ = ) 

图 1. 不同方法下 MSE 的箱线图( ( )R ρ 为 EX 结构， 0.3ρ = ) 

mr ≈ 0.3, n = 50 mr ≈ 0.3, n = 100

mr ≈ 0.2, n = 50 mr ≈ 0.2, n = 100
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Figure 2. Boxplots of MSE under different methods (for ( )R ρ  EX Structure, 0.5ρ = ) 

图 2. 不同方法下 MSE 的箱线图( ( )R ρ 为 EX 结构， 0.5ρ = ) 
 

 
Figure 3. Boxplots of MSE under different methods (for ( )R ρ  AR (1) Structure, 0.3ρ = ) 

图 3. 不同方法下 MSE 的箱线图( ( )R ρ 为 AR (1)结构， 0.3ρ = ) 
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Figure 4. Boxplots of MSE under different methods (for ( )R ρ  AR (1) Structure, 0.5ρ = ) 

图 4. 不同方法下 MSE 的箱线图( ( )R ρ 为 AR (1)结构， 0.5ρ = ) 

 
我们将提出的 DM-LsoMA 方法与模型平均方法：不可行的、基于完全数据(complete data)的 LsoMA 

[3]，等权重(Equal Weight, EW)和模型选择方法：QICWp [10]，QICWr [11]，MLIC 及 MLICC [12]进行 

比较。采用均方误差 ( ) 2

1

1 ˆMSE
B

b

bBT =

= −∑ μ μ 作为评判标准，其中 B (取 100)为实验重复次数，对第 b 次

实验， ( )ˆ bμ 为 μ的估计量， 1, ,b B=  。 

为对比分析不同方法的性能，我们绘制了相应的 MSE 箱线图，结果如图 1~4 所示。由图示结果可

见，当真实相关矩阵分别为 EX 结构与 AR (1)结构时，模型平均方法始终表现出比模型选择方法更优的

性能。所提出的 DM-LsoMA 方法相较于 EW 方法具有显著优势，且与完整数据下的 LsoMA 结果差异较

小，尤其在缺失率较低时更为明显。此外，在 ρ 和缺失率保持不变的条件下，随着个体数 n 增加，所有

方法的 MSE 均呈现下降趋势，并且表现更加稳定，尤为值得关注的是，DM-LsoMA 与 LsoMA 之间的

MSE 差距随之逐渐缩小，这充分表明 DM-LsoMA 的优势随个体数增大而愈发显著。综上所述，当数据

存在退出型缺失时，DM-LsoMA 方法展现出优良的有限样本性能，可为相关预测问题提供有效工具。 
另外，当样本量 n 较大时，本文所使用的 LsoCV 准则可能会产生较高的计算成本。为此，后续可借

鉴 Zhang 和 Liu [13]的思路引入 K-折交叉验证准则，从而有效缩减计算量并提高运算效率。 

4. 实证分析 

本节我们将所提方法应用于原发性胆汁性肝硬化(PBC)数据集，该数据集可通过R语言包“joineRML”
获取。该数据集涉及 312 例患者，研究初期记录了 age (登记时年龄)、gender (性别，男性与女性)、drug 
(药物类型，安慰剂与 D-青霉胺)等基线变量，并重复测量了多种生物标志物数据，如 serbili (血清胆红素)、
alkaline (碱性磷酸酶)、prothrombin (凝血酶原)等。本研究剔除重复测量次数不足 8 次及存在数据缺失的

mr ≈ 0.3, n = 50 mr ≈ 0.3, n = 100

mr ≈ 0.2, n = 50 mr ≈ 0.2, n = 100
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患者，最终纳入 89 例患者，共 952 条记录用于分析。 
PBC 是一种慢性疾病，其特征为肝脏内小胆管的炎症性破坏，最终导致肝硬化并引发死亡。患者常

表现为血液检测异常，如血清胆红素水平升高且呈渐进性上升趋势。因此，分析胆红素水平的时间变化

规律具有重要医学意义。本研究以 log (serbili)为响应变量，参照 Bo 和 Zhang [14]的研究方法，选取 age、
gender、drug、log (prothrombin)及 log (alkaline)共 5 个协变量构建候选模型。采用 EX 结构作为工作相关

矩阵，通过对上述 5 个协变量进行组合，共构建 52 1 31− = 个候选模型。 
另外，考虑退出缺失模型如下： 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 1 2 3 4

5 6 7 81 2 3

log log
1

log ,

it
i i i it

it

it i t i t i t

age gender drug prothrombin

alkaline y y y

λ
θ θ θ θ θ

λ

θ θ θ θ− − −

 
= + + + + − 
+ + + +

 

其中 1, ,89i =  ， 2, , it T=  ，设定参数 ( )0.1,0.9,1.2,1.3,0.5, 0.5, 0.1,0.2,0.1 ′= − − −θ 使得退出缺失率约为0.3。 
将数据随机分为训练集和测试集，利用训练集进行参数估计，然后基于测试集评估不同方法的预测

能力。假设训练集包含 0 0.6 ,0.7n n n= 例患者的数据，测试集包含剩余 0n n− 例患者的数据，重复实验 B =  

100 次，并计算均方预测误差(MSPE)： ( ) ( )( )
0

2

1 1 11

1 1 ˆˆMSPE
iTB n

b
it it

b i n t
y

B N
µ

= = + =

= −∑ ∑ ∑ ω ，其中
0

1
1

n

i
i n

N T
= +

= ∑ ， ( )ˆ b
itµ 为

itµ 的估计。 

表 1 给出了 7 种方法对应的 MSPE 的均值。从表 1 可以看出，在各类情形下，本文所提 DM-LsoMA
方法的预测精度均优于其他对照方法，仅略低于基于完全数据的 LsoMA 方法，这一结果与模拟分析结论

一致。说明在存在退出型数据缺失时，DM-LsoMA 能够有效利用缺失数据信息，其预测性能显著优于 EW、

MLIC、MLICC、QICWr 及 QICWp 等方法。 
 
Table 1. Mean of MSPE under different methods 
表 1. 不同方法下 MSPE 的均值 

 LsoMA DM-LsoMA EW MLIC  MLICC  QICWr QICWp 

0 0.6n n=  0.8460 0.8738 0.9075 0.8989 0.9057 0.9122 0.8818 

0 0.7n n=  0.8719 0.8886 0.9166 0.9268 0.9285 0.9271 0.8919 

5. 总结 

本文研究了基于 LsoCV 准则的退出型缺失纵向数据模型平均估计，经模拟实验与实例分析验证了所

提方法在预测精度与适用性上的优良表现，表明该方法可以有效利用缺失数据信息，并为相关预测问题

提供有效工具。未来还可进一步考虑高维纵向数据的情形(Zhao 和 Zuo [4])，通过边际相关性实现协变量

分组与候选模型构建，以此降低计算成本。此外，本文方法亦可拓展至广义线性模型，借鉴 Yu 等[8]的
思路，以 KL 散度度量损失，并通过二阶近似去个体交叉验证(SEAL)准则选择权重，从而提高计算效率，

并从理论上分析其渐近最优性。 
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