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摘  要 

对贷款和随机扰动下索赔次数为复合Poisson-Geometric过程风险模型的分红问题进行研究，得到了绝

对破产前分红总量现值的期望、矩母函数以及n阶原点矩满足的积分–微分方程和边界条件，并给出这些

积分–微分方程和边界条件的经济学直觉解释，借助confluent hypergeometric函数求出了个体索赔额

服从指数分布时的解析表达式。 
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Abstract 
In this paper, we consider the dividend payments problems in a risk model perturbed by diffusion 
with a constant barrier dividend strategy and debit interest, in which the claim counting process is 
a compound Poisson-Geometric process. We derive a system of integro-differential equations with 
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boundary conditions satisfied by the moment generating function, the expectation and the nth mo-
ment of the cumulative discounted dividend payments until absolute ruin. Furthermore, we give 
intuitive economic explanations for these integral-differential equations and boundary conditions. 
Meanwhile, we obtain the explicit expressions when the claim sizes are exponentially distributed 
by the confluent hypergeometric function. 
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1. 引言 

保险风险理论是当前精算界和数学界及保险业研究的热点课题，也是近代应用统计学的一个重要分

支，其主要研究和处理保险实务中的随机风险模型，并从定量的角度分析保险公司投资组合的资金流动，

即直至破产时的分红总量。 
自 De Finetti (1957) [1]首次提出分红策略以来，考虑分红的风险模型引起了众多学者的广泛关注，并

得到了许多有现实意义的研究成果。Lin et al. (2003) [2]对障碍分红策略下经典复合 Poisson 风险模型的期

望折现罚金函数及指数索赔和混合指数索赔下一些与破产相关的特征量进行了研究。Tan et al. (2011) [3]
采用迭代方法讨论了障碍分红策略下 Sparre Andersen 风险模型直至破产前的期望折现分红总量以及 Ger-
ber-Shiu 函数，并通过递推方法得到了直至破产前折现分红总量的任意阶矩。Zhang (2020) [4]研究了带有

双边跳跃 Erlang(n)分红风险模型的期望折现罚金函数和直至破产前分红总量现值的各阶矩，并通过数值

算例给出了期望折现罚金函数和分红总量期望现值的具体表达式。谢佳益和张志民(2025) [5]利用 COS 方

法讨论了谱负 Lévy 风险模型分红与破产相关函数的统计估计，并推导了估计量的收敛速率。赵金娥等

(2023) [6]对投资利率和障碍分红策略下保费收入为复合 Poisson 过程风险模型破产前的累积分红现值进

行了研究，并通过数值算例分析了初始资本、红利界限及投资利率对累积分红期望现值的影响。这些研

究不仅进一步充实了保险风险理论的现有成果，也为公司管理层在平衡日常运营与股东利益、制定红利

分配策略时提供了理论依据与决策参考。 
在上述研究中，通常假定当保险公司的盈余小于 0 时公司发生破产，这并不符合保险公司的实际运

营情况。事实上当保险公司出现赤字时，可借助银行贷款、保费收入偿还债务等途径缓解资金缺口。保

险公司有可能扭亏为盈，但是当赤字低于某一特定阈值时，负盈余便无法恢复为正值，此时称绝对破产

发生。Cai Jun (2007) [7]探究了保险公司的资产盈余为负时通过贷款利率 β 维持经营，并对模型的 Gerber-
Shiu 函数和绝对破产概率进行了研究。Gerber 和 Yang (2007) [8]讨论了借贷利率下带干扰风险模型的绝

对破产概率；Yuen et al. (2008) [9]和 Wang (2009) [10]对贷款利息下经典分红风险模型的期望折现罚金函

数和直至绝对破产前总分红量的期望现值进行了研究。李帅(2023) [11]利用动态规划原理研究了贷款利息

和障碍分红策略下经典风险模型的最优分红与注资问题，其它有关绝对破产风险模型的研究可见文献

[12]-[14]。 
在以上考虑的风险模型中，保险公司的索赔次数通常用复合 Poisson 过程来描述。而 Poisson 分布具
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有“方差与均值相等”的统计特征，这意味着“事故发生即赔付，即赔付次数等于风险事件数”。但在保

险实务中，自保险公司推出免赔额制度和无赔款折扣(NCD)等制度后，赔付次数显著小于风险事件数。针

对这一问题，毛泽春[15]和廖基定[16]提出的复合 Poisson-Geometric 过程有效解决了风险事件和赔付事件

等价的问题，并且给出了有关 Gerber-Shiu 函数及与破产相关特征量的一些研究成果；侯致武等在此基础

上进一步考虑了投资收益下复合 Poisson-Geometric 过程风险模型的 Gerber-Shiu 函数和破产问题[17]-[20]，
但是到目前为止，尚未有关于该模型在绝对破产方面的研究。 

为使模型更接近保险公司的实际经营运作，本文在文献[9]的基础上将索赔过程由复合 Poisson 过程

推广为复合 Poisson-Geometric 过程，并在模型中考虑随机干扰因素，建立带干扰的复合 Poisson-Geometric
分红风险模型，然后运用盈余过程的强 Markov 性得到了分红总量现值的期望、矩母函数、n 阶原点矩；

最后借助 confluent hypergeometric 函数给出指数索赔下分红总量现值矩的显示表达式。 

2. 模型介绍 

定义 1.1 设b ( )u b≤ 为红利界限，当保险公司的资产盈余超过b 时，超出部分全部用来分红；当资

产盈余介于 0 和 b 之间时，不进行分红；当资产盈余小于 0 时，公司以利率 β 借入资金；当资产盈余小

于 c β− 时，绝对破产发生。于是保险公司的盈余过程 ( ){ }, 0bU t t ≥ 可表示为： 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

d d ,
d d d d , 0

d d d , 0

b

b b

b

S t W t U t b
U t c t S t W t U t b

c U t t S t W t c U t

σ
σ

β σ β

− + ≥


= − + ≤ <
 + − + − < <  

 

其中 ( )0bU u= 是保险公司的初始资本，c 为保费率， ( )
( )

1

N t

i
i

S t X
=

= ∑ 是保险公司到时刻 t 为止支付的总索赔 

额， ( )N t 为发生的索赔次数， iX 表示第 i 次的索赔额， 0σ ≥ 是扩散系数。且 
(1) ( ){ }, 0N t t ≥ 是服从参数为 ( ) ( ), 0 1λ ρ ρ≤ < 的 Poisson-Geometric 过程； 
(2) { }, 1iX i ≥ 是独立同分布随机变量序列，其分布函数为 ( )F x ，密度函数为 ( )f x ，且 ( )*kF x 与 

( )*kf x 分别是 ( )F x 和 ( )f x 的 k 重卷积，并记 ( ) ( ) ( )1 *

1
1 k k

k
F x F xρ ρ ρ

∞
−

=

= −∑ ， ( ) ( ) ( )1 *

1
1 k k

k
f x f xρ ρ ρ

∞
−

=

= −∑ ， 

( ) ( )1F x F xρ ρ= − ； 
(3) ( ){ }, 0W t t ≥ 是一标准的 Brown 运动； 
(4) { }, 1iX i ≥ 、 ( ){ }, 0N t t ≥ 、 ( ){ }, 0W t t ≥ 相互独立。 
定义 1.2 设 ( )D t 为 [ ]0, t 时间内保险公司的分红总量，定义 

( ), 0
e db t

u bD D t
τ δ−= ∫ , 

为直至 bτ 时分红总量的现值，其中 ( ){ }inf 0,b bt U t cτ β= ≥ ≤ − 为绝对破产时刻， 0δ ≥ 为折现因子，且对

于 c u bβ− < < ，定义 ,u bD 的期望、矩母函数和 n 阶原点矩分别为： 

( ) ,, u bV u b E D=    , 

( ) ,, , e u byDM u y b E  =   , 

( ) ,, n
n u bV u b E D =   , n N∈ , 

其中 ( )0 , 1V u b ≡ ，显然 ( ) ( )1 , ,V u b V u b= 。 
引理 1.1 [15]设 ( ){ }, 0N t t ≥ 是服从参数为 ( ),λ ρ 的 Poisson-Geometric 过程，则当 0t → 时，有 
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( )( ) ( )P 0 e 1tN t t o tλ λ−= = = − + , 

( )( ) ( ) ( )P , 1,2,3,k
kN t k t A t o t kθρ= = + =  , 

其中
( )1λ ρ

θ
ρ
−

=  (若 0ρ = ，则θ λ= )， ( ) ( ) ( ) 2
1 1

kk
kA t k tρ ρ θ

−
= + − +   ，且 ( )

0
k

k
A t

∞

=
∑ 一致收敛， ( )o t 与

k 无关。 

3. 积分–微分方程 

考虑到当 c u bβ− < < 时，对于 u 在不同范围的取值，绝对破产前分红总量现值 ,u bD 的矩母函数

( ), ,M u y b 的表达式也不同，故定义 

( ) ( )
( )

1

2

, , , 0
, ,

, , , 0
M u y b c u

M u y b
M u y b u b

β− < <
=  ≤ <

 

定理 2.1 当 0c uβ− < < 时， ( )1 , ,M u y b 满足以下的积分–微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
1 1 1
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, , , , , ,
, ,

2

, , d 0,
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∂ ∂ ∂

+ − + + =∫
          (3.1) 

当 0 u b≤ < 时， ( )2 , ,M u y b 满足下面的积分–微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

22
2 2 2
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2 10

, , , , , ,
, ,

2

, , d , , d 0.
u u c

u
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+
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      (3.2) 

并满足边界条件： 

( )1 , , 1M c y bβ− =                                 (3.3) 

( ) ( )2
2

, ,
, ,

u b

M u y b
yM b y b

u
=

∂
=

∂
                            (3.4) 

( ) ( )1 20 , , 0, ,M y b M y b− =                              (3.5) 
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=
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               (3.6) 

证明：当 0c uβ− < < 时，在非常小的时间区间 ( )0, t 内，由引理 1.1 及盈余过程 ( ){ }, 0bU t t ≥ 的强马

尔可夫性，有 
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https://doi.org/10.12677/aam.2026.155259


孔梁光 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.155259 677 应用数学进展 
 

由 Taylor 展式，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1 0 1
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将上式代入式(3.7)，并在两边都除以 t ，然后再令 0t → ，得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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将
( )1λ ρ

θ
ρ
−

= 代入上式，并运用级数的一致收敛性，即得式(3.1)。 

类似地，当 0 u b≤ < 时，在非常小的时间区间 ( )0, t 内，有 
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类似于式(3.1)的推导即得式(3.2)。 
若 u c β= − ，绝对破产发生，此刻保险公司没有红利支付，所以边界条件(3.3)成立。 
当 u b= 时，有 
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              (3.8) 

利用类似的方法，由式(3.8)可得 
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在式(3.2)中令 u b↑ ，并与式(3.9)进行比较即得边界条件(3.4)。 
当 0c uβ− < < 时，设 0t 为盈余由 u 首次到达 0 的时刻，则由盈余过程 ( ){ }, 0bU t t ≥ 的马氏性，有 
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类似地，有 
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′= > + ≥

≥ + ≥

             (3.11) 

其中，0t′ 为索赔发生前盈余由u 首次到达 0 的时刻，而 1T 是首次索赔发生的时间。由于当 0u ↑ 时， 0 0τ → ， 

0 0t → ，且 ( )00
lim P 0bu

τ τ
↑

≥ = ，于是在式(3.10)和式(3.11)中令 0u ↑ ，可得边界条件(3.5)。 

在式(3.1)中令 0u ↑ ，而在式(3.2)中令 0u ↓ ，并结合边界条件(3.5)，即得边界条件(3.6)。 
注：当 0ρ = 时，式(3.1)~(3.4)变为文献[12]中的式(3.1)~(3.3)，而式(3.5)为文献[12]中的定理 3.2；当

0ρ = 且 0σ = 时，式(3.1)~(3.4)为文献[10]中的式(1)~(4)，而式(3.5)为文献[10]中的定理 2.2；当 0ρ = ，

0σ = 且 β →∞  (即 0c β− → )时，式(3.1)~(3.4)为文献[21]中的式(19)~(21)。 

记 ( ) ( )
( )

1

2

, , 0
,

, , 0
n

n
n

V u b c u
V u b

V u b u b
β− < <

=  ≤ <
，则有 

定理 2.2 当 0c uβ− < < 时，绝对破产前分红总量现值 ,u bD 的 n 阶原点矩 ( )1 ,nV u b 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 10
, , , , d 0

2
u c

n n n nV u b u c V u b n V u b V u x b f x x
β

ρ
σ β λ δ λ

+
′′ ′+ + − + + − =∫       (3.12) 

当 0 u b≤ < 时，绝对破产前分红总量现值 ,u bD 的 n 阶原点矩 ( )2 ,nV u b 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2 2 20

1

, , , , d
2

, d 0,

u
n n n n

u c
nu

V u b cV u b n V u b V u x b f x x

V u x b f x x

ρ

β
ρ

σ λ δ λ

λ
+

′′ ′+ − + + −

+ − =

∫

∫
           (3.13) 

且满足边界条件： 

( )1 , 0nV c bβ− = ,                               (3.14) 

( ) ( )2 1,2, ,n nu b
V u b nV b b−=
′ = ,                           (3.15) 

( ) ( )1 20 , 0,n nV b V b− = ,                             (3.16) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 2 20 , 0 , 0, 0,
2 2n n n nV b cV b V b cV bσ σ− −′′ ′ ′′ ′+ = + ,                 (3.17) 

( )1 , 0nV c bβ′′ − = .                                (3.18) 

证明：将 ( ) ( )
1

,
, , 1

!
n n

n

V u b
M u y b y

n

∞

=

= +∑ 代入式(3.1)~(3.6)并比较 ( )Nny n +∈ 的系数即得式(3.12)~(3.17)。 

在式(3.12)中令 u c β↓ − ，并结合边界条件(3.14)可得边界条件(3.18)。 
注：当 0ρ = 时，式(3.12)~(3.16)变为文[12]中的式(3.6)~(3.10)；当 0ρ = 且 0σ = 时，式(3.12)~(3.16)为

文[10]中的式(15)~(20)；当 0ρ = ， 0σ = 且 β →∞  (即 0c β− → )时，式(3.12)、(3.13)和(3.15)为文[21]中
的式(22)和式(24)。 

当 1n = 时，由定理 2.2，有 
定理 2.3 当 0c uβ− < < 时，绝对破产前分红总量 ( )D t 的期望现值 ( )11 ,V u b 满足： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

11 11 11 110
, , , , d 0

2
u c

V u b u c V u b V u b V u x b f x x
β

ρ
σ β λ δ λ

+
′′ ′+ + − + + − =∫ ,       (3.19) 

当 0 u b≤ < 时，绝对破产前分红总量 ( )D t 的期望现值 ( )12 ,V u b 满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

12 12 12 120

11

, , , , d
2

, d 0,

u

u c

u

V u b cV u b V u b V u x b f x x

V u x b f x x

ρ

β
ρ

σ λ δ λ

λ
+

′′ ′+ − + + −

+ − =

∫

∫
             (3.20) 

相应的边界条件为 

( )11 , 0V c bβ− = ,                                 (3.21) 

( )12 , 1
u b

V u b
=

′ = ,                                  (3.22) 

( ) ( )11 120 , 0,V b V b− = ,                                (3.23) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11 11 12 120 , 0 , 0, 0,
2 2

V b cV b V b cV bσ σ− −′′ ′ ′′ ′+ = + ,                 (3.24) 

( )11 , 0V c bβ′′ − = .                                  (3.25) 

4. 关键方程与边界条件的经济学含义 

下面对定理 2.1~2.3 中的积分–微分方程及其边界条件给出金融经济学视角的阐释，以增强模型的可

读性与经济内涵。 

4.1. 积分–微分方程的经济学含义 

本文所构建的积分–微分方程体系，本质上是对带扩散扰动的 Poisson-Geometric 风险模型下“绝对

破产前累积分红现值”这一随机变量的概率特征与经济行为的数学刻画，其各项的经济学含义如下： 

扩散项
2 2

22
M
u

σ ∂
∂

 (或
2

2 nVσ ′′ )：表示资产或市场环境的波动带来的不确定性影响。 

漂移项 ( ) Mu c
u

β ∂
+

∂
 (或 ( ) nu c Vβ ′+ )：表示当 0u < 时，公司处于借贷状态，保费收入需优先偿还以利

率 β 计息的债务，净现金流为 u cβ +  (注意 0u < ，故 uβ 为负)；当 0u ≥ 时，公司恢复正常运营，漂移 

项简化为 c，即仅由保费收入推动盈余增长。 

折现项
My
y

δ ∂
−

∂
 (或 nn Vδ− )：表示资金的时间价值。未来分红需按无风险利率(或公司要求的回报率) 

δ 折现到当前； n 阶矩中 nδ 反映高阶矩对时间价值更敏感。 
跳跃项 ( )dM f x xρλ  − ⋅ ∫  (或 ( )dnV f x xρλ  − ⋅ ∫ )：表示保险索赔的冲击效应。 λ 是 Poisson-

Geometric 过程的索赔到达率，积分项表示索赔发生后盈余减少 x 时累积分红现值矩的期望，二者差值体

现索赔发生会降低盈余，进而降低累积分红现值。 

4.2. 边界条件的经济学含义 

(1) 绝对破产处的吸收边界条件 
边界条件(3.3)、(3.14)和(3.21)表示当盈余降至绝对破产水平 c β− 时，公司资不抵债且无法通过借贷

继续经营，此时未来的分红现值恒为 0，故其矩母函数退化为 1，各阶矩均为 0，这是自然的“吸收边界”

条件。 
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边界条件(3.18)和(3.25)表示在吸收边界附近，价值函数的曲率消失。直观上，一旦盈余接近绝对破产

点，破产的确定性趋于 1，任何微小的盈余波动都不再改变“分红价值为 0”这一事实。因此，价值函数

在边界附近以线性(平坦)方式趋近于 0，这排除了通过无限放大波动来获取套利收益的可能性，确保了边

界处的数学正则性与经济合理性。 
(2) 分红边界处的平滑粘贴条件 
边界条件(3.4)、(3.15)和(3.22)表示分红边界处的边际效益等于即时分红带来的收益，确保分红时无套

利。 
(3) 零点处的无套利连续性 
边界条件(3.5)、(3.16)和(3.23)表示盈余穿越 0 点时分红现值满足连续性，避免跳跃式价值差异。 
(4) 零点处的连续平滑粘贴性 
边界条件(3.6)、(3.17)和(3.24)表示盈余在零点处的“边际价值”无跳跃，该条件同时也体现了风险模

型的“连续性假设”，即盈余微小变化不会导致分红价值突变。 

5. 指数索赔下的显示解 

假设索赔额服从参数为α 的指数分布，即 ( ) ( )1 e 0, 0xF x xα α−= − > > 。由于 ( ) ( )
1

* e
1 !

k k
k xxf x

k
αα −

−=
−

，所

以 ( ) **e xf x α
ρ α −= ，其中 ( )* 1α ρ α= − 。 

将 ( ) **e xf x α
ρ α −= 分别代入式(3.16)和式(3.17)，并令 0δ = ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*2
*

1 1 1 1, , , , e d 0
2

u u x
n n n nc

V u b u c V u b V u b V x b xα

β

σ β λ λ α − −

−
′′ ′+ + − + =∫ ,           (5.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *2 0* *
2 2 2 2 10

, , , , e d , e d 0
2

u u x u x
n n n n nc

V u b cV u b V u b V x b x V x b xα α

β

σ λ λ α λ α− − − −

−
′′ ′+ − + + =∫ ∫ ,  (5.2) 

分别对式(5.1)和式(5.2)运用算子 *d
du

α + 
 

，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

* *
1 1 1, , , 0

2 2n n nV u b u c V u b u c V u bσ σ α β α β β λ
 

′′′ ′′ ′ + + + + + + − =   
 

,       (5.3) 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

* *
2 2 2, , , 0

2 2n n nV u b c V u b c V u bσ σ α α λ
 

′′′ ′′ ′+ + + − = 
 

,                (5.4) 

当 0c uβ− < < 时，令 ( ) ( )*

1 , e z
nV u b g zα−′ = ，

* 2

2
cz u α σ
β β

= + − ，故三阶变系数微分方程(5.3)变为 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0
2

g z zg z g zσ β β λ′′ ′+ + − = .                         (5.5) 

再令 2
2x zβ

σ
= − ， ( ) ( )g z k x= ，则方程(5.5)可转化为 Kummer 合流超几何方程 

( ) ( ) ( )1 1 0
2 2 2

xk x x k x k xλ
β

  ′′ ′+ − − − =   
   

,                     (5.6) 

由文献[22] [23]知方程(5.6)的解为 

( ) ( )
1
21 2

1 1 3e U , ; e M , ;
2 2 2 2 2

x x
n nk x a x a x xλ λ

β β
   

= − + − + −   
   

, 
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其中 1na 、 2na 是任意常数，而 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 2 11

1 12 1
1 2 2 10

2 1 1

M , ; e 1 d , 0l llxtl
l l x t t t l l

l l l
− −−Γ

= − > >
Γ − Γ ∫ , 

( ) ( ) ( ) 2 11 11
1 2 10

1

1U , ; e 1 d , 0l llxtl l x t t t l
l

∞ − −−−= + >
Γ ∫ , 

分别是第一类和第二类合流超几何函数。所以 

( )
2 2

2 22 2
1 22 2

1 1 3e U , ; e M , ;
2 2 2 2 2

z z

n ng z a z a z z
β β
σ σβλ β λ β

β σ σ β σ

− −   
= + +   

   
. 

记
2

2
c α σκ
β β

∗

= − ，则 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2,n n nV u b a h u a h u∗ ∗′ = + , 

其中 

1 1en na a α κ∗∗ −= , 2 2 en na a α κβ
σ

∗∗ −=  

是待定常数，且 

( )
( )

( )
2

2
2

1 2
1e U , ;

2 2

u
u u

h u
β κ

α
σ β κλ

β σ

∗
 +
 − +
  

 +
=  

 
 

, 

( ) ( )
( )

( )
2

2
2

2 2
1 3e M , ;
2 2 2

u
u u

h u u
β κ

α
σ β κλκ

β σ

∗
 +
 − +
  

 +
= + + 

 
 

. 

因此 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2,n n nV u b a H u a H u∗ ∗= +                           (5.7) 

其中 

( ) ( )1 1 d
u

c
H u h s s

β−
= ∫ , ( ) ( )2 2 d

u

c
H u h s s

β−
= ∫ . 

显然，三阶常微分方程(5.4)的通解为 

( ) 1 2
2 3 4 5, e es u s u

n n n nV u b a a a∗ ∗ ∗= + +                            (5.8) 

其中 3na∗ 、 4na∗ 和 5na∗ 是待定系数，而 1s 和 2s 是方程 

( )
2 2

2 * * 0
2 2

s c s cσ σ α α λ
 

+ + + − = 
 

 

的两个根，且 

( )
22 2

* * 2 *

1 2

2
2 2

c c c
s

σ σα α σ α λ

σ

   
− + + + − −   
   =  
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( )
22 2

* * 2 *

2 2

2
2 2

c c c
s

σ σα α σ α λ

σ

   
− + − + − −   
   = . 

将式(5.7)和式(5.8)代入式(5.2)并令 0u ↓ ，再结合边界条件(3.15)~(3.18)，可得 

( )

( ) ( )

1 2* *
4 1 5 2 1,2

* * * * *
1 9 2 10 3 4 5

* * * *
1 5 2 6 4 3 5 4

* *
1 1 2 2

* * * * *
1 7 2 8 3 4 1 5 2

e e ,

0

s b s b
n n n

n n n n n

n n n n

n n

n n n n n

a s a s nV b b

a A a A a a a

a A a A a A a A

a h c a h c

a A a A a a A a A

β β

λ

− + =


+ = + +
 + = +
 ′ ′− + − =
 + = + +

                          (5.9) 

其中 
2

2
1 1 12

A s csσ λ= + − , 
2

2
2 2 22

A s csσ λ= + − , 
2

2
3 1 12

A s csσ
= + , 

2
2

4 2 22
A s csσ

= + ,  

( ) ( )
2

5 1 10 0
2

A h chσ ′= + , ( ) ( )
2

6 2 20 0
2

A h chσ ′= + ,  

( ) ( )0
7 1 10

e d e d d
c xx x

c c
A H x x h s s x

β α α
β β

λ α λ α
∗ ∗∗ − ∗

− −
= − =∫ ∫ ∫ ,  

( ) ( )0
8 2 20

e d e d d
c xx x

c c
A H x x h s s x

β α α
β β

λ α λ α
∗ ∗∗ − ∗

− −
= − =∫ ∫ ∫ ,  

( )0
9 1 d

c
A h s s

β−
= ∫ , ( )0

10 2 d
c

A h s s
β−

= ∫ . 

记 

( ) ( )

1 2
1 2

9 10

5 6 3 4

1 2

7 8 1 2

0 0 0 e e
1 1 1

0
0 0 0

s b s bs s
A A

D A A A A
h c h c

A A A A
β β

λ

 
 

− − − 
 = − −
 
′ ′− − 

 − − − 

, 

( )1,2 ,
0
0
0
0

n

n

nV b b

b

− 
 
 
 =
 
 
 
 

,  

即可得方程组(5.9)的解为 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2 5* * *
1 2 5

det det det
, , , ,

det det det
n n n

n n n
D D D

a a a
D D D

= = =  

其中 ( )1,2, ,5niD i =  是把矩阵 D 中第 i 列元素换成向量 nb 所得到的矩阵，且 

( )
( ) ( )

2* 2

2

2 2* 2
4

1 2

210 e U , ,
2 2 4

c
c

h
α σ

βσ
α σλ

β βσ

−
− − =   

,  

( )
( ) ( )

2* 2

2

2 2* 2* 2
4

2 2

22 1 30 e M , ;
2 2 2 2 4

c
cch

α σ

βσ
α σα σ λ

β β βσ

−
−  −−  = +

 
 

,  
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

* * 2

* * 2

24 * 2 *
4

1 2

24 **
4

2 3e U 1, ;
2 2 4

3e U 1, ; ,
2 2 2 4

c

c

h c
α α σ

β

α α σ

β

λ α σ β α σλβ
σ β β

α σλα λ
β β β

−

−

  −  ′ − = − +
  

  

 
 + +
 
 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 24

4
2

2
2

2

1 3e M , ;
2 2 2 4

3 5 ( )M , ; ,
6 2 2 2 4

c

h c
α α σ

β
α σλβ

β β

λ β α σ λ α σ
β β β

∗ ∗− ∗

∗ ∗

  
  ′ − = +
  

 
+  + +  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2* 2

2

2 2* 2
4

1 2 2

2* 2 * 2

2

21 10 e 2 U , ;
2 2 4

2 23U 1, ; ,
2 2 2 4

c
c

h c

c c

α σ

βσ
α σλ

σ β βσ

λ α σ α σλ
β β βσ

−
−    −   ′ = −     

 − −  + +    

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2* 2

2

2 2* 2 * 2
4

2 2 2

2 2* 2 * 2

2 2

2 21 30 e 1 M , ;
2 2 2 4

2 23 5M , ; .
6 2 2 2 4

c
c c c

h

c c

α σ

βσ
α σ α σλ

βσ β βσ

λ β α σ α σλ
βσ β βσ

−
−    − −  ′  = − +      

 + − − + +
 
 

 

综上，有 
定理 4.1 若 ( ) ( )1 e 0, 0xF x xα α−= − > > ，则绝对破产前分红总量 ( )D t 的 n 阶原点矩 ( )1 ,nV u b 和

( )2 ,nV u b 的显示表达式为： 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2,n n nV u b a H u a H u∗ ∗= + , 0c uβ− < < ; 

( ) 1 2
2 3 4 5, e es u s u

n n n nV u b a a a∗ ∗ ∗= + + , 0 u b≤ < . 

定理 4.2 若 ( ) ( )1 e 0, 0xF x xα α−= − > > ，则绝对破产前分红总量 ( )D t 的矩母函数 ( )1 , ,M u y b 和

( )2 , ,M u y b 的显示表达式为： 

( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2
1

, , 1
!

n

n n
n

yM u y b a H u a H u
n

∞
∗ ∗

=

= + +∑ , 0c uβ− < < ; 

( ) ( )1 2
2 3 4 5

1
, , 1 e e

!

n
s u s u

n n n
n

yM u y b a a a
n

∞
∗ ∗ ∗

=

= + + +∑ , 0 u b≤ < . 

定理 4.3 若 ( ) ( )1 e 0, 0xF x xα α−= − > > ，则绝对破产前分红总量 ( )D t 的期望 ( )11 ,V u b 和 ( )12 ,V u b 的

显示表达式为： 

( ) ( ) ( )11 11 1 12 2,V u b a H u a H u∗ ∗= + , 0c uβ− < < ; 
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( ) 1 2
12 13 14 15, e es u s uV u b a a a∗ ∗ ∗= + + , 0 u b≤ < . 

其中
( )
( )

( )
( )

( )
( )

11 12 15* * *
11 12 15

det det det
, , ,

det det det
D D D

a a a
D D D

= = = ，而 ( )1 1,2,3,4,5iD i = 是把矩阵 D 中第 i 列元素换成向 

量 ( )T1,0,0,0,0b = 所得到的矩阵。 

6. 小结 

本文在绝对破产情形下首次将索赔过程由传统的复合 Poisson 过程推广为复合 Poisson-Geometric 过

程，并同时引入障碍分红和随机扰动项，建立了一类更具现实意义的风险模型。利用盈余过程的强 Markov
性，推导了绝对破产前分红总量现值的期望、矩母函数以及 n 阶矩满足的积分–微分方程及边界条件，

并给出这些积分–微分方程和边界条件的经济学直觉解释，最后在指数索赔假设下借助合流超几何函数

得到了分红总量现值矩的显式表达式。但由于一般索赔分布下的积分–微分方程难以求解，对于一般索

赔额分布情形分红总量现值矩的显示表达式并没有给出；其次，未考虑随机因素及时变的影响，模型中

的参数(如保费率 c、贷款利率 β 等)均视为常数；此外，本文研究了障碍分红策略下的分红问题，未从收

益最大化角度寻找最优分红界 b∗ ，在后面我们将进一步研究并解决。 
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