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摘  要 

本文总结了留数定理的应用，主要从三个方面进行了阐述。针对复积分的计算问题，借助留数定理将其

转化为留数的求解，简化运算过程；针对几类典型实函数积分，利用留数定理将实积分转化为复积分，

实现化繁为简、化难为易的目的；在运用拉普拉斯变换解决问题时，通过留数求解像原函数，使求解过

程更加简洁直观。 
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Abstract 
This paper summarizes the applications of the residue theorem and mainly elaborates on them 
from three aspects. For complex integral calculation, the theorem converts integral problems into 
residue evaluation to simplify operations. For several typical real integrals, it transforms real inte-
gration into complex integration, which greatly reduces computational difficulty. Furthermore, in 
Laplace transform problems, residues are applied to solve inverse transformation functions, ren-
dering the solution process more concise and intuitive. 
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1. 引言 

复变函数论中，留数是支撑理论体系的核心概念之一，其相关理论与解析函数在孤立奇点的洛朗展

开式、柯西复合闭路定理等基础内容深度耦合，是复变函数分析领域的重要研究方向[1]。留数定理突破 
了传统积分计算的局限：针对复积分 ( )d

C
f z z∫ ，它实现了闭合路径积分到内部孤立奇点留数和的等价转 

化；针对实变函数积分，而应用留数定理求解实变函数积分的方法被称为围道积分法。围道积分法以留

数定理为核心，通过构造复变函数将实积分映射为复围线积分，从而完成求解，为传统解析方法无法处

理的实积分问题提供了可行方案。 

2. 借助留数求解复积分 

留数定理[2]：对于复变函数 ( )f z 在区域 D 内仅存在有限个孤立奇点 1 2, , , nz z z ，其余点均解析，同

时在 D 内取一条正向简单闭曲线C ，且该曲线包围所有上述全部奇点，则有 

( ) ( )
1

d 2 Re , .
n

kC
k

f z z i s f z z
=

= π   ∑∫  

例题 1. 计算
( )2

e d
1

z

C
I z

z z
=

−
∫ ，其中C 为 2z = 。 

解被积函数 ( )f z 在 2z < 内有两个奇点：1 阶极点 0z = ，2 阶极点 1z = ， 

( ) ( )
( )20 0

eRe ,0 lim lim 1
1

z

z z
s f z zf z

z→ →
= = =   −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
21 1 1

e 11 d d eRe ,1 lim 1 lim lim 0
2 1 ! d d

zz

z z z

z
s f z z f z

z z z z→ → →

−  = − = = =      −  
 

所以， ( ) ( )( )2 Re ,0 Re ,1 2I i s f z s f z i= + =      π π 。 

3. 利用留数计算实积分 

应用留数定理计算实变函数积分的方法称为围道积分法[3] [4]，就是把求实变函数的积分，转化为复

变函数沿围线的积分，借助留数定理得以求解。要使用留数计算，需要两个条件：一是被积函数与某个

解析函数有关；其次，定积分可化为某个沿闭路的积分[3]。 

例题 2. 计算
cos d

5 4cos
θ θ
θ

π

−π +∫ 的值。 

解决此题的思路，思考如何得到
cos

5 4cos
θ
θ+
的原函数，进而求出定积分。另一种思路，这里积分的被

积函数只有三角函数，同时，积分的上下限刚好是正余弦函数的一个周期，这时，采用新的代换： eiz θ= ，

转化为复变函数沿围线的积分来求解。 

解题方法一
cos 1 5 5 1d 1 d d

5 4cos 4 5 4cos 4 4 5 4cos
θ θθ θ θ
θ θ θ

 = − = − + + + ∫ ∫ ∫  
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对积分
1 d

5 4cos
θ

θ+∫ 而言， 

令 tan
2

tθ
= ，则

2

2

1cos
1

t
t

θ −
=

+
， 2

2d d
1

t
t

θ =
+

，于是， 

2

tan1 1 2 2 2d 2 d arctan arctan
5 4cos 3 3 3 39

tt C C
t

θ

θ
θ

= = + = +
+ +∫ ∫ 。 

所以，
tancos 5 2d arctan

5 4cos 4 6 3
C

θ
θ θθ
θ

= − +
+∫ 。 

0

0

tancos cos 5 2d 2 d 2 arctan
5 4cos 5 4cos 4 6 3

tan5 52lim 2 arctan 2 .
4 6 3 4 6 2 3θ

θ
θ θ θθ θ
θ θ

θ
θ

π

π π

π

π

−

→

 
 

= = − 

π

+ +   
 

 
   = − = − × = −   

  

π

 
 

π

∫ ∫

 

解题方法二令 eiz θ= ，则
1dd ,cos

2
z z z

iz
θ θ

−+
= = ， 

( )
( )

1 2

1
1 1 1

cos 1 d 1d d d
15 4cos 2 4 25 4
22

z z z

z z z z z f z z
izz z iz z z

θ θ
θ

−

−−
= = =

π

π

+ +
= ⋅ = =

+ +  + ++ ⋅  
 

∫ ∫ ∫ ∫  

。 

其中

( )
( )

21
14 2
2

z f z
iz z z

+
=

 + + 
 

， ( )f z 为 z 的有理函数，且在圆周 1z = 上分母不为零。因此，可以得到 

在 1z < 内， ( )f z 有两个一阶极点： 1 2
10,
2

z z= = − 。 

( ) ( )
( )

2

0

0

1 1Re ,0 lim
1 44 2
2

z

z

zs f z zf z
ii z z

→

=

+
= = =    + + 

 

， 

( ) ( ) ( )
2

1 1
2 2

1 1 5Re , lim
2 4 2 12z z

zs f z zf z
iz z i→− =−

+ − = = = −  + 
。 

所以， ( ) ( ) ( )
1

cos 1d d 2 Re ,0 Re ,
5 4cos 2 3z

f z z i s f z s f zθ θ
θ =

π

−π

  = = + − = −     +
π

π
  

∫ ∫ 。 

例题 3. 计算
2

4 d
1

x x
x

+∞

−∞ +∫ 。 

分析思路一，利用高等数学的知识，设法求出被积函数的原函数，进而求出定积分。思路二，借助

( ) ( )d 2 Re , k
k

R x x i s R z z
+∞

−∞
= π  ∑∫ 来解决问题，这里 kz 为有理函数 ( )R z 位于上半复平面区域中存在的所

有孤立奇点。 
解题方法一 
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( ) ( )

2 2 2

4 4 4

2 2

2 2
2 2

2 22 2

1 1 1d d d
21 1 1

1 11 11 d d
1 12

1 1d d
1
2 1 12 2

1 121 1 1ln arctan
12 2 2 2 22
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x x x
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 − + 
= + 

 + + 
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    + −    

    = +     + − − +        
 

+ − + 
= + 
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∫ ∫ ∫

∫ ∫
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.C+
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进而得， 
2 2

4 40

0

0

d 2 d
1 1
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12 2 2 22
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12 2 2 22

2
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→+∞

→

=
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+ − + 
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= π=
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解题方法二取 ( )
2

4 1
zR z

z
=

+
。 

当 R → +∞时，
2

4 d 0
1RC

z z
z

→
+∫ ，可以得到： 

在上半复平面区域内， ( )R z 存在 1 阶极点：
3

4 4
1 2e , e

i i
z z

π π

= = 。 

( )
( ) 1

1

2
4

1
4

1 1Re , e
4 41

i

z z
z z

zs R z z
zz

−

=

π

=

= = =   ′+
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( )
( ) 2
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4
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π

=

= = = −   ′+
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可以得到， ( ) ( )( )
2

1 24

2d 2 Re , Re ,
21

x x i s R z z s R z z
x

+∞

−∞
= + =       π

+
π∫ 。 

例题 4. 计算 2 2

e d
ix

x
x a

+∞

−∞ +∫ ( )0a > 。 

分析：利用例 3 的解法二进行求解。 

解取 ( ) 2 2

eiz

R z
z a

=
+

，由此可得 

在上半复平面区域中， ( )R z 只有唯一的 1 阶极点： 0z ai= 。 

( ) ( ) ( )
0

0 0
e 1Re , lim lim

2 e

iz

az z z ai
s R z z z z R z

z ai a i→ →
= − = =   +

， 

所以 ( ) 02 2

e d 2 Re ,
e

ix

ax i s R z z
x a a

+∞

−∞
= ⋅ =  

π
π

+∫ 。 

4. 利用留数求解拉普拉斯逆变换 

运用拉普拉斯变换求解问题时，常常需要由像函数求像原函数，我们可以利用拉氏变换的性质并根

据一些已知的变换来求像原函数[2]，但其使用范围毕竟是有限的，而利用留数求解拉普拉斯逆变换是一

种更具一般性的方法，它直接用像函数表示出像原函数，即所谓的反演积分[4]，再利用留数求出像原函

数。 
定理[4]若函数 ( )F s 在复平面内，除半平面 Re s c≤ 内的有限个孤立奇点 1 2, , , ns s s 外处处解析，同

时满足 s →∞时， ( ) 0F s → ，可得 

( ) ( )
1

1 e d Re e ,
2

nj s t s t
kj

k
F s s s F s s

j
β

β

+ ∞

− ∞
=

 =  π ∑∫ ， 

即 ( ) ( )
1
Re e ,

n
st

k
k

f t s F s s
=

 =  ∑ ( )0t > 。 

例 5. 已知 ( )
( )( )2

1
2 1

F s
s s

=
− −

，求 ( ) ( )1f t L F s−=   。 

解利用留数进行求解。 
像函数 ( )F s 的奇点为 1 22, 1s s= = ，且分别为 1 阶极点和 2 阶极点，则 

( )
( )

2
2

2

eRe e , 2 e
1

s t
s t t

s

s F s
s

=

  = =  −
， 

( )
1

eRe e , 1 e e
2

s t
s t t t

s

s F s t
s

=

′ 
  = = − −   − 

。 

所以 ( ) ( ) ( ) 2Re e , 2 Re e , 1 e e es t s t t t tf t s F s s F s t   = + = − −    。 

留数理论作为复变函数论的核心理论之一，由上述例题可见，利用该理论可求解复积分及多种实变

函数积分问题。其解题逻辑清晰、易于理解与掌握，为特定类型的积分运算提供了极具实用性的工具。

同时也拓展了积分计算的思路与方法。并为求解拉普拉斯变换中的像原函数，提供了更为一般的方法。

希望在今后的教学中能够指导学生灵活运用这些计算方法。 
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