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摘  要 

本文研究三维可压缩非牛顿磁流体动力学(MHD)方程组局部强解的适定性。在初始数据满足自然相容性

条件且允许存在初始真空的情形下，证明了该方程组局部强解的存在性与唯一性。本研究的主要困难在

于处理非牛顿应力张量的高度非线性，以及由真空导致的方程退化。基于速度场算子满足 2, pW 椭圆正则

性的假设，本文通过建立高阶先验估计成功克服了上述困难。该结果将现有可压缩牛顿型MHD方程组的

适定性理论推广至更一般的非牛顿流体情形。研究结果表明，在速度场算子满足 2, pW 椭圆正则性的前提

下，该非牛顿MHD系统是局部适定的。这一结论明确了非牛顿特性对应力张量正则性的具体要求。 
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Abstract 
This paper investigates the well-posedness of local strong solutions to the three-dimensional (3D) 
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compressible non-Newtonian magnetohydrodynamic (MHD) system. Provided that the initial data 
satisfy natural compatibility conditions and the initial vacuum is allowed, we establish the existence 
and uniqueness of local strong solutions to the system. The main difficulties lie in handling the high 
nonlinearity of the non-Newtonian stress tensor and the degeneracy of the equations induced by 
the vacuum. Based on the assumption that the velocity field operator satisfies the 2, pW  elliptic reg-
ularity, we successfully overcome the aforementioned difficulties by establishing higher-order a 
priori estimates. This result extends the existing well-posedness theory for the compressible New-
tonian MHD system to the more general non-Newtonian fluid setting. The research results demon-
strate that the non-Newtonian MHD system is locally well-posed, provided that the velocity field 
operator satisfies the 2, pW  elliptic regularity. This conclusion clarifies the specific requirements 
of non-Newtonian characteristics for the regularity of the stress tensor. 
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1. 引言与主要结果 

磁流体动力学(MHD)是连续介质力学的一个分支，主要研究导电介质在磁场作用下的运动规律。磁

流体动力学方程组由流体力学方程与麦克斯韦方程联立生成，在天体物理学、地球物理学、等离子体物

理学及众多应用科学领域中发挥着基础性作用。 
设 3RΩ⊂ 为三维光滑有界区域，粘性可压缩磁流体动力学(MHD)模型可由如下方程组描述[1] [2]： 
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其中 ( )0,TQ T= Ω× ， 0T > 。上述模型中未知函数 ρ 表示流体密度； ( )1 2 3, ,uu u u= 与 ( )1 2 3, ,bb b b= 分别表

示流体速度场和磁场强度， a γπ ρ= ( ), 10a γ> > 为压力；常数 0υ > 为磁扩散系数。 ( )( )S S D u= 为应力

张量，其中 ( ) ( )( )T 2uu uD ∇ + ∇= 为应变速率张量。根据流体的不同流变特性，需设定不同的本构关系。

一个常用的一般形式为 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2
2 div div ,S D u D u uD uIu µ λ= +  (2) 

其中 ( )λ ⋅ 与 ( )µ ⋅ 为粘性系数， I 为恒等算子。 
物理上，模型(1)可用于描述受控核聚变中的液态金属包层流、恒星大气中的部分电离等离子体，以

及在强磁场环境下的高分子聚合物溶液。在这些场景中，流体往往表现出剪切变稀或剪切增稠等非牛顿

特性，而不再遵循简单的线性应力–应变关系。 
在(2)中，若 ( ) 0µ µ⋅ = 与 ( ) 0λ λ⋅ = 均为常数，即应力张量 S 是应变速率张量 ( )D u 的线性函数时，系统

(1)便退化为经典的可压缩牛顿型 MHD 系统。目前，关于多维 MHD 方程组的适定性理论已有大量文献
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进行了深入探讨。Hu 和 Wang [3]以及 Liu [4]研究了三维可压缩 MHD 方程在一般大初值下能量有限弱解

的整体存在性。Zhu [5]考虑了三维可压缩等熵 MHD 方程组，在初值具有任意大小且包含真空，并满足

特定相容性条件的情况下，建立了局部经典解的存在性。随后，Xu 和 Zhong [6]移除了文献[5]中对相容

性条件的依赖，证明了在较低正则性初值下强解的局部适定性。Li 等[7]、Lv 等[8]以及 Hong 等[9]分别研

究了具有大振荡和真空情形下，可压缩 MHD 方程组 Cauchy 问题整体强解(或经典解)的存在性。更多相

关结果可参见文献[10]-[12]。 
尽管牛顿型 MHD 系统的研究已取得丰硕成果，但经典的线性粘性假设难以准确刻画许多复杂的流

变现象。为了更真实地描述等离子体等复杂导电流体，研究者们开始关注具有非线性应力张量的非牛顿

型 MHD 模型。特别是针对可压缩非牛顿 MHD 方程，由于其强非线性的耦合结构，仍有许多关键且细致

的数学问题尚待解决。目前，关于非牛顿型 MHD 方程组的研究主要聚焦于不可压流体以及应力张量具

有幂律结构的情形。Samokhin [13]针对幂律指标 5 2q ≥ ，利用 Galerkin 方法证明了方程组弱解的存在性。

Gunzburger 等人[14]在有界或周期区域内建立了初边值问题的唯一可解性。针对全空间 3
 情形，Kang 和

Kim [15]研究了幂律型非线性粘性流体 MHD 方程组解的存在性：他们在 8 5q > 时构造了弱解，并进一

步证明了当 5 2q ≥ 时强解的存在性。随后，Kim [16]探讨了无磁阻(理想情形)下 3D 幂律型非线性粘性

MHD 方程组的局部经典解，并针对小初值条件给出了全局经典解的存在性证明及其时空衰减估计。最近，

Kim [17]将相关结论推广至 3D (Hall-)MHD 方程组，在无磁阻情形下建立了局部及全局经典解的存在性

结果，并分析了其时空衰减特性。 
本文主要探讨非牛顿系统(1) (2)的初边值问题，具体考虑 
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具有初边值条件 
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注释 1.1 关于边界条件(4)，其具有明确的物理背景。 
首先， 0u

∂Ω
= 是流体力学中经典的黏附边界条件，它描述了黏性流体在固体壁面上的运动状态，即

流体接触壁面的速度与壁面速度(此处为静止)保持一致。 
其次，磁场边界条件 0b n

∂Ω
⋅ = 和 curl 0b n

∂Ω
× = 共同构成了理想导体边界条件。其中： 0b n

∂Ω
⋅ = 表

示磁感线与边界平行，磁场没有法向分量穿过边界，这说明边界是不可穿透的磁屏障； curl 0b n
∂Ω

× = 则 

对应于电场切向分量在理想导体表面消失的物理性质。在 MHD 框架下，由于 0u = ，该条件确保了电流

在边界处的切向分量为零。这种边界条件在受控核聚变装置(如托卡马克装置的金属壁)以及天体物理中

的等离子体约束模型中被广泛采用，因为它能有效地模拟导电流体被限制在封闭且高导电容器内的情形。 
本文中，我们假设初值满足 
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以及相容性条件 

 ( )( ) 1 2
0 0 0 0 0div curl ,S D u b b gπ ρ− +∇ − × =  (6) 

其中 0 0a γπ ρ= ， ( )2g L∈ Ω 为一给定的已知函数。 
令 0, Rµ λε ε> ∈ 为常数，且满足 2 3 0µ λε ε+ > 。本文假设粘性系数 ( ) ( ),µ λ⋅ ⋅ 连续可微，且对所有 0s ≥

满足： 
假设 1.1 (1) ( )s µµ ε≥ ， ( ) ( )2s s s µµ µ ε′+ ≥ ；(2) ( )r λλ ε≥ ， ( ) ( )r r r λλ λ ε′+ ≥ 。 

事实上，由假设 1.1 及正则性 1, Cµ λ∈ 可知，张量 S 在空间 ( )1, pW Ω 中为严格单调算子。 
针对问题(3) (4)，本文旨在将文献[18]处理牛顿流体的方法推广至非牛顿 MHD 情形，在适当的假设

下证明其局部强解的存在唯一性。由于允许初始密度出现真空状态，这给数学分析带来了显著的困难。

证明强解存在性的核心难点在于建立速度场 u 的高阶范数估计，为此必须深入分析与系统(3)关联的椭圆

系统结构。从形式上看，该系统由密度 ρ 的双曲输运方程与速度 u 的抛物型扩散方程耦合而成；但在真

空区域，动量方程会退化为混合椭圆–抛物型。为了处理具有高度非线性的椭圆主部，我们需要更精细

的正则性估计。对于牛顿流体，线性椭圆正则性理论[19] [20]起到了关键作用；然而，对于非线性系统，

一般性的 2, pW 正则性并不总是成立。因此我们引入如下假设作为理论前提，并在此基础上推导出证明局

部适定性所需的先验估计。 

假设 1.2 ( 2, pW -正则性)令 ( )1,p∈ ∞ ， ( )Ωpf L∈ ，则 Dirichlet 边值问题
( )( )

0

div

u

S D u f

∂Ω




=

− =


具有唯一

解 ( ) ( )2, 1,
0

p pu W W∈ Ω Ω ，且存在常数 0C > ，使得 ( ) ( )2, p pW Lu C f
Ω Ω
≤ 。 

注释 1.2 若 ( )µ ⋅ 与 ( )λ ⋅ 均为常数，则假设 1.2 中的 Dirichlet 边值问题简化为经典的线性 Lamé 系统。

在此情形下，若椭圆性条件(假设 1.1)成立，其解的 2, pW 估计是标准且已知的。针对一般情形(2)，Al Baba
等人在文献[21]中通过借鉴 Beirão da Veiga 的方法，证明了二阶 pL 估计。该证明除了要求满足椭圆性外，

还需对函数 ( )µ ⋅ 与 ( )λ ⋅ 施加某种小量限制，包括要求其在常数附近波动以及具备某种 ( )p δ− -结构。此

外，他们还证明了在任意空间维数下，仅凭椭圆性条件即可推导出 2L 框架下的二阶先验估计。 
本文的主要定理如下： 
定理 1.1 假设初值 ( )0 0 0, ,b uρ 满足(5)及相容性条件(6)，则存在时间 0T > ，使得在 0,T  

 上问题(3) (4)
存在唯一强解 ( ), ,ubρ 满足 
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∈ ∈
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∈
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

 

 

 

 (7) 

其中 { }** * ** *: min ,T TT TT == ∧ ， *T 与 **T 的定义见下文。 

注释 1.3 本文所采用的强解定义与文献[18]一致。具体而言，问题(3)~(4)的强解是指一个在 0,T  Ω×


内几乎处处满足(3)且具备正则性(7)的弱解。 
记号说明：本文用 ( ) ( )1qL qΩ ≤ ≤ ∞ 表示标准的 Lebesgue 空间，其范数记为

,q Ω
⋅ ；用 ( ),m qW Ω 表示

标准的 Sobolev 空间，其范数记为
, ,m q Ω

⋅ 。在不引起混淆的情形下，我们将省略范数和空间记号中的Ω，

例如：将
,q Ω

⋅ 简记为
q⋅ 。用 ( ),

0
m qW Ω 表示 ( )0C∞ Ω 在范数

,m q⋅ 意义下的闭包。 
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2. 线性化问题的一致性先验估计 

设 ( ),v x t 为一给定函数，满足 ( ) 00v u= ， 0v
∂Ω
= ，并且对某固定常数 1,c β 和时间 *T 满足 

( ) ( )( ) ( ) ( )
*

*

2 21
11,2 2,2 1,2 2,0

0
sup d ,

T
t q

t T
v t v t v t v t t cβ −

≤ ≤

+ + + ≤∫  

其中 0 0 0 0 21, 2,2 2,2: 2 +qc b u gρ= + + + ， 0 1 2 11 :c c c cβ< < < = ， *0 T T< ≤ 。 

考虑线性化问题 
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∂Ω ∂Ω ∂Ω
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 (8) 

其中初值 ( )0 0 0, ,b uρ 满足(5)及相容性条件(6)。 
本节的主要目的是给出线性化问题(8)解的适定性，并推导解的一致性先验估计。 
首先，关于密度 ( ),x tρ 及磁场 ( ),b x t 有如下结果成立。 
引理 2.1 [22]线性化问题(8)1，(8)6，(8)7 存在唯一解 ( ),x tρ ，满足 

( ) ( ) 2
0 21,
, ,tq q

t Cc t Ccρ ρ≤ ≤  

其中 *
10 t T T≤ ≤ ∧ ， 1

1 2 1T c−= < 。 
引理 2.2 [23]抛物问题(8)4~(8)7 存在唯一解 ( ),b x t ，满足 
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其中 *
30 t T T≤ ≤ ∧ ， 1 2

3 2 1T T c α−= ∧ ， 2
2 2 1T c T−= < ， ( ) ( ) ( )2 6 5 6 0,1q qα = − − ∈ 。 

关于速度 ( ),u x t 有如下结果成立。 
引理 2.3 假设 0 0ρ δ≥ > ，则问题(8)2，(8)3，(8)6，(8)7 存在唯一强解 ( ),u x t ，满足 
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4 2:T Cc γ− += 。 

证明：对(8)2 两边关于 t 求导，得 
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对上式两边乘以 tu ，在Ω上积分得 
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( )( ) ( ){ }

[ ]{ }

2 2

d d

2div 4div : d

div div div div div d

curl d .

t t t t t

t t t t

t t t

t t t

u u x v u u x

D u D u u D u D u D u D u u x

u u u u u u x

b b u x

ρ ρ

µ µ

λ λ

π

Ω Ω

Ω

Ω

Ω

∂ ⋅ + ∂ ⋅∇ ⋅

   + − ⋅ − ⋅      

+ −∇ −∇ ⋅  

= −∇ + ∂ × ⋅

′

∫ ∫

∫

∫
∫

 (9) 

利用假设 1.1，对(9)式左端第三个积分可估计如下 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

2 2

2 22 2

22 2

22 2 2 2

2 2 2

2 div d 4 div : d

2 d 4 : d

2 d , 0

2 2 d , 0

2 d div d .

t t t t

t t

t

t

t t t

D u D u u x D u D u D u D u u x

D u D u x D u D u D u x

D u D u x D u

D u D u D u D u x D u

D u x u u xµ µ

µ µ

µ µ

µ µ

µ µ µ

ε ε

Ω Ω

Ω Ω

Ω

Ω

Ω Ω

   ′− ⋅ − ⋅      

′= +

 ′ ≥
≥ 

  ′ ′+ <  
 ≥ = ∇ + 

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

若

若

 (10) 

同样地，利用假设 1.1，对(9)式左端第四个积分有 

 
( )( ) ( ){ }

( ) ( )( )
Ω

2 2

div div div div div d

div div div div d div d .

t t t

k
t t

u u u u u u x

u u u u x u xλ

λ λ

λ λ ε
Ω Ω

−∇ −∇ ⋅  

= ′+ ≥

∫
∫ ∫

 (11) 

由于 ( ) 2
t t t tt t t tu u u u uρ ρ ρ∂ ⋅ = ⋅ + 以及 2 21 d 1 d

2 d 2t t tt t tu u u u x
t

ρ ρ ρ
Ω Ω

 = +  ∫ ∫ 可得 

( ) 2 21 d 1d d d .
2 d 2t t t t t tu u x u x u x

t
ρ ρ ρ

Ω Ω Ω
∂ ⋅ = +∫ ∫ ∫  

利用密度方程可得 

( )2 21 1 d .iv
2 2t t t t tu v u v u uρ ρ ρ

Ω Ω Ω
= − = ⋅∇ ⋅∫ ∫ ∫  

将这一项与随体导数项合并即得 

( ){ } { }
{ }

d d

2 d .

t t t t t t t t

t t t t

v u v u u x v u v u v u v u u x

v u v u v u u x

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
Ω Ω

Ω

∂ ⋅ + ⋅∇ ⋅ = ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ ⋅

= ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇ ⋅

∫ ∫
∫

 

另一方面，由于 

21 d d d ,
2 d tu x u u x

t Ω Ω
∇ = ∇ ⋅∇∫ ∫  

将上述各式代入(9)并整理可得 

 

( )
( )

2 222

1 2 3 4 65

1 d 1 dd d d div d
2 d 2 d

2 div 2 d d

: .

t t t

t t t t t t t t

u x u x u x u x
t t

v u v u v u bb I b b u x u u x

I I I I I I

µ λ µρ ε ε ε

π ρ ρ ρ

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

+ ∇ + ∇ + +

 ≤ −∇ − ⋅∇ − ⋅∇ − ⋅∇ + − ⊗ ⋅ + ∇ ⋅∇ 
= + + + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  (12) 
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下面利用 Holder 不等式，Young 不等式以及引理 2.1，引理 2.2 的结果逐个对 ( )1,2, ,6iI i =  做估计。 
对 1I ： 

( ) 2 2
1 2 2 2 2d div dt t t t t t t tI u x u x u C uεπ π π π ε

Ω Ω
= −∇ ≤ ⋅ ≤ ⋅ ∇ ≤ + ∇∫ ∫  

由 a γπ ρ= ，则 1
t ta γπ γρ ρ−= ，故 

11
0

1 2
22 22
,t t ta C C c cγγ γπ γρ ρ ρ ρ−− −

∞
= ≤ ≤ ⋅  

从而有 
( )2 2 22 1 2

1 0 22 2 2 .t t tI C u C c c uγ
ε επ ε ε−≤ + ∇ ≤ ⋅ ⋅ + ∇  

对 2I ： 

2 23 6

2,2 23 2

2 22 2
2,2 23 2

222
2 2 2 2
4

d

.

t t t t

t t

t t

t

I v uu x v u u

v u u

C v u u

C c c u u

ε

ε

ρ ρ

ρ

ρ ε

ε

∞Ω
≤ − ⋅∇ ≤ ⋅ ⋅ ∇ ⋅

≤ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ ∇

≤ ⋅ ⋅ ∇ + ∇

≤ ⋅ ⋅ ⋅ ∇ + ∇

∫

 

对 3I ： 

 

( )3

1
2

362
1 1 1
2 2 2

1,2 222
22

2 2 2
22

0 2 1,2 2 2

1,2

d d

.

t t t t

t t

t t

t t

t t

I v uu x u v u x

u v u

u v u u

C u u v u

C c u u v u

η

η

ρ ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

ρ η ρ

η ρ

Ω Ω

∞

∞

∞

≤ − ⋅∇ = ⋅ ⋅ ⋅∇

≤ ⋅ ⋅ ⋅ ∇

≤ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ ∇ ⋅ ∇

≤ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅

≤ ⋅ ⋅ ∇ ⋅ ∇ + ∇ ⋅

∫ ∫

 (13) 

又由假设 1.2 可知 

{ }

0

0 0 0 1 0

0 0

1,2 2 2 2,2 22

1
12

2 2,2 222

1
12

0 2 2 2 2,2 22

1
1 2 4 22

0 2 022

1
42

0 2 022

curl

curl

curl

t

t

t

t

t

u C u v u b b

C u v u a b b

C c u c c u b b

C c u c c u c c c c c

C c u c c u c c

γ

γ

γ

γ

ρ ρ π

ρ ρ ρ γρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

ρ

−
∞ ∞ ∞

−

∞

−

∇ ≤ + ⋅∇ + ∇ + ⋅

≤ + ⋅ ⋅ ∇ + ∇ +

≤ + ⋅ ∇ + ⋅ ∇ + ⋅

≤ + ⋅ ∇ + +

= + ⋅ ∇

 
  
 
 
 


+ +


⋅ 

 

⋅ 4
1 ,c

 
 
 

 

将上式代入(13)得 
1 224 42

3 0 0 0 2 0 0 02 2 22 2
.t t tI C c u c u c c u c c c v uγ

η ρ η ρ
 

≤ ⋅ ∇ + ∇ + + ⋅ + ∇ ⋅ 
 

 

对 4I ： 
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4

1 1
2 2

2,22 22 2
2 22 22

0 22,2 2 22 2

2 d 2 d

2 2

.

t t t t

t t t t

t t t t

I v u u x u v u x

u v u u v u

C v u u C c c u uε ε

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ε ρ ε

Ω Ω

∞ ∞ ∞

∞

≤ − ⋅∇ = ⋅ ⋅ ⋅∇

≤ ⋅ ⋅ ⋅ ∇ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ ∇

≤ ⋅ ⋅ ⋅ + ∇ ≤ ⋅ ⋅ ⋅ + ∇

∫ ∫

 

对 5I ： 

( ) ( )5

2 2 2

4 2

2 2 2

2 2 22 8
1 12 2 0 0 2

div 2 d 2 d

2 3

.

t t t t t t

t t t t t t

t t t

I bb I b b u x bb I b b u x

b b u b b u b b u

C b b u C c c c c uε εε ε

Ω Ω

∞ ∞ ∞

∞

≤ − ⊗ ⋅ = − ⊗ ⋅∇

≤ ⋅ ⋅ ∇ + ⋅ ⋅ ∇ = ⋅ ⋅ ∇

≤ ⋅ ⋅ + ∇ ≤ ⋅ ⋅ + ∇

∫ ∫
 

对 6I ： 
2 2

6 22Ω
d .t tI u u x u C uεε≤ ∇ ⋅∇ ≤ ∇ + ∇∫  

取 10µε ε= ，将上述各估计代入(12)整理得 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 222

2 22 1 4 2 2 8 8 6 9 6 3 2
0 2 0 1 0 1 2 0 0 2 0 2 22

22 2
22 2

2 222 26
2 2 2 222

0 0

2 1

2

0

1 d d d div d
2 d

1

.

t t t

t

t t

t t t

u u x u x u x
t

C c c c c c c c c c C c c c c c c u u

v u u

Cc Cc u u v u u

µ µ

γ
η

γ

λ

γ

ρ ε ε ε

ρ

η ρ

ρ η ρ

Ω Ω

+

Ω

−

∇ + ∇ + +

 ≤ + + + + + + + + ⋅ + ∇ 

+ ∇ ⋅ + ∇

≤ + ⋅ + ∇ + ∇

+

⋅ + ∇

∫ ∫ ∫

 (14) 

记 ( )
2 2

22t uX t uρ += ∇ ，取 1
1cη −= ， ( )2 11

4 2:t T Cc γ− +≤ = ，注意到 

( ) { }2 22 2 5 5
0 02 22 20 0 0

0 lim lim lim .t t
t t t

X u u u u Cc C Ccρ ρ
+ + +→ → →

= + ∇ = + ∇ ≤ + ≤  

由(14)利用 Gronwall 不等式得 

 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
{ } ( ) ( ){ }
( )

26
2 22

2

0 0

6
2 1 2

5 5
0 0

10

2 10

exp d 0 d

exp 0

e 1 .

t t

C

X t Cc v s X Cc s

Cc t c X Cc

C c Cc

t

γ

γ

η

η

+

+

≤ + ∇ ⋅ +

≤ ⋅ + ⋅ +

≤ + ≤

⋅

∫ ∫

 (15) 

回到积分不等式得 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )

4 4 2 10

2 1

2 26 1
2 2 12 20 0

5 5 6 5 5
0

0
0

5
42 42 0 00

d 0 d

.

T T
t tu t X X t Cc Cc X t c v X t t

Cc Cc Cc T Cc c T Cc Cc

γ

γ

µε
+

+

−∇ ≤ − + + ⋅ + ∇ ⋅

≤ + + ⋅ + ≤⋅ +

∫ ∫  (16) 

综合(15) (16)最终可得 

 { } 4

4

2 22 5
200

022
sup d .

T
t t

t T
u u u t Ccρ

≤ ≤
+ ∇ + ∇ ≤∫  (17) 
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利用假设 1.2 得 

{ }
( )
( )
{ }

1
2

51
2 2

1 1
2 2

1

1

1,2 2 2 2 22

1
6 3 2 2 22

1
0 0 0 2 0 0 03

2
0 0

0

2 2 02

2
2

3

3 4
2 2

curl

curl

1
2

,

t

t

H

H

u C u v u b b

C u v u b b

C c c c c u c c c c

C c c c u u c c

Cc C c u u

γ

γ

γ

γ

ρ ρ π

ρ ρ ρ ρ ρ−

∞ ∞ ∞

−

+

∇ ≤ + ⋅∇ + ∇ + ⋅

≤ + ⋅ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ + ⋅

≤ + ⋅ ⋅ ∇ + ⋅ + ⋅

≤ + ⋅ ⋅ ∇ ⋅ ∇ + +

≤ + ⋅ ⋅ ∇ + ∇

⋅  

移项即得 

 9
21,2 .u Cc γ+∇ ≤  (18) 

同样地，再次利用假设 1.2 得 

 

{ }
{ }
{ }
{ }

2,

1
2

9 1 2 4 2 4
0 2 1 0 0 0 1 0 12

11
0 22

curl

curl

,

tq q q qq

t q q q

t

t

u C u v u b b

C u v u a b b

C c u c c c c c c c c c

C c u c

γ

γ γ

γ

ρ ρ π

ρ ρ γ ρ ρ−

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ −

+

≤ + ⋅∇ + ∇ + ×

≤ ⋅ ∇ + ⋅ ⋅ ∇ + ⋅ ∇ + ⋅

≤ ⋅ ∇ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

≤ ⋅ ∇ +

 (19) 

从而有 

 ( ) ( )2 2 2 11 5
0 2 022,0 0

d d .
t t

tq
u s s Cc u s C c t Ccγ+≤ ∇ + ⋅ ⋅ ≤∫ ∫  (20) 

综合上述，引理 2.3 得证。 
取 5

1 0c Cc= ， 10
2 0c Cc= ， 85 10

0C c γβ += ⋅ ，综合引理 2.1 至引理 2.3 最后可得 

 ( ) ( ) 2 0
2 2 4 6

0, 11 1, 2 2
,t tqq

t b t Cc Cc Cc c C cρ ρ+ + ≤ + + ≤ ⋅  (21) 

 ( ) ( ) 5 5
0 0 11,2 2,

2 2 2
12 02

d ,
t

qt tu b b s b s s Cc Cc c Ccρ  + + + ≤ + ≤  ∫  (22) 

以及 

 ( ) ( ) ( ) ( )1,2 2,2 1

2 21
1,0 2 2,
,d

q

t
tu t u t u s u s s cβ −  + + + ≤  ∫  (23) 

其中 *
40 t T T≤ ≤ ∧ 。 

有了上述估计，类似于文献[21]的讨论过程，即可得如下结果。 
引理 2.4 问题(8)于 ( )*0,T 存在唯一强解 ( ), ,b uρ ，且满足估计(21)~(23)以及正则性 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )
[ ] ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1,
* *

2 2 2,
* *

2 1 2
* *

0, ; , 0, ; ,

, 0, ; 0, ; ,

, 0, ; , , 0, ; .

q
t

q

q

t t t t

C T W C T L

b u C T H L T W

b u L T H b u L T L

ρ ρ

ρ ∞

∈ ∈

∈

∈ ∈

Ω Ω

Ω Ω

Ω Ω

  

其中 *
* 4T T T= ∧ 。 
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3. 定理 1.1 的证明 

3.1. 近似解的构造与一致性先验估计 

令 [ ] ( ) ( )( ) ( )( )2 1 2 3
00, ; 0, ;C H H L Hω∈ ∞ Ω Ω ∞ Ω  为如下抛物方程的解 

( )
( ) ( )0

0,  ,

0  .

,

,
t Tx t Q

x xu

ω ω

ω

−∆ = ∈


= ∈ Ω
 

则由抛物方程理论知 

( ) ( )( ) ( )*
2,1 2 1

0 0
*

2 21
100

sup d .q
T

t WH H Ht T
t t t t cω β ω ω ω−

≤ ≤
+ + + ≤∫  

下面利用迭代法构造问题(3) (4)的近似问题及近似解序列。 
(1) 首先，定义 0u ω= ； 
(2) 假设对 1k ≥ ， 1ku − 已经定义，由上节引理 2.4 知，初边值问题 

 

( )
( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

1

0 0 00 0 0 0

div 0,

div div curl ,

2 div div ,

curl curl curl ,

div 0,

, , ,

0, 0, curl 0,

k k
t

k k k k k k k k
t

k k k k

k k k k
t

k

k k k k
t t t

k k k

S D p b b

S D D D uI

b b b

b

x u x b b x

u

u

u u u u

b n b n

u u u u

u

u

ρ ρ

ρ ρ

µ λ

ρ ρ ρ ρ

−

−

−

= = =

∂Ω ∂Ω ∂Ω

∂ + =

∂ + ⊗ − +∇ = ×

 = + 
 

∂ − × = −

=

=










= =

= ⋅ = × =











 (24) 

存在唯一强解 ( ), ,k k ku bρ ，且存在常数 C 使得对一切 1k ≥ 有 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

* * *

*

2 20 0 0

2 2 2 2

0 1,2 1

1, 2,2 2,2

2,,2 2,

sup sup sup

.

k k k k k
t t t

t T t T t T

T k k k k

k k
q q

qt t q

t t b t u t b t u t

b t u t b t u t C

ρ ρ ρ
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

+ + +

+ ++

++

+ ≤∫ 

 (25) 

3.2. 近似解的收敛性 

定义 1 1:k k kρ ρ ρ+ += − ， 1 1:k k kb b b+ += − ， 1 1:k k ku u u+ += − ，则由(24)知 1 1 1, ,k k kb uρ + + + 满足 

 ( ) ( )1 1div div 0,k k k k k
t u uρ ρ ρ+ ++ + =  (26) 

 ( )1 1 2 1curl curl 0,k k k k k k
tb b u b u b+ + ++ × + × + =  (27) 

 1div 0,kb + =  (28) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

div div

1div .
2

k k k k k k k k k
t

k k k k k k k k k k k k k k
t

u u u S u S u

u u u u u b b b b b b b I

ρ ρ π π

ρ ρ

+ + + + + +

+ − + + + + +

 + ⋅∇ − − +∇ − 
 = − − ∇ − ⋅∇ + ⊗ − ⊗ − ⋅ +  

 (29) 
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下面推导关于 1 1 1, ,k k kb uρ + + + 的先验估计。这里指出，按照惯例，后文中我们用C 表示一不依赖于参

数 k 的一般常数，其在不同行中的值可能不同，不再重新标记。 
对(26)两边乘以 1kρ + ，在Ω上积分，并利用 Holder 不等式，Young 不等式得 

 

( )

( )
( )

( )

1,

1,

1,

2 21 1 1 1

21 1 1
2 3 6 2 2 2

21 1
2 3 2 2

22 2 21 1
2 2 3 2

2 21
2 2

d d d
d

1

,

q

q

q

k k k k k k k k k

k k k k k k k k
W

k k k k k k
W

k k k k k k
W

k k k

x C u u u x
t

C u u u

C u u

C u u C

A t uη

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ η ρ ρ ρ
η

ρ η

+ + + +

Ω Ω

+ + +

∞

+ +

∞

+ +

∞

+

≤ ∇ + ∇ + ∇

 ≤ ∇ + ∇ + ∇  

 = ∇ + ∇ + ∇  

≤ ⋅ ∇ + ∇ + ⋅ ∇ +

≤ ⋅ + ∇

∫ ∫

 (30) 

其中 ( ) ( )1,

2

3

1
q

k k k k
W

A t C u Cη ρ ρ
η ∞

= ∇ + ⋅ ∇ +  。 

对(27)两边乘以 1kb + ，在Ω上积分得 

 ( ) ( )2 21 1 1 1 11 d d curl d curl d curl d .
2 d

k k k k k k k kb x b x u b b x u b b x
t

+ + + + +

Ω Ω Ω Ω
+ = × ⋅ + × ⋅∫ ∫ ∫ ∫  (31) 

利用 Holder 不等式有 

( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 21 1 1
2

2 2 21 1 1
2

2 21 1
2

1

curl d d d div d

1 d div d
2
1 div d div d
2
1 div d
2

k k k k k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k k k

k k k k

k k

u b b x b u b x u b b x b u b x

u b u b x u b x

u b u b x u b x

u b u b x

u b

+ + + + + + + +

Ω Ω Ω Ω

+ + +

Ω Ω∞

+ + +

Ω Ω∞

+ +

Ω∞

+

∞

× ⋅ = ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅ − ⋅

≤ ∇ − ⋅∇ − ⋅

= ∇ + − ⋅

= ∇ − ⋅

≤ ∇

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫
2 2 21 1
2 2 2

1 .
2

k k k ku b C u b+ +

∞ ∞
+ ∇ ≤ ∇

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

1 1

1 1 1
2 2 6 3 2 2 2

1 1 1
2 2 2 3 2 2 2

1
3 2 2

22 21
2 3 2

curl d div d

1 .

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k k k k k k

k k k k

k k k k

u b b x b u u b b u b x

b u b u b b b u b

b u b u b b b u b

C b b u b

u C b b bη
η

+ +

Ω Ω

+ + +

∞ ∞

+ + +

∞ ∞

+

∞

+

∞

 × ⋅ = ⋅∇ − ⋅∇ − ⋅ 

≤ ∇ + ∇ + ∇

= ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∇ ⋅ + ⋅ ∇ ⋅

≤ + ∇ ⋅ ∇ ⋅

≤ ∇ + ⋅ ⋅ + ∇ ⋅

∫ ∫

 

将上述代入(31)得 

 ( )
2 2 2 21 1 1
2 2 2 2

1 d curl
2 d

,k k k k kb b B t b u
t η η+ + ++ ≤ ⋅ + ∇  (32) 

其中 ( ) ( )2

3

1k k k kB t C u C b bη η∞ ∞
= ∇ + ⋅ + ∇  。 

对(29)两边乘以 1ku + ，在Ω上积分得 
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( ) ( )( )
( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

d d div div d

d d d
1div d .
2

k k k k k k k k k k
t

k k k k k k k k k k k k
t

k k k k k k k k

u u x u u u x S u S u u x

u x u u u u x u u u x

b b b b b b b I u x

ρ ρ

π π ρ ρ

+ + + + + + + +

Ω Ω Ω

+ + + − + + +

Ω Ω Ω

+ + + + +

Ω

⋅ + ⋅∇ ⋅ − − ⋅

= − ∇ − ⋅ + − − ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅

 + ⊗ − ⊗ − ⋅ + ⋅  

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫

∫

 (33) 

对(33)左边第一、二项： 

( )
( )

1 1 1 1 1

2 21 1 1 1 1

21 1

d

1 d 1d div d
2 d 2
1 d d .
2 d

k k k k k k
t

k k k k k k
t

k k

u u u u x

u x u u x
t

u x
t

ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

+ + + + +

Ω

+ + + + +

Ω Ω

+ +

Ω

+ ⋅∇ ⋅

 = + + 

=

∫

∫ ∫

∫

 

对(33)左边第三项： 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 1

2 21 1 1

1 1 1

div div d

2 : d

div div div div div d .

k k k

k k k k k

k k k k k

u u u x

D u D u D u D u u x

u u u u u x

µ µ

λ λ

+ +

Ω

+ + +

Ω

+ + +

Ω

− − ⋅

    = − ∇        

+ −

∫

∫

∫

S S

 (34) 

由于 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 21 1

21 1 1
0

21 1 1
0

21 1 1

1

d 1 1 d
d

1

2 1 1 :

1 d ,

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k k k

k k

D u D u D u D u

sD u s D u sD u s D u s
s

sD u s D u D u D u

sD u s D u sD u s D u D u D u

sD u s D u s

µ µ

µ

µ

µ

+ +

+ +

+ +

+ + +

+

      
   

  
 



−

 = + − + − 
 

  = + − −   

′+ + − + − − 


⋅ + − 




∫

∫  

从而当 ( ) 0µ′ ⋅ ≥ 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 21 1 1

2 21 1 1
0

21

2 2 : d

2 1 d d

2 d ,

k k k k k

k k k

k

D u D u D u D u u x

sD u s D u D u s x

D u xµ

µ µ

µ

ε

+ + +

Ω

+ +

Ω

+

Ω

    − ∇        
 ≥ + − 
 

≥

∫

∫ ∫

∫

 

当 ( ) 0µ′ ⋅ < 时有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 21 1 1

21 1
0

2 2 21 1 1

21

2 2 : d

2 1

2 1 1 d d ,

2 d ,

k k k k k

k k

k k k k k

k

D u D u D u D u u x

sD u s D u

sD u s D u sD u s D u D u s x

D u xµ

µ µ

µ

µ

ε

+ + +

Ω

+

Ω

+ + +

+

Ω

    − ∇        
  ≥ + −   

 ′+ + − + −  

≥

∫

∫ ∫

∫
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类似地，由于 

( ) ( )
( )( ) ( )( )( )

( )( )( )
( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 1

1 1 1
0

1 1 1
0

1 1 1

1 1

div div div div

d div 1 div div 1 div d
d

div 1 div div div

div 1 div div div div 1 div d

div 1 div div 1 div

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k k k

k k k k

u u u u

s u s u s u s u s
s

s u s u u u n

s u s u u u s u s u s

s u s u s u s u

λ λ

λ

λ

λ

λ

+ +

+ +

+ +

+ + +

+ +

−

= + − + −

= + − −
′+ + − − + − 

= + − + + −

∫

∫

( )( )
( )

1 1
0

1

21

div 1 div

div div d

div d .

k k

k k

k

s u s u

u u s

u xλ

λ

ε

+

+

+

Ω

′ + 
 −

⋅ −

≥

∫

∫

 

将上述代入(34)可知对第三项有 

( ) ( )( ) ( )2 21 1 1 1div div d d div d .k k k k ku u u x u x u xµ µ λε ε ε+ + + +

Ω Ω Ω
− − ⋅ ≥ ∇ ++∫ ∫ ∫S S  

对(33)右边第一项 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 1 1

11 1 1

1 1 1
2 2

2 21 1
2 2

d div d

div

.

d

k k k k k k

k k k k k k

k k k k k

k k

u x u x

a u x

C u

C u

γ

ε

π π π π

γ ρ θ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

ρ ε

+ + + +

Ω Ω

−
+ + +

Ω

+ + +

∞ ∞ ∞

+ +

− ∇ − ⋅ = − ⋅

 = ⋅ ⋅ + − ⋅ − 

≤ + + ⋅ ⋅ ∇

≤ + ∇

∫ ∫

∫
 

对(33)右边第二项 

( ) ( )
( )
( )

6
1 1 1 1 1 1

2 3 3

1 1
3 2 2

2 2 21 1
3 2 2

d

1

1 .

k k k k k k k k k k
t t

k k k
t

k k k
t

u u u u x u u u u

C u u

C u uε

ρ ρ

ρ

ρ ε

+ − + + − +

Ω ∞

+ +

+ +

⋅− − ⋅∇ ⋅ ≤ + ∇

≤ + ∇

∇

⋅

≤ + ∇ +

∫
 

对(33)右边第三项 
1
21 1 1 1 1

6 3 2

1 1
2 2

2 21 1
22

d

.1

k k k k k k k k k

k k k

k k k

u u u x u u u

C u u

C u u

ρ ρ ρ

ρ

ρ η
η

+ + + + +

Ω ∞

+ +

+ +

− ⋅∇ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ ∇ ⋅

≤ ∇ ⋅

≤ ⋅ + ∇

∫




 

对(33)右边第四项 

( )

( )

( )

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1div d
2
1 : d
2

1 : d
2

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

b b b b b b b I u x

b b b b b b b I u x

b b b b b b b I u x

+ + + + +

Ω

+ + + + +

Ω

+ + + + + +

Ω

 ⊗ − ⊗ − ⋅ + ⋅  
 = − ⊗ − ⊗ − ⋅ + ∇  

 = − ⊗ + ⊗ − ⋅ + ∇ 

∫

∫

∫
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1 1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2

2 21 1 1 1
2 2 2 2

.

k k k k k k

k k k k k k

k k k k

C b b u b b u

b b u b b u

C b u C b uε ε

+ + + + +

∞ ∞

+ + + + +

∞ ∞

+ + + +

≤ ⋅ ⋅ ∇ + ⋅ ⋅ ∇
+ + ⋅ ⋅ ∇ ⋅ ⋅ ∇

≤ ⋅ ∇ ≤ + ∇

 

综合上述并取 ε 适当小，最终由(33)可得 

 
( )

( )

2 2 21 1 1 1
2 22

22 2 21 1 1 1
2 2 22

d

,

1 d div
2

k k k k

k k k k k k

u u u
t

E t u C b u

µ µ λ

η

ρ ε ε ε

ρ ρ η

+ + + +

+ + + +

+ ∇ + +

 ≤ + + + ∇ 
 



 (35) 

其中 ( )
2

3

11k k
tE t C uη η

 
= + ∇ + 

 
 。 

记 

( )
22 21 1 1 1 1

2 2 2

k k k k kb utψ ρ ρ+ + + + += + + ， 

( ) ( )2 2 21 1 1 1
2 2 2

curl divk k k kt b u uG µ µ λε ε ε+ + + += ∇+ + + ， 

( ) ( ) ( ) ( )k kk kF t C tA B t tEη η ηη = + ++ ， 

综合(30) (32) (35)可得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2

21 1 1 .d 3
d

k k k k k
L

t G t F t t u
t ηψ ψ η+ + ++ ≤ ⋅ + ∇  (36) 

对(36)在 [ ]0, t 上积分，并注意到 ( )1 0 0kψ + = ，得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

21 1 1
0 0 0

d d 3 d ,
t t tk k k k k

L
t G s s F s s s u s sηψ ψ η+ + ++ ≤ ⋅ + ∇∫ ∫ ∫  (37) 

利用 Gronwall 不等式得 

( ) ( ) ( )( )2

21
0 0

3 d exp d
t tk k k

L
t u s s F s sηψ η+ ≤ ∇ ⋅∫ ∫  

代回式(37)，并注意到 ( ) 2

2

0
d

t k
L

u s s∇∫ 关于 t 为非减函数，可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2

2 2 21 1 1
0 0 0 02 2

curl d 3 1 d exp d d .
t t t tk k k k k k

L
b u s F s s F st s u sµ η ηψ ε η+ + +  ++ ∇ ≤ + ⋅ ∇  ∫ ∫ ∫ ∫  (38) 

由 ( )kF tη 的定义以及先验估计(25)，取 **0 1t T η< ≤ ≤ < ，得到 

( )
0

1d .
t k

k tF s s Ct C C t C C
η

≤ + + ⋅ ⋅ + ≤∫       

将其代回(38)得 

 ( ) 2 2 2 2

2 2 2 21 1 1
0 0 0

curl d 1 e d e d ,
t t tk k k C k C k

L L L L
t u u s C u s u sµψ ε η η+ + +   + + ∇ ≤ ⋅ + ⋅ ⋅ ∇ ≤ ⋅ ⋅ ∇   ∫ ∫ ∫

 

  (39) 

其中 * **:0 t T TT≤ ≤ = ∧ 。 

记 ( ) ( ) 2 2

2 21 1 1
1 0

curl d
Lk

tk k k
L

uE st ut µψ ε+ + +
+

 + + ∇  
= ∫ ，取η足够小，使得

1e
2

1 C

µ

η
ε

⋅ ≤⋅


，则由(39)可得
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如下递推关系 

( ) ( ) ( )1 1
1 .
2

k

k kE t E t E t+
 ≤ ≤ ≤ ⋅ 
 

  

由于 ( )1E t 有界，最终可得 

 ( ) ( )2 2

2 21 1 1
001 1

sup curl d .
tk k k

L Lt Tk k
t b u s Cµψ ε

∞ ∞
+ + +

≤ ≤= =

+ + ∇ ≤ < +∞∑ ∑∫


  (40) 

有了一致估计(40)可以得到如下收敛性 

( )( )
( )( )
( )( )

1

2 1,2

2 1,2

 0, ;

 0, ; ;

 0,

;

; .

k

k

k

L T L

b b L T W

u u L T W

ρ ρ ∞→ Ω

→ Ω

→ Ω

强收敛于

于

于

强收敛

强收敛

 

利用上述收敛性，容易证明 ( ), ,b uρ 为原问题(3) (4)的弱解，且由弱下半连续性结果知 ( ), ,b uρ 满足估计式 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1, 2,2 2,2 2 20 0 0

2 2 2 2

2 2 2, 2,0

sup sup sup

d .

t t tq qt T t T t T

T
t t q q

t t b t u t b t u t

b t u t b t u t t C

ρ ρ ρ
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

+ + + + +

+ + + + ≤∫

  





 (41) 

这说明 ( ), ,b uρ 为原问题的强解。完全类似于文献[18] [21]的讨论过程，可以证明 ( ), ,b uρ 关于时间的连续

性质。至此，定理 1.1 的存在性部分证毕。 
唯一性的证明。 
设 ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , , , ,b u b uρ ρ 为问题(3)(4)的两强解，记 

1 2 1 2 1 2, , .u u u b b bρ ρ ρ= − = − = −  

类似于(30) (32) (35)的推导，并利用先验估计(41)，最终可得 

( ) ( )( )2 2 22 2 22 2

2 22 2 22 2 2
1 1

d curl ,
d L L LL L LL L

b u b u G t b u
t µρ ρ ε ρ ρ+ + + + ∇ ≤ + +  

其中 ( ) ( )1 0,G t L T∈  。利用 Gronwall 不等式，可得 0b uρ = = = 。唯一性得证。 
定理 1.1 得证。 

4. 总结 

本文在三维区域Ω中研究了具有初始真空状态的可压缩非牛顿 MHD 系统局部强解的适定性。研究

表明，在满足特定的相容性条件以及非线性椭圆系统的 2, pW 正则性假设下，该系统在局部时间内存在唯

一的强解。本文的核心贡献在于成功将处理牛顿流体真空问题的分析框架迁移至非牛顿流体领域，通过

构造近似解序列并建立一致的高阶先验估计，克服了动量方程在真空区域的退化难题。此外，本研究可

从以下两个方向进行进一步拓展：一是深化对非线性椭圆系统正则性的理论研究，尝试在不依赖 2, pW 假

设的前提下证明该类系统的适定性，以增强结论的普遍性；二是探讨在大初始数据条件下整体强解的存

在性。 
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