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摘  要 

本文针对飞行器空间坐标修正问题，利用拟合、迭代模型等方法，对已知飞行器数据进行预处理。在这

个基础上运用了卡尔曼滤波法、累计误差修正模型，结合Matlab R2018a软件求解，对飞行器的空间坐

标误差进行了修正。 
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Abstract 
This paper addresses the problem of spatial coordinate correction for aircraft. By using fitting and 
iterative models, the known aircraft data is preprocessed. On this basis, the Kalman filtering method 
and cumulative error correction model are employed, combined with the Matlab R2018a software 
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for solution, to correct the spatial coordinate errors of the aircraft. 
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1. 需要解决的问题 

本文研究的问题来源于 2013 年第六届华中地区大学生数学建模邀请赛 A 题： 
飞机导航精度是航空航天领域的一个重要问题。惯性导航系统这种不依赖于任何外部信息的自主导

航系统，在航空航天领域发挥着越来越重要的作用。由于系统结构误差、惯性测量元件误差、尺度系数

误差等因素的影响，惯性导航系统的累积误差随时间的推移逐渐增大，严重影响航天技术的发展。目前

对定位精度的研究成果主要是通过红外测距等物理技术来提高定位精度。近年来，关于定位坐标精度的

研究正在推广，因此，进一步研究飞机空间坐标校正方法具有重要的理论意义和应用价值。 
一个观测站测量飞机空间位置(假设观测站是坐标原点) X (x, y, z)、飞机飞行速度 V (x 轴，y 轴，z 轴)、

飞机与观测站之间的偏转角度、俯仰角度和观测数据的时间间隔 t。给定的每个数据都包含一定的误差。

其中观测站的坐标(0, 0, 0)没有误差，飞机的坐标(观测)可能会有很大的误差。 
需要解决的问题是：飞行器坐标的数据为观测值，由于电子仪器的精度和噪声干扰等，含有一定的

误差波动，建立数学模型对飞行器坐标观测值的随机波动误差进行修正。部分重要参考数据如表 1：(完
整数据见：第六届华中地区大学生数学建模邀请赛 A 题附件 data.xls) 

 
Table 1. Partial data of aircraft coordinates 
表 1. 飞行器坐标的部分数据 

序号 t (s) x (m) y (m) h (m) alpha theta vx (m/s) vy (m/s) vz (m/s) 

 时间 x 方向 
坐标 

y 方向 
坐标 高度 偏向角 俯仰角 x 方向 

速度 
y 方向 
速度 

垂直方向 
(高度)速度 

1 0 1360.25 1309.5 510.3520237 0.794394618 −0.249091156 65.71203004 70.73956777 −0.812188133 

2 0.15 1350.5 1299 510.2121547 0.794668386 −0.250845738 65.58371832 70.893991 −0.692034667 

3 0.3 1340.75 1288.5 510.2149607 0.794946202 −0.252613903 65.842584 70.85664341 −0.80888028 

4 0.45 1331 1278 510.1983958 0.795228156 −0.254424141 65.44935614 70.53093559 −0.61262966 

5 0.6 1321.25 1267.5 510.1080095 0.795514341 −0.256252 65.73986398 70.46827657 −0.611442845 

6 0.75 1311.5 1257 510.3356322 0.795804853 −0.258103207 65.45338093 70.72687867 −0.747974657 

2. 修正飞行器空间坐标的方法 

由于电子设备的精度存在误差与噪声干扰等问题，所以飞行器空间坐标数据含有一定的误差波动。

本文在解决问题时，首先，通过 Matlab R2018a 软件已知数据进行线性拟合，其次，对各个方向的位置坐

标、速度坐标和偏转角度、俯仰角度坐标进行线性分析，然后对存在波动的数据进行迭代处理，消除影
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响较大的其他因素的原因，减少除了电子设备的精度存在误差与噪声干扰之外的影响，找到合适的值，

作为卡尔曼滤波器的起始值，对建立卡尔曼滤波器处理的数据进一步修正电子设备精度和噪声干扰引起

的随机波动误差，并利用 Matlab R2018a 软件求解出修正后的飞行轨迹，验证误差模型的准确性。 

卡尔曼滤波 

卡尔曼滤波法是卡尔曼等人提出了一种基于维纳滤波的迭代滤波方法[1]，是利用目标的动态信息去

消除噪声所造成的影响，来得到一个良好的目标位置估计。卡尔曼滤技术早期在惯性导航中奠定了理论

基石，提出了开环补偿、闭环反馈及创新的“混合式”结构，实现了从理论到工程的关键跨越。随后，技

术与多源信息融合结合，通过“卡尔曼滤波 + 数据融合”框架(如融合 GPS 数据)显著提升了系统精度与

鲁棒性[2]。近年来，卡尔曼滤波进一步与现代控制策略深度协同，例如在“KF-ADRC”架构中同时作为

高精度观测器和状态滤波器，以应对高性能伺服驱动中的非线性与强扰动挑战。当前，该技术已成为支

撑高精度、长航时自主导航系统的核心[3]，广泛应用于系统级误差标定、高精度初始对准及高可靠性容

错设计中。其发展轨迹清晰显示，卡尔曼滤波已从经典的独立估计算法，演变为一个开放、模块化的核

心信息处理引擎，持续与数据融合、先进控制等系统级技术耦合，未来将继续深化非线性估计能力，并

与人工智能等多学科交叉融合，开拓更广阔的应用疆域。 
卡尔曼滤波法是一种基于软件的滤波方法，它的基本思想是：以最小二乘误差为最佳估计准则，使

用信号和噪声状态的空间模型，通过上一次时间的估计值和当前时间的观测值去更新状态变量的估计值，

计算当前时间的估计值，并且建立算法。 
卡尔曼滤波算法的原理基于贝叶斯推断和最优估计的理论，其核心思想是在测量数据和系统模型之

间建立一个最优估计，通过不断迭代和更新状态来逼近真实的系统状态。该算法包含以下几个关键概念： 
1. 系统状态：描述系统当前的状态，通常用状态向量表示。状态向量可以包括位置、速度、加速度

等状态变量。 
2. 观测模型：将系统的状态映射到观测空间，描述观测数据与系统状态之间的关系。观测模型通常

用线性函数表示。 
3. 动力学模型：描述系统状态的演化规律，通常用线性状态转移方程表示。 
4. 误差模型：描述系统的噪声特性，包括过程噪声和观测噪声。通常假设为零均值的高斯噪声。 
5. 卡尔曼增益：用于根据观测数据对状态进行修正的权重。 
其包含的两个主要步骤：预测步骤和更新步骤。在预测步骤中，利用动力学模型进行状态预测，通

过状态转移方程和控制输入来估计下一个时刻的状态。在更新步骤中，利用观测数据对预测状态进行修

正，得到更准确的状态估计。这两个步骤循环迭代，随着时间的推移，卡尔曼滤波算法能够逐步逼近真

实的系统状态，并提供准确的状态估计。 
因为卡尔曼滤波易于计算机编程，能够实时更新和处理采集到的数据[4]。所以它作为一种最优状态

的估计方法被广泛的使用在通信、导航、制导和控制等诸多领域。 
卡尔曼滤波流程图如图 1： 
其中， 1

ˆ
kX − 为 1k − 时刻状态估计值， 1kP − 为 1k − 时刻时间更新过程的估计协方差矩阵，A 表示 n × n

阶的状态转移系数矩阵，B 表示可选的控制输入的 n × n 阶增益矩阵， 1kU − 为 1k − 时刻的系统输入，H 是

状态向量到测量向量的转换矩阵， kZ 为 k 时刻的测量值， kK 为 k 时刻的卡尔曼增益矩阵，R 为测量更新

过程的协方差矩阵，I 为单位矩阵。 
根据图 1，卡尔曼滤波算法由时间更新和测量更新两步组成。时间更新过程是根据上一时刻( 1k − 时

刻)的后验估计，估计当前时刻( k 时刻)的状态，得到 k 时刻的先验估计；状态更新过程是通过当前时间的
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测量值对预测阶段的估计值进行修正，得到当前时间的后验估计值。导入原题给出的附件 data.xls 中的数

据，通过卡尔曼滤波算法对飞行器空间坐标数据进行修正。 
 

 
Figure 1. Flowchart of Kalman filtering 
图 1. 卡尔曼滤波流程图 

3. 卡尔曼滤波模型 

3.1. 具体操作步骤 

将其算法引用到在本题数据中，具体操作步骤如下： 
① 使用迭代模型对原始飞行器空间坐标数据进行三次迭代，作为卡尔曼滤波模型的输入值； 
② 通过卡尔曼滤波器的时间更新模型和状态更新模型对飞行器随机波动误差进行修正； 
③ 将原始的飞行器空间坐标数据与修正后的飞行器空间坐标数据进行对比； 
④ 将修正后的数据进行残差分析。 

3.2. 模型建立 

通过前期的准备工作，已经通过迭代模型，尽可能地消除了影响较大的其他因素，找出了不符合实

际飞机飞行的坐标数据，通过卡尔曼滤波模型，进行进一步的修正飞行器空间坐标。 
卡尔曼滤波是一种线性系统状态方程，通过系统输入/输出观测数据来估计系统状态的最佳算法。由

于观测数据包含了系统噪声和干扰的影响，因此最佳估计也可以看作是一个滤波过程。 

目标函数要求通过系统输入/输出观测数据来估计系统的最佳状态[5]： 1 1 1k k k k

k k k

x Ax Bu w
z Hx v

− − −= + +
 = +

；  

约束条件：其中 k 取1,2, ,41 。 
其中符号所表示含义如下： 
 

序号 符号 符号说明 

1 kx  k 时刻的状态向量 

2 1ku −  1k − 时刻的输入 

3 1kw −  1k − 时刻的归一化过程噪声 

4 A  n × n 阶的状态转移系数矩阵 
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续表 

5 B  n × n 阶增益矩阵 

6 H  单位矩阵 

7 kv  测量噪声 

8 kz  k 时刻的测量值 

 
卡尔曼滤波器时间更新模型如下： 

1 1ˆ ˆk k kx Ax Bu−
− −= +                                   (2.1) 

T
1k kP AP A Q−= +                                   (2.2) 

上(2.1)式左边 kx 是在时刻 k 的状态预估计值。 1kx − 表示 1k − 时刻的状态估计值。 1ku − 为 k 时刻的系统

输入。B 是将输入转换为状态的矩阵。(2.2)式左边 kP 是 k 时刻的预估计误差协方差(度量状态估计值和真

实值之间的误差)， 1kP − 表示的是 1k − 时刻的估计误差协方差。 kw 符合均值为零，协方差矩阵为Q 的多元

正态分布。 
卡尔曼滤波器状态更新模型如下： 

T

T
k

k
k

P HK
HP H R−=

+
                                 (2.3) 

( )ˆ ˆ ˆk k k k kx x K z Hx= + −                                (2.4) 

( )k k kP I K H P= −                                  (2.5) 

上面三个方程计算的分别是 k 时刻的卡尔曼增益 kK ，k 时刻的状态估计值 ˆkx ，k 时刻的估计误差协

方差 kP 。 kz 即 k 时刻的测量值。H 是状态向量到测量向量的转换矩阵。 kv 符合均值为零，协方差矩阵为

R 的多元正态分布。 I 为单位矩阵。 

3.3. 模型求解结果 

经以上卡尔曼滤波器的时间更新模型和状态更新模型，结合表 1 数据，用 Matlab R2018a 软件修正后

飞行器坐标部分累积误差修正值如下表，各坐标变化如下： 
 

Table 2. Cumulative error correction values 
表 2. 累积误差修正值 

序号 t (s) h (m) vx (m/s) vy (m/s) vz (m/s) 

 时间 高度 x 方向速度 y 方向速度 垂直方向(高度)速度 

1 0 510.3520237 65.71203004 70.73956777 −0.812188133 

2 0.15 510.2121547 65.58371832 70.893991 −0.692034667 

3 0.3 510.2149607 65.842584 70.85664341 −0.80888028 

4 0.45 510.1983958 65.44935614 70.53093559 −0.61262966 

5 0.6 510.1080095 65.73986398 70.46827657 −0.611442845 

6 0.75 510.3356322 65.45338093 70.72687867 −0.747974657 

 
通过表 2 数据来看，飞行器高度 h，在 0 到 6 秒内变化很小，在 2.4 秒，3.6 秒，4.8 秒之间变化都在
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0.01 之内。由数据可以直观看出卡尔曼滤波法对飞行器空间坐标的随机波动误差有着一个修正效果。 
用 Matlab R2018a 画出累积误差修正前后飞行器轨迹如下： 

 

 
Figure 2. Unadjusted spatial coordinate fitting graph 
图 2. 未修正的空间坐标拟合图 

 

 
Figure 3. Spatial coordinate fitting graph after Kalman filtering cor-
rection 
图 3. 卡尔曼滤波修正后的空间坐标拟合图 

 
由图 2 可清楚地看出在飞行器空间坐标未修正时，飞行轨迹是毫无章法的，不符合实际飞行器的飞

行轨迹。由图 3 可知道修正后轨迹比较接近实际，较大地消除了电子设备的精度和噪声干扰，但是仍然

存在误差，可能是累计误差，所以还需要继续修改。 
通过 Matlab R2018a 软件，为进一步验证滤波后轨迹的平滑性与一致性，对滤波后状态序列与原始观

测序列进行回归拟合与残差分析[6]得到如下所示： 
从图 4 中可以看出，除了少部分的点外，所有的标准化残差都在−1 到 1 之间，所以误差项服从正态

分布，并且得到用于检验回归模型的统计量，其中复相关系数 2R 为 0.8951，统计量 F 为 76.7823，显著

性概率 P 为 0.0000，模型误差的方差为 0.3764，因为复相关系数越接近 1，回归方程越显著；统计量 F
对应的显著性概率 P 小于模型误差的方差，回归模型成立，此时所做的检验以及估计和预测成立，说明

所建立的卡尔曼滤波模型对飞行器的随机波动误差修正效果很好。该分析主要说明滤波后的轨迹本身具
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有高度的平滑性和内在一致性。然而，评估滤波精度的更直接方法是如下所述的新息序列检验。 
 

 
Figure 4. Residual analysis chart 
图 4. 残差分析图 

 
为科学评估卡尔曼滤波器的性能，对滤波过程中的新息序列 ˆk k kr z Hx= − 进行统计分析。理论上，一

个理想且一致的卡尔曼滤波器，其新息序列应为零均值的白噪声序列。根据模型已知附件数据计算得到

新息序列的样本均值接近于零，且其归一化自相关函数在非零滞后处迅速落入置信区间内，表明显著性

较低。这表明滤波器对观测信息的利用充分，未包含未被模型解释的系统性偏差，验证了所设计滤波器

模型参数(Q, R)的合理性和滤波器的一致性。 

4. 小结 

本文主要的目的是对飞行器的空间坐标进行修正分析，通过题目已给的飞行器的空间坐标数据，对

飞行器的空间坐标进行修正。首先对数据进行线性拟合，找到不符合实际飞行器飞行轨迹的数据，然后

进行迭代处理，降低其他因素的影响，最后建立卡尔曼滤波模型，对飞行器的随机波动误差进行修正，

对由于电子仪器的精度和噪声干扰所造成的误差波动有着很好的修正效果，以及对飞行器惯性导航系统，

航空航天中有一定价值的参考意义[7]。 
本文利用新息序列的白噪声特性验证了滤波器在实际数据应用中的一致性。若需进行更彻底的定量

精度评估，可在后续研究中构建仿真场景：首先设定一个已知的真实飞行轨迹与运动模型，然后叠加符

合假设的特定噪声生成仿真观测数据，再应用本文的卡尔曼滤波模型进行估计。最后，通过计算估计轨

迹与设定真实轨迹之间的均方根误差(RMSE)，可以客观、定量地衡量滤波器在不同噪声水平下的绝对估

计精度。 
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