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摘  要 

本文主要研究单位圆盘的Bergman空间上带有非调和符号的Toeplitz算子的亚正规性，得到以函数

( ) em iz r= δθϕ 为符号的Toeplitz算子是亚正规的当且仅当 0≥δ ，以函数 ( ) e em i m iz ar br −= +δθ δθϕ  ( 0>δ )

为符号的Toeplitz算子是亚正规算子的充要条件是 a b≥ ，且给出以函数 ( ) e em i n iz ar br −= +δθ δθϕ  
( m n≠ )为符号的Toeplitz算子是亚正规算子的必要条件。此外，还得到Toeplitz算子Tϕ 是亚正规的当且

仅当 aT ϕ  ( 0a ≠ )是亚正规的，当且仅当对任意的复数 ,a b ， a bT +ϕ 是亚正规的。 
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Abstract 
This paper investigates the hyponormality of Toeplitz operators with non-harmonic symbols on the 
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Bergman space over the unit disk. It is proved that the Toeplitz operator with symbol ( ) em iz r= δθϕ  

is hyponormal if and only if 0≥δ . For the Toeplitz operator with symbol ( ) e em i m iz ar br −= +δθ δθϕ  

( 0>δ ), we show that this operator is hyponormal if and only if a b≥ , and necessary conditions 

for hyponormality are established for Toeplitz operators with symbol ( ) e em i n iz ar br −= +δθ δθϕ  
( m n≠ ). In addition, we prove that the Toeplitz operator Tϕ  is hyponormal if and only if aT ϕ  
( 0a ≠ ) is hyponormal, which is also equivalent to the hyponormality of a bT +ϕ  for arbitrary com-
plex scalars ,a b . 

 
Keywords 
Bergman Space, Toeplitz Operator, Hyponormality, Non-Harmonic Symbols 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

本文设表示自然数集，表示整数集，表示复数集。设 H 为复 Hilbert 空间， H 上的有界线性

算子T 称为亚正规算子，若T 的自换位子满足 * * *, 0T T T T TT  = − ≥  ，其中 *T 为T 的伴随算子。显然可得

T 是亚正规算子的等价描述：对任意的 x H∈ ，
22 *Tx T x≥ 。 

设为上的开单位圆盘，即 { }: 1z z= ∈ < 。设 ( )dA z 为上的归一化面积测度，且 ( )dA z 可表

示为 ( ) 1d d d d drA z r x yθ= =
π π

。空间 ( )2L  为上平方可积的可测函数构成的 Hilbert 空间，其内积和范数

为 

( ) ( ) ( ), df g f z g z A z= ∫ ， ( ) ( )( )
1

2 2df f z A z= ∫ ， ( )2,f g L∈  。 

Bergman 空间 ( )2A  是 ( )2L  中解析函数构成的闭子空间，其再生核为 ( )
( )2

1,
1

K w z
wz

=
−

，其中

,z w∈。对任意的 n∈，令 ( ) 1 n
ne z n z= + ，则{ }ne 构成 ( )2A  的一组标准正交基。关于 Bergman 空

间的基本性质可参阅文献[1]-[3]。设 ( )L∞  为上有界可测函数构成的 Banach 空间。 

设 ( )Lϕ ∞∈  ，Bergman空间 ( )2A  上以函数ϕ 为符号的Toeplitz算子Tϕ 的定义为：对所有 ( )2f A∈  ，

( )T f P fϕ ϕ= ，其中 P 是从 ( )2L  到 ( )2A  的正交投影。对任意的 ,z w∈，正交投影 P 可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2
2, d d ,

1
f w

Pf z K z w f w A w A w f
zw

L= = ∈
−∫ ∫ 

 . 

Bergman 空间上的 Toeplitz 算子具有以下基本性质[1] [4] [5]：设 ( ), Lϕ ψ ∞∈  ， ,α β ∈， 
1) T T Tαϕ βψ ϕ ψα β+ = + ； 

2) *T Tϕ ϕ= ； 
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3) 当ϕ 或ψ 为解析函数时，有T T Tϕ ψ ϕψ= 。 

本文主要研究 Bergman 空间上以函数 ( ) ( )0 eipz r θϕ ϕ= 与 ( ) ( ) ( )1 2e eip iqz r rθ θϕ ϕ ϕ= + 为符号 Toeplitz
算子的亚正规性，其中 0 1 2, ,ϕ ϕ ϕ 都是关于 z 的径向函数且 ,p q∈。Toeplitz 算子的亚正规性问题长期备

受人们的广泛关注，相关研究已经持续开展了几十年，并获得大量研究成果。对 Toeplitz 算子亚正规性

研究的一个核心问题是用其符号函数充分刻画 Toeplitz 算子的亚正规性。对于 Bergman 空间上带有调和

符号的 Toeplitz 算子亚正规性的完整刻画是由 H. Sadraoui [6]通过 Hankel 算子和投影算子的性质给出的，

此后 I. S. Hwang [7] [8]和 S. K. Singh [9]等学者对以特殊调和函数为符号的 Toeplitz 算子的亚正规性展开

研究，给出该类算子的亚正规性与其符号函数之间的联系，得到众多结论。对以调和函数为符号的 Toeplitz
算子的亚正规性研究的同时，人们还对带有非调和符号的 Toeplitz 算子的亚正规性展开讨论，获得大量

成果[10]-[17]。M. Fleeman [12]、S. Kim [13]等学者探讨 Bergman 空间上带有非调和符号的 Toeplitz 算子

的亚正规性，得到以下结论。 
定理 1.1 [13] 设 ( ) ,

m n
m nz a z zϕ = ，其中 ,m na ∈，则Tϕ 是亚正规的当且仅当 m n≥ 。 

定理 1.2 [13] 设 ( ) m n n mz az z bz zϕ += ，其中 ,m n∈满足 m n≥ 且 ,a b 为非零复数，则Tϕ 是亚正规的

当且仅当 a b≥ 。 
根据上述结论的分析方法，本文对以函数 ( ) em iz r δθϕ = 为符号的 Toeplitz 算子的亚正规性展开探讨，

得到定理 2.1，在此基础上运用泛函分析的理论给出以函数 ( ) e em i m iz ar brδθ δθϕ −= +  (δ ∈且 0δ > )为符

号的 Toeplitz 算子的亚正规性的充分刻画，即得到该算子是亚正规算子的充要条件为 a b≥ 。 
S. Kim [13]等学者同时对以函数 nm s ta z bzz z+  ( m n≥ , t s≥ , m t≠ 且 m n t s− = − )为符号的 Toeplitz

算子亚正规性展开研究，得到一些必要条件。受这些结论的启发，本文探讨以函数 ( ) e em i n iz ar brδθ δθϕ −= +

为符号的 Toeplitz 算子亚正规性，得到一些较为简洁的必要条件。 

2. 主要结果 

为了下面讨论的需要，本节首先给出以下两个引理。 

引理 2.1 设 ( ) es iz r δθϕ = ，其中 0s ≥ 且δ ∈，则对于任意的 t∈， ( ) 2 2 2
2 2

t ttP z z
t s

δδϕ
δ

++ +
=

+ + +
。 

证明 根据投影算子的性质可得 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )1 2

0 0

0

1

0

, d

1 d

1 e d d

2 2 2
2 2

1

.

t t

t n n

n

i t nn s t m

n

t

P z z w w k z w A w

w w n z w A w

n z r r

t z
t s

δ θ

δ

ϕ ϕ

ϕ

θ

δ
δ

∞

=

∞ π + ++ + +

=

+

=

= +

= +
π

+ +
=

+ + +

∫

∑∫

∑ ∫ ∫





 

引理 2.2 设 ( ) es iz r δθϕ −= ，其中 0s ≥ 且δ ∈，则对于任意的 t∈，有 

( )
2 2 2 ,

2 2
0,

t
t

t z t
t sP z

t

δδ δ
δϕ

δ

−− + ≥ + − += 
 <

. 

证明 根据投影算子的性质可得 
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( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2 1

0

1

0 0

, d

1 d

1 e d d

2 2 2 ,
.2 2

0,

1

t t

t n n

n

i t nn s t m

n

t

P z z w w k z w A w

w w n z w A w

n z r r

t z t
t s

t

δ θ

δ

ϕ ϕ

ϕ

θ

δ δ
δ

δ

∞

=

∞ π − −+ + +

=

−

=

= +

= +
π

− + ≥= + − +
 <

∫

∑

∫ ∫

∫

∑





 

定理 2.1 设 ( ) em iz r δθϕ = ，其中 0m ≥ 且δ ∈，则Tϕ 是亚正规的当且仅当 0δ ≥ 。 

证明 如果 0δ ≥ ，则对于任意的 ( ) ( )2

0

k
k

k
u z u z A

∞

=

= ∈∑  ，利用引理 2.1 和引理 2.2 可得 

( )
0

2 2 2
2 2

k
k

k

kT P u u z
k m

u δ
ϕ

δϕ
δ

∞
+

=

+ +
= =

+ + +∑ ， 

( )*

0

2 2 2
2 2

k
k

k

kT P u u z
k m

u δ
ϕ

δϕ
δ

∞
−

=

− +
= =

+ − +∑ 。 

从而可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

2 2*
2 2

0

1 2 2
2 2 2

0

21 2
2 2

0

4 4 4 4 4 4, ,
2 2 2 2

1 1 14
2 2 2 2 2 2

2 2 214
2 2 2 2 2

k k
k k

k k
k k

k
k

k kT T u u u u
k m k m

k k ku u
k m k m k m

m k mk u
k m k m k

ϕ ϕ
δ

δ

δ

δ

δ δ
δ δ

δ δ δ
δ δ δ

δ δδ
δ δ

∞ ∞

= =

− ∞

= =

−

=

+ + − +  = −  + + + + − +

  + + + + − + = + −  
+ + + + + + + − +    

 + + ++ +  = +
+ + + + + + +

∑ ∑

∑ ∑

∑ ( )
2

2 .
2

k
k

u
mδ δ

∞

=

  
 

− +  
∑

 

由于 0m ≥ 且 0δ ≥ ，所以 *, , 0T T u uϕ ϕ  ≥  ，故Tϕ 是亚正规的。 

反之，若Tϕ 是亚正规的，则对于任意的 k∈且 k δ≥ 时，有 *, , 0k kT T z zϕ ϕ  ≥ ，即 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2
2 2*

2 2 2 2

8 2 24 4 4 4 4 4 0
2 2 2 2 2 2 2 2

k k
m k mk kT z T z

k m k m k m k m
ϕ ϕ

δ δδ δ
δ δ δ δ

 + + ++ + − +  − = − = ≥
+ + + + − + + + + + − +

. 

因为 0m ≥ 且 k δ≥ ，所以 0δ ≥ 。 
命题 2.1 Tϕ 是亚正规的当且仅当 aT ϕ 是亚正规的，其中 a∈且 0a ≠ 。 

证明 如果Tϕ 是亚正规的，那么对于任意的 ( )2u A∈  ，
22 *T Tu uϕ ϕ≥ 。因为 

( )2 22 22* *
a aT T a Tu T uu uϕ ϕ ϕ ϕ− = − ， 

并且 0a ≠ ，所以有
2 0a > ，从而可得

22 *
a aT Tu uϕ ϕ≥ ，即 aT ϕ 是亚正规的。 

反之，由于存在 { }\ 0a∈ 使得 aT ϕ 是亚正规的，所以对于任意的 ( )2u A∈  ，
222 2 *a T au T uϕ ϕ≥ 。

由于 0a > ，所以
22 *T Tu uϕ ϕ≥ ，即Tϕ 是亚正规的。 

命题 2.2 Tϕ 是亚正规的当且仅当对任意的 ,a b∈， a bT ϕ+ 是亚正规的。 

证明 如果Tϕ 是亚正规的，那么对于任意的 ( )2u A∈  ，
22 *T Tu uϕ ϕ≥ 。而对任意的 ,a b∈，显然有
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a bT au uT buϕ ϕ+ = + ， * *
a bT au T buuϕ ϕ+ = + ，且 

2 22 2 2, , ,a bT aT bu aT bu u u uu a T b ab T u a Tu ub uuϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ = + + = + + + ， 

2 22 2 2* * * * * *

22 2 2*

, , ,

, , ,

a bT aT bu aT bu a T b ab T u ab u Tu u u u u u u

u u ua T b ab u T b T ua u

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ = + + = + + +

= + + +
 

从而可得 ( )2 22 22* *
a b a bu u uT T a T uTϕ ϕ ϕ ϕ+ +− = − 。而

2 0a ≥ ，所以
22 * 0a b a buT T uϕ ϕ+ +− ≥ ，即得 a bT ϕ+

是亚正规的。 
反之，如果对于任意的 ,a b∈， a bT ϕ+ 是亚正规的，那么当 1a = ， 0b = 时， a bT ϕ+ 也是亚正规的，且

a bT Tϕ ϕ+ = ，即Tϕ 是亚正规的。 
定理 2.2 设 ( ) em iz r δθψ = ，其中 0m ≥ ，δ ∈且 0δ > ； ( ) ( ) ( )z a z b zϕ ψ ψ= + ，其中 ,a b∈，则Tϕ

是亚正规的当且仅当 a b≥ 。 

证明 根据亚正规算子的定义可得Tϕ 是亚正规的当且仅当对任意的 ( )2u A∈  ，
22 * 0uT T uϕ ϕ− ≥ 。而

*u uT aT bT uϕ ψ ψ= + ， * *T a uT bu Tuϕ ψ ψ= + ，且 
22 22 2* * * * *, , ,u u u u u uT aT bT aT bT a T b T ab T T u ab T u T uu uϕ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= + + = + + + ， 

2 2 22 2* * * * * *, , ,T aT bT u aT u bT u a T u b T u ab T T u ab T uu uu u Tϕ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= += + + + + ， 

从而可得 ( )( )2 22 22 2* *T u T u a b T u T uϕ ϕ ψ ψ− = − − ，于是可得Tϕ 是亚正规的当且仅当 

( )( )222 2 * 0a ub T T uψ ψ− − ≥ . 

既然 0δ > 且 0m ≥ ，所以由定理 2.1 可得Tψ 是亚正规的，即
22 * 0T u T uψ ψ ≥− ，且 

( ) ( )
( )

( ) ( )

2
2 2*

2 2 2 2

2 2 22 1 1 0
3 2 2 3 2 2

m m
T z T z

m m m m
δ δ

ψ ψ

δ δ δδ
δ δ δ δ

 + + ++  − − = >
+ + + + + + + +

= ， 

所以Tϕ 是亚正规的当且仅当 a b≥ 。 

定理 2.3 设 ( ) e em i n iz ar brδθ δθϕ −= + ，其中 ,a b∈，δ 是正整数且 m ，n 为非负整数。若Tϕ 是亚正规

的，则当 m n> 时，
2
2

ma b
n

δ
δ
+ +

≥
+ +

；当 m n< 时，
na b
m

≥ 。 

证明 记 ( ) em if z ar δθ= ， ( ) en ig z br δθ−= ，则 f gϕ = + 。如果Tϕ 是亚正规的，那么对任意的 ( )2u A∈  ，

有 

 
2 22 2* * * * *, , 2 , , 0f g f g f f g g f g f gT T u u T u T u T u T u Re T u T u T u T u+ +

   = − + − + − ≥    。 (1) 

根据引理 2.1 和引理 2.2 得 

0

2 2 2
2 2

k
f k

k

kT a u z
k m

u δδ
δ

∞
+

=

+ +
=

+ + +∑ ， * 2 2 2
2 2

k
f k

k

kT a u z
k m

u δ

δ

δ
δ

∞
−

=

− +
=

+ − +∑ ， 

2 2 2
2 2

k
g k

k

kT b u z
k n

u δ

δ

δ
δ

∞
−

=

− +
=

+ − +∑ ， *

0

2 2 2
2 2

k
g k

k

kT b u z
k n

u δδ
δ

∞
+

=

+ +
=

+ + +∑ ， 

从而可得 
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( )
2 22

2
0

14
2 2

f k
k

kT a u
k m

u δ
δ

∞

=

+ +
=

+ + +
∑ ，

( )
22*

2

2 14
2 2

f k
k

kT a u
k m

u
δ

δ
δ

∞

=

− +
=

+ − +
∑ ， 

( )
22

2

2 14
2 2

g k
k

kT b u
k n

u
δ

δ
δ

∞

=

− +
=

+ − +
∑ ，

( )
22*

2

2

0

14
2 2

g k
k

kT b u
k

u
n
δ
δ

∞

=

+ +
=

+ + +
∑ ， 

( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( )( )( )( )

* *

2 2
0 0

2
0

2 , ,

1 18
2 2 2 3 2 2 2 2 3 2

2 1
8 .

2 2 2 3 2 2 2 2 3 2

f g f g

k k k k
k k

k k
k

Re T u T u T u T u

k kRe ab u u ab u u
k m k n k n k m

n m k
Re abu u

k m k n k n k m

δ δ

δ

δ δ
δ δ δ δ

δ δ
δ δ δ δ

∞ ∞

+ +
= =

∞

+
=

 − 
 + + + +

= − + + + + + + + + + + + + 
− + +

=
+ + + + + + + + + + + +

∑ ∑

∑

 

根据函数 u 的任意性我们将选择适当的 u 使得 ( ) ( )2 0 0,1,2,k kRe abu u kδ+ = =  ，所以 

* *2 , , 0f g f gRe T u T u T u T u − =  . 

于是将上述结果带入(1)式中得 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 21 2
2 2

0

2 22 2
2

2 2 2 2

1
2 2 2 2

2 2 2 2
2 .

2 2 2 2 2 2 2 2
0

k
k

k
k

a b
k u

k m k n

a m k m b n k n
u

k m k m k n k n

δ

δ

δ
δ δ

δ δ
δ

δ δ δ δ

−

=

∞

=

 
+ + − 

+ + + + + +  

 + + + + + + + −
+ +

   
+ + − + + +

  ≥ 
  + + − +

∑

∑
 

当 0 k δ≤ < 时， ( )
( ) ( )

2 2

2 21 0
2 2 2 2

a b
k

k m k n
δ

δ δ

 
+ + − ≥ 

+ + + + + +  
。又由于 1 0k δ+ + > ，所以 

 2 2
2 2
k ma b
k n

δ
δ

+ + +
≥

+ + +
. (2) 

当 k δ≥ 时，
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
0

2 2 2 2 2 2

a m k m b n k n

k m k m k n k n

δ δ
δ

δ δ δ δ

   + + + + + +   −
+ + + + − + + + + + − +

   ≥ 
  

。由于 0δ > ，

所以 

 ( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 22

2 2 2 2
2 22 2

k m n k n
a b

m k mk n
δ δ

δδ

+ + − + + +
≥

+ + ++ + −
. (3) 

令 ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 22

2 2 2 2
2 22 2

k m n k n
g k

m k mk n
δ δ

δδ

+ + − + + +
=

+ + ++ + −
， k δ≥ ，显然有 ( ) 0g k ≥ 且 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 2

2 2

ln ln 2 2 ln 2 2

1 1ln 2 2 ln 2 2 .
2 2

g k k m k n

n k n m k m

δ δ

δ δ

   = + + − − + + −   

   + + + + − + + +   

 

于是两边求导可得 

 ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )2 2 2 22 2

4 2 2 4 2 2
2 2 2 22 2 2 2

g k k m k n n m
g k n k n m k mk m k n δ δδ δ

′ + + + +
= − + −

+ + + + + ++ + − + + −
. (4) 

由于 ( ) 0g k > ，所以 ( )g k′ 的正负取决于上式等号右侧的函数。设 2 2A k m= + + ， 2 2B k n= + + ，则
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(4)式可改写为 

 ( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 1 14 4g k ABA B n m mnn m
g k A B nB mA

A B A B
A B m n

δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ

  
+   −′   = − + − = − −

 − − + +      
− − + +      

       

. (5) 

下面对上式中括号内的表达式分为两种情形进行讨论。 

若 2mn δ≤ ，则
2

1 0
mn
δ

− ≤ 。由于
2 2 2

0AA
A A
δ δ−

− = > ，
2 2 2

0BB
B B
δ δ−

− = > ，所以 

2 2

2 2 2 2

4 1 1
0

AB mn

A B A B
A B m n

δ δ

δ δ δ δ

 
+  −

  − >
     

− − + +     
     

. 

若 2mn δ> ，则
2

1 1
AB
δ

+ > ，
2

0 1 1
mn
δ

< − < 且
2 2

A A
A m
δ δ

− < + ，
2 2

B B
B n
δ δ

− < + ，所以 

2 2

2 2 2 2

4 1 1AB mn

A B A B
A B m n

δ δ

δ δ δ δ

 
+  −

  >
     

− − + +     
     

. 

综合上述两种情形，括号内的表达式恒为正。由于 m n≠ ，下面将根据 m与 n 的大小关系进一步展开

讨论。 

1) 若 m n> ，当 0 k δ≤ < 时，由于
2 2
2 2
k m
k n

δ
δ

+ + +
+ + +

关于 k 在 [ )0,+∞ 单调递减，所以根据(2)式可得

2
2

ma b
n

δ
δ
+ +

≥
+ +

。当 k δ≥ 时，根据(5)式可得
( )
( )

0
g k
g k
′

≤ ，即 ( ) 0g k′ ≤ ，故 ( )g k 在 [ ),δ +∞ 上单调递减。因

此由(3)式得
( )( )
( )( )

( )
( )

2

2

2 3 2 2 2
2 3 2 2 2

m m n n
a b

n n m m
δ δ δ δ
δ δ δ δ
+ + + + + + +

≥
+ + + + + + +

，从而可得 

( )( )
( )( )

( )
( )

2

2

2 3 2 2 22max ,
2 2 3 2 2 2

m m n nma b
n n n m m

δ δ δ δδ
δ δ δ δ δ

 + + + + + + ++ + ≥  + + + + + + + + +  
. 

接下来分析
( )
( )

2

2

2 23 2
3 2 2 2

n nm
n m m

δ δδ
δ δ δ

+ + ++ +
+ + + + +

与 1 的大小关系。由于 

( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 23 2 3 2
3 2 3 22 2 2 2

n n n nm m
n nm m m m

δ δ δ δδ δ
δ δδ δ δ δ

+ + + + + ++ + + +
=

+ + + ++ + + + + +
， 

定义函数 ( ) ( )
( )

2 2

2

2 2
3 2

x x
f x

x
δ δ

δ

+ + +
=

+ +
， 0x ≥ 。因为 ( ) ( )

( )

2

3

2 1 2 5 2
0

3 2
x

f x
x

δ δ δ

δ

+ + + +
′ = >

+ +
，所以 ( )f x 关于

x 在区间 [ )0,+∞ 上为增函数。由 m n> 可得 ( ) ( )f m f n> ，即
( )

( )
( )
( )

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
3 2 3 2

m nm n
m n
δ δ δ δ

δ δ

+ + + + + +
>

+ + + +
。于
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是得到
( )
( )

2

2

2 23 2 1
3 2 2 2

n nm
n m m

δ δδ
δ δ δ

+ + ++ +
<

+ + + + +
。因此最终可得

2
2

ma b
n

δ
δ
+ +

≥
+ +

。 

2) 若 m n< ，当 0 k δ≤ < 时，由于
2 2
2 2
k m
k n

δ
δ

+ + +
+ + +

关于 k 在 [ )0,+∞ 单调递增，所以根据(2)式可得

3
3

ma b
n

δ
δ
+

≥
+

。当 k δ≥ 时，根据(5)式可得
( )
( )

0
g k
g k
′

≥ ，即得 ( ) 0g k′ ≥ ，故 ( )g k 在 [ ),δ +∞ 上单调递增。因

此由(3)式得
na b
m

≥ ，从而可得
3max ,
3

m na b
n m

δ
δ

 + ≥  +  
。然而 m n< ，那么

3
3

n m
m n

δ
δ
+

>
+

，因此最终

可得
na b
m

≥ 。 

例 2.1 设 ( ) 21.25 e ei iz r rθ θϕ −= + ，则 Toeplitz 算子Tϕ 不是亚正规的。 

证明 取 ( )0 2 2u z z A= + ∈  ，根据引理 1 与引理 2 计算得 35 10
3 9

T u z zϕ = + ， * 312
7

T u z zϕ = + 。于是可得

2
1.6975T uϕ ≈ ，

2* 1.7194T uϕ ≈ ，所以
22 *T u T uϕ ϕ< ，由亚正规算子的定义知Tϕ 不是亚正规的。 

通过此例可知，当 m n> 时，对于某些函数ϕ ，定理 2.3 中的必要条件
2
2

ma b
n

δ
δ
+ +

≥
+ +

不是Tϕ 为亚正

规算子的充分条件。 

3. 结论 

本文基于两个辅助引理对单位圆盘的 Bergman 空间上以非调和函数为符号的 Toeplitz 算子的亚正规

性展开研究，得到以函数 ( ) em iz r δθϕ = 和函数 ( ) e em i m iz ar brδθ δθϕ −= +  ( 0δ > )为符号的 Toeplitz 算子是亚

正规算子的充要条件，以及以函数 ( ) e em i n iz ar brδθ δθϕ −= +  ( m n≠ )为符号的 Toeplitz 算子是亚正规算子

的必要条件．本文所得结论具有原创性和创新性，将以函数 ,
m n

m na z z 、 n nm ma z bzz z+ 、 nm s ta z bzz z+ 为符

号的 Toeplitz 算子的结论分别推广到带有更为一般符号的 Toeplitz 算子上，这将有助于探讨带有更一般

符号的 Toeplitz 算子的亚正规性．然而，本文结论都是关于以特殊拟齐次函数为符号的 Toeplitz 算子的，

且以函数 ( ) e em i n iz ar brδθ δθϕ −= +  ( m n≠ )为符号的 Toeplitz 算子亚正规性的结论仅是一个必要条件，而

该必要条件不是算子亚正规性的充分条件。之后，我们将继续探讨以函数 ( ) e em i n iz ar brδθ δθϕ −= +  ( m n≠ )
为符号的 Toeplitz 算子为亚正规算子的充分条件，以期获得该类算子为亚正规算子的充要条件，进而分

别探究以函数 ( )0 eir δθϕ  ( ( )0 rϕ 是关于 r 的多项式函数)、 ( ) ( )1 2e + ei ir rδθ δθϕ ϕ − ( ( )i rϕ ( 1, 2i = )是关于 r 的

多项式函数)为符号的 Toeplitz 算子的亚正规性，及以两个拟齐次函数的和函数为符号的 Toeplitz 算子的

亚正规性，并将相关问题推广至加权 Bergman 空间。 
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