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摘  要 

奇异值分解(SVD)是矩阵计算中的核心工具。在图像处理领域，SVD被广泛用于图像压缩、去噪和特征提

取经典SVD算法在处理高分辨率图像或大规模科学仿真数据时，计算复杂度高，内存开销巨大，本文提

出随机SVD能保持高精度，并适合处理大规模图像矩阵和高维科学观测数据。经典SVD适用于中小规模

或高精度需求的任务，而随机SVD已成为大规模图像分析、科学计算与工程应用中高效获取低秩近似的

首选方案之一，本文的随机SVD与Tikhonov正则化方法结合得到的随机SVD-Tikhonov正则化方法可处

理大规模不适定问题，数值实例说明了该方法的有效性。 
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Abstract 
Singular Value Decomposition (SVD) is a core tool in matrix computing. In the field of image processing, 
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SVD is widely used in image compression, denoising and feature extraction. The classic SVD algo-
rithm has high computational complexity and huge memory overhead when dealing with high-res-
olution images or large-scale scientific simulation data. This paper proposes that random SVD can 
maintain high precision and is suitable for processing large-scale image matrices and high-dimen-
sional scientific observation data. Classic SVD is suitable for tasks of medium and small scale or with 
high precision requirements, while random SVD has become one of the preferred solutions for effi-
ciently obtaining low-rank approximations in large-scale image analysis, scientific computing and 
engineering applications. The random SVD-Tikhonov regularization method obtained by combin-
ing the random SVD in this paper with the Tikhonov regularization method can handle large-scale 
undetermined problems. Numerical examples illustrate the effectiveness of this method. 
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1. 引言 

在许多科学与工程应用中，如图像复原、反问题建模以及由积分方程或偏微分方程反演得到的参数

估计问题中，常常需要求解形如以下线性系统 

 Ax bδ=  (1.1) 

其中 m nA R ×∈ 是由连续算子离散化得到的矩阵， mb Rδ ∈ 表示含噪观测数据。该问题在图像复原等多个领

域具有广泛应用。 e表示测量误差或离散化误差，假设数据噪声水平 

2
e δ=  

已知，那么 b b eδ = + ，其中 b 为无误差的未知向量，即 trueAx b= 。 
尽管该问题在离散意义下是有限维的线性代数问题，但其本质仍然继承了原连续问题的不适定性，

通常表现为矩阵 A 的奇异值快速衰减至零，从而导致问题对数据噪声极其敏感。具体而言，矩阵 A 的奇

异值往往在数值上迅速趋近于零，且其衰减速度随问题类型和离散精度的提高而进一步加快，从而导致

矩阵条件数急剧增大。此类问题通常被称为离散不适定问题。由于 A 的严重不适定性，即使在噪声水平

较低的情况下，线性系统(1.1)的直接解仍可能产生强烈振荡且缺乏物理意义的解。目前，针对离散不适

定问题，最常用的方法主要为截断奇异值分解[1]和 Tikhonov 正则化方法[2]-[4]。 
Hansen [1]提出并系统分析了截断奇异值分解(TSVD)作为一种正则化策略，用于求解离散不适定线

性最小二乘问题，讨论了 TSVD 与标准正则化解之间的联系，并说明了截断主导奇异值能抑制噪声影响

的机制。 
Xu [5]系统比较了多种 TSVD 截断策略(如基于 F-统计、L-curve 和基于均方误差的准则)，分析了它

们在稳定性、偏差和均方误差等方面的性能，为 TSVD 参数选择提供了深入见解。 
Jia [6]等人提出了改进的随机化截断奇异值分解(MTRSVD)方法，将随机化 SVD 与改进 TSVD 结合

起来，可用于求解大规模离散不适定问题，显著减少了计算成本，同时保持了正则化精度。 
Bai [7]等人提出了一种新的 MTRSVD 方法，通过结合随机算法提高大规模问题中的 SVD 近似质量，
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并用不适定问题的实际数值例子验证了其有效性。 
Xu [8]等人在 TSVD 基础上引入广义 SVD (GSVD)与双侧均匀随机化策略，用于更复杂的 Tikhonov

正则化模型，提高大规模离散不适定问题的计算效率。 
Noschese 和 Reichel [9]引入了改进截断奇异值分解(MTSVD)算法，其核心思想是用具有相同谱条件

数的最接近矩阵(在酉不变矩阵范数下)替代 A。 

2. 奇异值分解算法 

奇异值分解(Singular Value Decomposition, SVD)是数值线性代数中最重要的矩阵分解之一，也是分析

和求解离散不适定问题的基础工具。对于任意矩阵 
m nA R ×∈  

其奇异值分解可表示为 
TA U V= Σ  

其中 ,m m n nU R V R× ×∈ ∈ 为正交矩阵， [ ]1 2diag , , , ,0, ,0 m n
rs s s R ×Σ = ∈  为非负对角矩阵，其对角元

1 2 0rs s s≥ ≥ ≥ > 称为矩阵 A 的奇异值。在离散不适定问题中，矩阵 A 的奇异值通常呈快速衰减趋势，

其中较大的奇异值对应于问题中稳定、可恢复的主要信息，而较小的奇异值则往往与高频成分及噪声主

导的方向相关。 

2.1. 截断奇异值分解算法(TSVD) 

针对离散不适定问题(1.1)，截掉一部分较小奇异值可有效降低不适定性，这种方法被称为截断奇异

值分解方法(TSVD)，TSVD 通过选取一个截断参数 k，构造近似矩阵 

T

1
.

k

k i i i
i

A s u v
=

= ∑  

其相应的正则化解可描述为 
T

1

k
i

k i
i i

u b
x v

s=

= ∑  

截断参数 k 在 TSVD 方法中扮演着正则化参数的角色，其选取直接决定了所得解对噪声的抑制能力

以及对真实解的逼近质量。合理选择 k 是在解的稳定性与逼近精度之间取得平衡的关键：过小的 k 会导

致解过度平滑而丢失重要信息，而过大的 k 则会引入噪声主导的高频成分，造成解的不稳定。针对离散

不适定问题，已有多种 k 的选取策略被提出，包括差异原理，广义交叉验证(GCV)和 L-curve 等方法[1] [2] 
[10] [11]。本文主要采用差异原理确定截断参数 k，时，差异原理要求选择 k 使得 TSVD 解的残差满足 

 
2

,kAx b τδ− =  (2.1) 

其中 1τ > 是指定的且与δ 无关。差异原理直接将解的拟合误差与噪声水平联系起来，能够有效避免过拟

合噪声，保证解在保留主要信息的同时具有良好的稳定性。因此，本工作中主要采用差异原理来确定截

断参数 k (算法 1)。 

2.2. 随机化奇异值分解 

传统 SVD 在求解离散不适定问题时，能够准确揭示矩阵的奇异值谱和不稳定子空间，但其计算复杂

度为 ( )( )min ,O mn m n ，在大规模问题中成本过高，甚至因内存爆炸而无法计算。 
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算法 1. 截断奇异值算法(TSVD) 

输入： m nA ×∈ , mb∈ , max, ,kδ τ  
输出：正则解 x 
[ ] ( ), , svdU V A∑ =  

While maxk k<
 

T

1

k
i

k i
i i

u bx v
s=

= ∑  

IF 
2kAx b τδ− <  

Break 
ENDIF 

End 

 
为了提高计算效率，本文使用一种改进算法，通过随机投影构造低秩近似，显著降低计算复杂度，

同时保持对主导奇异值和奇异向量的高精度捕捉。尤其是对于大规模问题而言，当线性系统(1.1)中，A 的

维度过大时，SVD 无法计算，而随机 SVD (RSVD)可有效降低计算复杂度。 
令 ( )n k p× +Ω∈ 为一个具有独立同分布高斯元素的随机矩阵，其中 k 为目标秩，p 为过采样参数。构造 

Y A= Ω  

并令Q 为Y 的正交基，则有 A 的近似可表示为 

 TA QQ A=  (2.2) 

随着过采样参数 p 的增加，随机子空间 ( )R Q 以高概率收敛到由 A 的前 k 个左奇异向量张成的子空

间，即 

( ) ( )( ), 0kR Q R U∠ →  

这表明 RSVD 在子空间意义下是一致收敛的。RSVD 近似误差可由如下界控制： 

( )( )T
12

1 , ,kA QQ A k p sε +− ≤ +  

其中 ( ),k pε 随过采样参数 p 增大而快速衰减。在期望意义下，有更精确的误差估计： 
2

T
12

1

1 ,
1

j
j k

k
k

s
kE A QQ A C s C

p s
>

+
+

 
′− ≤ + +  − 

∑
 

其中 C 和C′是来源于随机矩阵理论概率估计的普适常数[12]。可生成矩阵 A 的秩 r 近似。 
设 

 T
r r r rA A U V≈ = Σ    (2.3) 

其中正交矩阵 [ ]1 2, , , m r
r rU u u u R ×= ∈

  
 ，正交矩阵 [ ]1 2, , , n r

r rV v v v R ×= ∈

  
 ，对角矩阵 

[ ]1 2, , , n r
r rs s s R ×∑ = ∈

  
 ，且满足 1 2 0rs s s≥ ≥ ≥ ≥  

 。基于 RSVD 构造的截断解为 

T

1
.

k
i

ik
i i

u b
x v

s=

= ∑






 



 

将这种随机化方法与截断奇异值方法结合并用于求解离散不适定问题(1.1)，此算法称为截断随机奇

异值算法，并在算法 2 中详细描述。 
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算法 2. 截断随机奇异值算法(TRSVD) 

输入： m nA ×∈ ， mb∈ ， max, ,kδ τ  
输出：正则解 x 
1. 生成一个高斯随机矩阵 n rG ×∈  
2. 构造 m rY AG ×= ∈  
3. 对Y 进行 QR 分解并获得正交矩阵 m rQ ×∈  
4. 构造小规模矩阵 T r nB Q A ×= ∈  
5. 计算 B 的 SVD 分解 TB W V= Σ  
6. 构造 rU QW= ,并使 T

r r rA U V≈ Σ   
7. While maxk k<  

T

1
.

k
i

k i
i i

u bx v
s=

= ∑




 



 

IF 
2kAx b τδ− <  

Break 
ENDIF 

End 

3. 截断随机 SVD-Tikhonov 正则化混合方法 

单独 tRSVD 通过截断小奇异值实现初步正则化，但对中间奇异值方向的噪声仍可能放大。在截断低

秩矩阵上引入 Tikhonov 正则化是一个值得考虑的正则化策略。首先，对大规模问题(1.1)进行 tRSVD，得

到并引入 Tikhonov 正则化，得到问题 

 
2 22

, 22
argxmink kx A x b xλ λ= − +  (3.1) 

其正规方程可表示为 

( )T 2 T
k k kA A I x A bλ+ =    

或者 

( )2 T 2 T .k k k k k kV V I x V U bλΣ + = Σ      

问题(3.1)的 Tikhonov 正则化策略，可对中间奇异值方向进一步平滑，并防止噪声放大，正则化参数

0λ > 可用差异原理、L-curve 或 GCV 等方法确定。 
在截断子空间上， kA 的奇异值为 1 2 0ks s s≥ ≥ ≥ ≥  

 ，则解可以写为： 

 ( )T
, 2 2

1
.

k
i

k i i
i i

s
x u b v

sλ λ=

=
+∑





  



 (3.2) 

公式(3.2)中的正则化参数 λ 由差异原理确定，使得正则化解的残差范数满足 

 2 ,Ax bλ ηδ− ≤  (3.3) 

这里 1η > 通常是指定的。本文将这种对大规模问题(1.1)进行 tRSVD 并使用 Tikhonov 正则化的方法

叫做截断随机 SVD-Tikhonov 正则化方法(TR-tRSVD)，并在算法 3 中详细描述。若不进行随机化，而是

将 Tikhonov 正则化策略和截断 SVD 算法结合，则可得到截断 SVD-Tikhonov 正则化算法(TR-tSVD)。 
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算法 3. 截断随机 SVD-Tikhonov 正则化方法(TR-tRSVD) 

输入： m nA ×∈ ， mb∈ ， max, ,kδ τ  
输出：正则解 x 
1. 使用算法 2-2 生成 T

k k kA U V≈ Σ   
2. 差异原理确定正则化参数 λ ,满足(3.3) 
3. 计算 

( )T
, 2 2

1
.

k
i

k i i
i i

sx u b v
sλ λ=

=
+∑





  



 

4. 数值实验 

设 truex 为真实图像， iterx 为数值重建解，则重建误差定义为相对二范数误差： 

iter true 2

true 2

RE
x x

x
−

=  

在图像处理中，也可采用峰值信噪比(PSNR)： 

( )true
10 2

iter true 2

max
PSNR 20log .

x

x x N
=

−
 

考虑二维图像去模糊问题，其离散化线性模型为 
Ax b e= +  

其中
2Nx R∈ 表示按列堆叠后的原始图像，

2Nb R∈ 为观测到的模糊图像，e表示噪声，噪声向量由零均值

单位协方差的高斯白噪声生成，并按给定相对噪声水平δ 进行缩放，即 

( )2

2

, ~ 0,1
b

e z z N
z

δ=  

模糊过程由二维高斯点扩散函数给出： 

( )
2 2

2 2

1, exp
2 2

s th s t
σ σ

 +
= − 

 π
 

其中 0σ > 控制模糊程度。在一维情形下，高斯核在有限带宽 p 内离散化为 

( )2

2

1
exp , 1, ,

2j

j
g j p

σ

 −
 = − =
 
 

  

由此构造一个 N N× 的对称 Toeplitz 矩阵 

( )1toeplitz , , ,0, ,0pT g g =     

其中仅主对角线附近 p − 1 个副对角线为非零。二维模糊算子可以表示为一维算子的 Kronecker 积： 

 ( ) 2 2

2

1 ,
2

N NA T T A R
σ

×⊗ ∈
π

= . (4.1) 

由于高斯点扩散函数在频域中快速衰减，算子 A 的奇异值呈指数级衰减并迅速趋近于零，从而导致

问题在 Hadamard 意义下严重不适定。 
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如表 1 所示，给出了在(4.1)所定义的模糊算子作用下，在加入了两种不同水平( 0.01δ = 和 0.001δ = )
的噪音时，使用 TR-tRSVD 和 TR-tSVD 算法对尺寸为 128 × 128 的医学图像图像 MRI 进行复原。在仿真

实验中截断参数 k 由差异原理确定，即满足(2.1)，而正则化参数 λ 由差异原理确定，使正则解满足(3.3)，
在本次实验中设置 1.1η = ， 1.05τ = 。并使用 PSNR、CPU 计算时间、截断参数和得到正则解的相对误差

作为评价指标。表 1 中，设置
2N rG ×∈  (r = 150)，并设置当相邻解的相对误差小于 1e−04 时停止计算，

表中数据显示，在灰度图像恢复实验中，TR-tRSVD 算法相较于 TR-tSVD 算法，得到的恢复图像数据，

能更快停止迭代，解的数据的相对误差更小，PSNR 更高。在大规模离散不适定问题中，TR-tRSVD 相对

于 TR-tSVD 算法，由于其随机采样策略，降低了问题规模，这使得高频信息被尽可能被压缩，能更快达

到停止条件，展现其更优越的计算效率。 
 
Table 1. Performance comparison of TR-tSVD and TR-tRSVD algorithms in the grayscale image restoration experiment 
表 1. TR-tSVD 和 TR-tRSVD 算法在灰度图像恢复实验中的性能比较 

噪音水平 算法 截断参数 RE PSNR CPU time (s) 

0.01 
TR-tSVD 107 0.5138 22.69 483.36 

TR-tRSVD 68 0.4325 24.36 78.23 

0.001 
TR-tSVD 184 0.3143 26.1818 501.83 

TR-tRSVD 87 0.2521 28.17 89.36 

 
图 1 所展示的是对应表 1 中，当噪音水平为 0.001 时的(a) 原始图像，(b) 模糊加噪图像，以及分别

使用(c) TR-tSVD 和(d) TR-tRSVD 算法得到的恢复图像。 
 

 
(a) 原始图像            (b) 模糊加噪图像 

 
(c) TR-tSVD 恢复图像     (d) TR-tRSVD 恢复图像 

Figure 1. Restoration effect diagram of the grayscale image 
图 1. 灰度图像的恢复效果图 
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5. 总结 

TR-tRSVD 算法相较于 TR-tSVD 的主要优势在于其通过引入随机投影技术，将原本需要对大规模张

量进行完整 tSVD 分解的问题转化为在低维子空间中的小规模 SVD 计算，从而显著降低了计算复杂度与

内存开销。与此同时，TR-tRSVD 仅依赖矩阵–向量乘法运算，具有更好的可扩展性，能够高效应用于大

规模和高维张量反问题。在精度方面，通过合理选择截断秩及过采样参数，TR-tRSVD 可以在保持与 TR-
tSVD 相当近似精度的同时，大幅提升计算效率。因此，TR-tRSVD 在大规模张量数据处理与反问题求解

中展现出更优的综合性能。 
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