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摘  要 

如果对于图G 的任意割集 ( )S V G⊆ 均有 ( )S c G S t− ≥ ，则称图G 是 t -坚韧的，其中 ( )c G S− 表示

G S− 的分支数。1973年，Chvátal猜想存在常数 t0 使得每个阶数 n 3≥ 的 t0 -坚韧图都是哈密顿图，该猜

想对于一般图至今仍未解决。图G 的Prism定义为笛卡尔积G K2 ，如果G K2 是哈密顿图，则称G 是

Prism-哈密顿图。Kaiser等猜想存在常数 t1 ，使得每个 t1 -坚韧图都是Prism-哈密顿图，并证明了若该猜

想成立，则 t1 9 8≥ 。Kratsch等证明了每个3/2-坚韧的分裂图都是哈密顿图，并构造了一系列坚韧度小

于3/2且非哈密顿的分裂图，从而3/2是保证分裂图成为哈密顿图的最佳坚韧度下界。本文从更弱的坚韧

度条件出发，研究了1-坚韧分裂图的Prism-哈密顿性，证明了Kaiser等的猜想对于1-坚韧的分裂图成立。 
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Abstract 
A graph G  is t -tough if ( )S c G S t− ≥  for every cutset ( )S V G⊆ , where ( )c G S−  denotes 
the number of components of G S− . In 1973, Chvátal conjectured that there exists a constant t0  
such that every t0 -tough graph of order n 3≥  is Hamiltonian. This conjecture remains open for 
general graphs. The prism of a graph G  is defined as the Cartesian product G K2 . A graph G  is 
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called prism-Hamiltonian if G K2  is Hamiltonian. Kaiser et al. conjectured that there exists a con-
stant t1  such that every t1 -tough graph is prism-Hamiltonian, and proved that if the conjecture 
holds, then t1 9 8≥ . Kratsch et al. proved that every 3/2-tough split graph is Hamiltonian and con-
structed a family of non-Hamiltonian split graphs with toughness less than 3/2, showing that 3/2 is 
the best possible toughness lower bound for guaranteeing Hamiltonicity in split graphs. In this pa-
per, starting from a weaker toughness condition, we study the prism-Hamiltonicity of 1-tough split 
graphs and prove that Kaiser’s conjecture holds for 1-tough split graphs. 
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1. 引言 
本文所考虑的图均为有限且无向的简单图(即不含重边和环的图)。设 G 为一个图。对于顶点

( )v V G∈ ， ( )GN v 表示 v在G 中的邻域， ( ) ( )G Gd v N v= 表示 v的度数，G 的最小度记为 ( )Gδ 。对于非

空子集 ( )S V G⊆ ，定义 ( ) ( )( ):G Gx S
N S N x S

∈
=


 。由 S 导出的子图记为 [ ]G S ，并称为G 的导出子图。

用G S− 表示由 ( )V G S 导出的子图。 

如果连通图G 的连通度 ( )Gκ 满足 ( )G kκ ≥ ，即G 在去掉任意至多 1k − 个顶点后仍然连通，则称G

为 k -连通图。我们用 ( )c G 表示G 的连通分支数。1973 年，Chvátal [1]首次提出了坚韧度的概念，非完全

图G 的坚韧度记为 ( )Gτ ，定义为 

( ) ( ) ( ) ( )min : , 2
S

G S V G c G S
c G S

τ
  = ⊆ − ≥ 

−  
 

而对于完全图 nK ，则定义 ( )nKτ = +∞。对于实数 t ，如果图G 满足 ( )G tτ ≥ ，则称G 是 t -坚韧的。 

根据坚韧度的定义，可以证明每个 t -坚韧的非完全图都是 2t   -连通的。如果图G 中的圈包含G 的所有顶

点，则称之为哈密顿圈。如果图G 包含一个哈密顿圈，则称图G 为哈密顿图。容易验证，每个哈密顿图

都是 1-坚韧的，但反之并不成立。Chvátal [1]提出了如下坚韧度猜想： 
猜想 1.1 ([1]) 存在常数 0t 使得每个阶数 3n ≥ 的 0t -坚韧图都是哈密顿图。 
Bauer 等[2]构造了 ( )9 4−  -坚韧的非哈密顿图，从而证明了如果 Chvátal 的坚韧度猜想成立，则

0 9 4t ≥ 。关于坚韧度的更多研究，可参见综述[3]。Chvátal 的坚韧度猜想对于一般图而言仍未解决，但

对于某些特殊图类，已取得了一些重要进展。如每个 4-连通的平面图是哈密顿图[4]，从而每个坚韧度

( ) 3 2Gτ > 的平面图是哈密顿图；每个大于 1-坚韧的平面弦图[5]是哈密顿图；每个 10-坚韧的弦图[6]是
哈密顿图等。 

近年来，坚韧度与禁止子图的哈密顿性受到更广泛的研究。给定一个图 H ，如果图G 不包含 H 作为

其导出子图，则称G 为 H -禁止子图。我们用 nP 和 nK 分别表示具有 n 个顶点的路和完全图。 
1978 年，Jung [7]在 4P -禁止子图中建立了坚韧度与哈密顿性之间的重要联系： 
定理 1.1 ([7]) 设G 是阶数 3n ≥ 的 4P -禁止子图。则G 是哈密顿图当且仅当G 是 1-坚韧的。 
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近期，Li 等[8]研究了限制至多 4 个点的禁止子图，证明了 1-坚韧的 R -禁止子图是哈密顿图，其中

R 是 4P ， 3 1P K∪ 或 2 12K K∪ 的一个导出子图；Broersma 等[9]证明了 25 -坚韧的 22K -禁止子图是哈密顿

图；随后，Shan [10]和 Ota 等[11]分别将这一结果改进到 3-坚韧和 2-坚韧。对于限制大于 4 个点的禁止子 
图，Shan [12]证明了 15-坚韧的 ( )3 2P P∪ -禁止子图是哈密顿图；Gao 等[13]证明了 7-坚韧的 ( )3 12P P∪ -禁

止子图是哈密顿图；Shi 等[14]证明了 4-坚韧且 2k -连通的 ( )2 1K kK∪ -禁止子图是哈密顿图；Xu 等[15]证

明了对于正整数 2k ≥ ， ( )1k − -坚韧的 ( )2 1K kK∪ -禁止子图是哈密顿图；Ota 等[16]证明了对于正整数

2k ≥ ，1-坚韧， k -连通且 ( ) ( )3 1
2

k
Gδ

−
≥ 的 ( )2 1K kK∪ -禁止子图是哈密顿图。 

图G 的 Prism 定义为笛卡尔积 2G K ，即取G 的两个复制 1G 和 2G ，并在 1G 和 2G 的每一对对应顶点

之间添加一条边，构成一个完美匹配后所得到的图。如果 2G K 是哈密顿图，则称G 是 Prism-哈密顿图。

关于图的 Prism-哈密顿性，目前已有一些很好的成果，见[17]-[21]。 
类似于 Chvátal [1]的坚韧度猜想，Kaiser 等[22]给出了如下有关坚韧度和 Prism-哈密顿图的猜想，并

证明了若该猜想成立，则 1 9 8t ≥ 。 
猜想 1.2 ([22]) 存在常数 1t ，使得每个 1t -坚韧图都是 Prism-哈密顿图。 
Ellingham 等[23]将定理 1.1 中的坚韧度条件从 1-坚韧减弱为 1/2-坚韧，研究了 4P -禁止子图的 Prism-

哈密顿性。 
定理 1.2 ([23]) 设G 是阶数 2n ≥ 的 4P -禁止子图。则G 是 Prism-哈密顿图当且仅当G 是 1/2-坚韧的。 

 

 
Figure 1. An example of split graphs 
图 1. 一个分裂图举例 

 
本文主要研究分裂图的 Prism-哈密顿性。如果连通图G 的顶点集 ( )V G 可划分为一个团 K 和一个独

立集 I ，则称G 为分裂图(如图 1)。Kratsch 等[24]研究了分裂图的哈密顿性，证明了如下定理。 
定理 1.3 ([24]) 每个 3/2-坚韧的分裂图都是哈密顿图。 
Chvátal [1]构造了一个 1-坚韧，非哈密顿图的分裂图，Kratsch 等[24]拓展了 Chvátal 的反例，构造了 

一系列非哈密顿图的分裂图{ } 1l l
G ∞

=
，其中每个图都不含 2-因子，且对任意正整数 l ，有 ( ) 3

2 1l
lG

l
τ =

+
。因

此，3/2 是保证分裂图成为哈密顿图的最佳坚韧度下界。 
本文研究了分裂图在更弱坚韧度条件下的 Prism-哈密顿性，主要定理如下。 
定理 1.4 每个 1-坚韧的分裂图都是 Prism-哈密顿图。 

2. 定理 1.4 的证明 

定理 1.4 的证明需用到图论中经典的 Hall 定理[25]，该定理给出了二部图中存在一个匹配使得其覆

盖某一部分所有顶点的充要条件。 
引理 2.1 ([25]) 二部图 [ ],G X Y 存在一个覆盖 X 中所有顶点的匹配当且仅当 
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 ( ) for all .GN S S S X≥ ⊆  (1) 

定理 1.4 的证明：设G 是一个 1-坚韧的分裂图，则其顶点集可划分为 ( )V G K I= ∪ ，其中 K 是一个

团， I 是一个独立集，且 K I∩ =∅。设 { }1 2, , , pK x x x=  ， { }1 2, , , qI y y y=  。令 1G 和 2G 为G 的两个复

制，其中 1G 的顶点标记与G 相同，记为{ }1 1, , , , ,p qx x y y  ， 2G 中的顶点记为{ }1 1, , , , ,p qx x y y′ ′ ′ ′  。令

{ }1,2, , ,i p=  ， { }1,2, , ,j q=  ，则 ix ′和 jy ′分别表示 ix 和 jy 在 2G 中的对应顶点，且有 ( )2i ix x E G K′ ∈  ，

( )2j jy y E G K′ ∈  。 

对任意子集 I I′ ⊆ ，由G 的 1-坚韧性，有 

 
( ) ( )

( )( )
1.K K

K

N I N I
I c G N I

′ ′
≥ ≥

′ ′−
 (2) 

因此，由引理 2.1 可知，存在一个匹配 M 覆盖 I 中的所有顶点，且 M 由 K 与 I 之间的边构成。 
进一步地，由G 是 1-坚韧的，取 I I′ = ，则 ( )KN I K⊆ ，且 ( )c G K I− = ，故有 

 
( )

1,
K K

c G K I
= ≥

−
 (3) 

即 K I≥ 。 

记C 为一个有向圈， x 和 y 为图G 中任意两个点，我们用 xCy


表示从 x 沿C 的方向到 y 的子路，而

yCx


表示从 y 沿C 的相反方向到 x 的相应子路。 
接下来，我们根据 K 与 I 的大小关系以及 | |M 的奇偶性进行讨论并构造 2G K 上的哈密顿圈。 
情形 1 K I= 且 M 为偶数。 
此时，有 p q= 且为偶数，不妨设 { }1 1 2 2, , , p pM x y x y x y=  。令 1 2 1pC x x x x=  为一个圈覆盖 K 中的所

有顶点，如图 2，则 
 1 1 1 1 2 2 2 2 3 1 1p p p p px y y x x y y x x x x y y x x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′−  (4) 

是 2G K 上的一个哈密顿圈。 
 

 
Figure 2. A Hamilton cycle in the prism over 2G K  when K I=  and M  is even 

图 2. K I= 且 M 为偶数时 2G K 上的哈密顿圈 

 
情形 2 K I= 且 M 为奇数。 

此时，有 p q= 且为奇数，由 ( ) 2Gδ ≥ ，不妨设 ( )1 1 1 2,y x y x E G∈ ，且 { }1 1 2 2, , , p pM x y x y x y=  。令

1 2 1pC x x x x=  为一个圈覆盖 K 中的所有顶点，如图 3，则 
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 1 2 2 2 2 3 3 1 1 1 1 1p p p p py x y y x x y x x y y x x x y y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′−  (5) 

是 2G K 上的一个哈密顿圈。 
 

 
Figure 3. A Hamilton cycle in the prism over 2G K  when K I=  and M  is odd 

图 3. K I= 且 M 为奇数时 2G K 上的哈密顿圈 

 
情形 3 K I> 且 M 为偶数。 

此时，有 p q> 且 q M= 为偶数，设 { }1 1 2 2, , , p pM x y x y x y=  。令 1 2 1pC x x x x=  为一个圈覆盖 K 中

的所有顶点，C′为 2G 中对应的圈。因为 K 是一个团，则有 ( )1 2p qx x E G K′ ′− ∈  。 

因此，如图 4， 

 1 1 1 1 2 1 1 1 1p q q q q q q p q q px C x x y y x x C x x y x x y y x x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − −′






 (6) 

是 2G K 上的一个哈密顿圈。 
 

 
Figure 4. A Hamilton cycle in the prism over 2G K  when K I>  and M  is even 

图 4. K I> 且 M 为偶数时 2G K 上的哈密顿圈 
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情形 4 K I> 且 M 为奇数。 

此时，有 p q> 且 q M= 为奇数，设 { }1 1 2 2, , , p pM x y x y x y=  。令 1 2 1pC x x x x=  为一个圈覆盖 K 中

的所有顶点，C′为 2G 中对应的圈。 
因为 K 是一个团，则有 ( )1 1 2p qx x E G K′ ′− − ∈  。 

因此，如图 5， 

 1 1 1 2 1 1 1 1p q q q q p q q p px C x y y x C x x y x x y y x x x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − −′
 

  (7) 

是 2G K 上的一个哈密顿圈。 
 

 
Figure 5. A Hamilton cycle in the prism over 2G K  when K I>  and M  is odd 

图 5. K I> 且 M 为奇数时 2G K 上的哈密顿圈 

 
综上所述， 2G K 是哈密顿图，定理 1.4 得证。 

3. 总结和展望 

本文围绕 Kaiser 等的猜想，研究了 1-坚韧分裂图的 Prism-哈密顿性，证明了该猜想对于 1-坚韧的分

裂图成立。值得探讨的是，本文将坚韧度条件从已知分裂图哈密顿性所需的 3/2 降低至 1 以保障 Prism-
哈密顿性，其原因在于 Prism 构造引入了新的结构，即图的两个复制对应点之间的新边。在哈密顿圈中，

某个特殊的小度点 v 将成为构造哈密顿圈的重要阻碍。然而，在 2G K 中， v 对应两个点 ( ),1v 与 ( ), 2v ，

且二者之间有边相连。一个 Prism-哈密顿圈可以在某一层访问 ( ),1v ，通过层间边连接至另一层，遍历另

一层中部分点后，再通过其他路径返回，从而有效绕过特殊点 v破坏连通性的影响。 
目前图的 Prism-哈密顿性研究更集中于度条件，如度和条件、闭包条件、Chvátal-Erdős 条件等，关

于特殊图类 Prism-哈密顿性的已知结果有限，更多集中于足够连通度的平面图，近期有 1/2-坚韧的 4P -禁
止子图等。本文研究了一类特殊图，即分裂图的 Prism-哈密顿性，验证了 Kaiser 猜想对于分裂图成立，

证明更多的特殊图类是否为 Prism-哈密顿图是一个值得研究的方向。 
本文所采用的构造性证明方法基于分裂图的结构特性，即可划分为团和独立集两部分，通过 Hall 定

理构造了这两部分之间的一个匹配，从而进一步构造 Prism-哈密顿圈。其核心在于：利用团的高连通性
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保障内部圈的存在性，利用独立集的特性保证其有足够在邻点在团中，并利用二者之间的匹配连接作为

桥梁切换两层结构以构造圈结构。对于其他同样具备类似于稠密子图和稀疏子图二分结构的图类，例如

某些 kP -禁止子图，其中 5k ≥ ，如果能够建立类似的划分并控制边的分布，那么本文的构造框架或许可以

经过适当修改后适用。这将是后续研究的一个可行方向，即探索该方法在更广泛的可划分图类中的适用

范围。根据坚韧度的定义可知，1/2-坚韧即可保证图的连通性，而连通图可能存在哈密顿路，本文的分层

构造圈结构的思路对于更低坚韧度的分裂图仍然有效，只需进一步分析团和独立集之间边的情况，即可

构造所需的哈密顿圈。因此，是否每个 1/2-坚韧的分裂图是 Prism-哈密顿图，是一个值得进一步研究的问

题。 
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