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摘  要 

化学图论是化学与图论交叉的一个活跃领域。拓扑指数是不随图顶点编序而改变的图不变量，能将复杂

分子结构转化为可计算的数值，是化学图论中建立分子结构与性质定量关系的核心工具。本文研究的

Hosoya指数是化学图论中极具价值的一类拓扑指数，由日本化学家Hosoya于1971年提出，定义为图G
中所有匹配的数目之和。其数值变化与烷烃的沸点、分子稳定性等物理化学性质密切相关。本文研究随

机正十边形链关于Hosoya指数的期望。在该链中，两个相邻的十边形通过割边以随机方式连接。通过概

率图方法将随机结构转化为可量化的数学结构，并建立递推公式，推导出随机正十边形链中Hosoya指数

的期望表达式。 
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Abstract 
Chemical graph theory is an active interdisciplinary field bridging chemistry and graph theory. Topo-
logical indices are graph invariants that do not change with vertex labeling; they convert complex mo-
lecular structures into computable numerical values and serve as core tools for establishing quanti-
tative structure-property relationships in chemical graph theory. The Hosoya index studied in this 
paper is a highly valuable type of topological index in chemical graph theory. Proposed by Japanese 
chemist Hosoya in 1971, it is defined as the total number of matchings in a graph G. Its numerical 
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variation is closely related to physicochemical properties of alkanes, such as boiling point and mo-
lecular stability. This paper investigates the expectation of the Hosoya index for random regular de-
cagonal chains. In such a chain, two adjacent decagons are connected by a cut edge in a random man-
ner. By employing probabilistic graph methods, the random structure is transformed into a quanti-
fiable mathematical structure. A recurrence relation is then established, and the expected expres-
sion of the Hosoya index for random regular decagonal chains is derived. 
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1. 引言 

本文所考虑的图均为有限、无向的简单图。设 ( ) ( )( ),G V G E G= 是一个图，用 ( )V G 、 ( )E G 、 ( )V G
和 ( )E G 分别表示图G 的顶点集、边集、顶点数和边数。令 e和 x 分别为图G 的一条边和一个顶点，用

G e− 表示图G 删去边 e后得到的图，用G x− 表示图G 删去顶点 x  (及关联的边)后得到的图。对任意顶

点 ( )v V G∈ ，称 ( ) { }|GN v u uv E= ∈ 为图G 中 v的邻点集。称 [ ] { } ( )G GN v v N v=  为图G 中 v的闭邻集。

图G 中所有顶点的个数称为图G 的阶。 nP 、 nC 和 nK 分别表示 n 阶的路、圈和完全图。 
在化学图论领域，拓扑指数作为分子结构的数值不变量，已成为定量构性关系研究的核心工具[1] [2]。

自 1947 年 Wiener 开创以来[3]，研究者发展了数以百计的拓扑指数[4] [5]，用于预测分子的物理化学性

质、生物活性及药物设计[1] [2]。 
聚合物链的拓扑结构对其宏观性质具有决定性影响[6]。从线性链、环状链到支化链、多环链，不同

的拓扑连接方式会导致截然不同的热力学行为、动力学特性和功能表现[6]。近年来，随机聚合物链模型

因其能够捕捉真实高分子体系的统计涨落特性而受到广泛关注[7]-[9]。 
随机正十边形链 nG 是一个连通图，是由 n 个正十边形 1 2, , , nH H H 组成的，其中对任意的正整数 i

和 j ( )1 i j n≤ < ≤ ，当且仅当 1j i= + 时， iH 和 jH 才由一条割边连接，且每一个正十边形和一条割边的公

共顶点是三度点[10]。称 1H 和 nH 分别为 nG 的始端和末端。对于 nG 的第 k 个正十边形 kH 上的顶点，从它

与第 1k − 个正十边形 1kH − 连接割边的端点起，按顺时针方向依次标记为 ,1 ,2 ,10, , ,k k kx x x ， { }2,3, ,k n∈  。

在 1nG − 的末端 1nH − 通过割边连接一个新的正十边形构成 nG ，如图 1 所示。 
 

 

Figure 1. Random regular decagon chain nG  
图 1. 随机正十边形链 nG  

 
在 nG 中，当 1,2n = 时， nG 仅有一种结构；当 3n ≥ 时， nG 的末端 nH 通过割边与 1nG − 的末端 1nH − 有
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五种连接方式，这种局部排列分别表示为 1
nG ， 2

nG ， 3
nG ， 4

nG ， 5
nG ，如图 2 所示。 

 

 
Figure 2. The five possible connection modes in the random regular decagon chain Gn 
图 2. 随机正十边形链 Gn中的五种可能连接方式 

 

一个含有 n 个正十边形的随机正十边形链 ( )1 2 3 4 5, , , ,nG p p p p p  (其中
5

1
1i

i
p

=

=∑ )，是通过割边逐步增加 

末端的正十边形得到的，在之后的每一步 ( )3,4, ,t n=  中都会有五种随机排列： 
• 1

1t tG G− → 的概率表示为 1p ； 
• 2

1t tG G− → 的概率表示为 2p ； 
• 3

1t tG G− → 的概率表示为 3p ； 
• 4

1t tG G− → 的概率表示为 4p ； 
• 5

1t tG G− → 的概率表示为 5p ； 
其中概率 1 2 3 4 5, , , ,p p p p p 为常数，与步长参数 t 无关。并且，定义 ( )1,0,0,0,0nG ， ( )0,1,0,0,0nG ，

( )0,0,1,0,0nG ， ( )0,0,0,1,0nG ， ( )0,0,0,0,1nG ，分别为元链 nM ，正交链 1
nO ， 2

nO ， 3
nO ，对链 nP  [10]。 

对于 n 阶的简单图G ，若图G 中的两条边没有公共端点，则称这两条边相互独立。设 ( )A E G⊆ ，若 A 中

任意两条边均相互独立，则称 A 为图G 的一个匹配。特别地，空集视为任何图的一个匹配。图G 的 k -匹
配是指由G 中 k 条相互独立的边构成的子集，用 ( ),G kµ  表示G 中 k -匹配的数目。显然， ( ),0 1Gµ = ， 

( ) ( ),1G E Gµ = 。图G 的 Hosoya 指数定义为图G 中所有匹配的数目，记为 ( )Gµ ，即 ( ) ( )
0

,
n

k
G G kµ µ

=

= ∑
[11]-[14]。 

本文涉及 Fibonacci 数列{ }nf ，其定义为： 0 10, 1f f= = ，且满足递推关系 1 2n n nf f f− −= + ， 2n ≥ 。该 

数列的通项公式为： ( )( )1
5

nn
nf φ φ −= − − ，其中

1 5
2

φ +
=  [15]。 
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下述引理为后续的计算推导奠定了理论基础。 
引理 1 [16] 设G 是一个简单的连通图，对任意的 ( )v V G∈ ， ( )uv E G∈ ，则 
(i) ( ) ( ) { }( ),G G uv G u vµ µ µ= − + − ； 
(ii) ( ) ( ) { }( )

( )
,

Gx N v
G G v G v xµ µ µ

∈

= − + −∑ 。 

引理 2 [16] 若 1 2, , , kG G G 是图G 的连通分支，则 ( ) ( )
1

k

i
i

G Gµ µ
=

=∏ 。 

引理 3 [16] 对于 n 阶的路 nP ，有 ( ) 1n nP fµ += 。 
引理 4 [16] 对于 n 阶的圈 nC ，有 ( ) 1 1n n nC f fµ + −= + 。 

2. 主要结论 

定理 在随机正十边形链 nG 中 Hosoya 指数的期望值 

( )( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

123 4 123 36308 4
24 4

123 4 123 36308 4
.

24 4

n

n

n

A B A A A B
E G

A A B A B

A B A A A B

A B A A B

µ
+ − + + +

= ×
+ + +

−

 
 
 
 

 
 
 


+ − + − +
×


+

+ − +

 

其中 1 2 3 49 4 148A p p p p= − + − + ， 1 2 3 41053 492 123 123 50B p p p p= − + − + − 。 
分别令 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1p p p p p= = = = = 我们可以从定理 1 中得到元链 nM ，正交链 1

nO ， 2
nO ， 3

nO 和对

链 nP 的 Hosoya 指数的推论： 
推论 在随机正十边形链中元链 nM ，正交链 1

nO ， 2
nO ， 3

nO 和对链 nP 的 Hosoya 指数 

( ) 89689 413 1157 7 413 157 89689 413 1157 157 7 413
6377546 2206 2 6377546 2206 2

n n

nMµ
     + −

= + − −          
     

 

( ) ( ) ( )1 51 5626 5626 51 5626 56265626 72 72 5626
11252 11252

n n

nOµ
   + −

= + − −      
   

 

( )2 97 21509 21509 21509 149 97 21509 21509 149 21509
43018 2 43018 2

n n

nOµ
     + + − −

= −          
     

 

( )3 9 181 181 11 181 147 9 181 181 147 11 181
362 2 362 2

n n

nOµ
     + + − −

= −          
     

 

( ) ( ) ( )49 5426 5426 49 5426 54265426 74 74 5426 .
10852 10852

n n

nPµ
   + −

= + − −      
   

 

3. 主要结论的证明 

对于随机正十边形链的 Hosoya 指数是一个随机变量。在该部分的讨论过程中，我们将得到计算它期

望值 ( )( )( )1 2 3 4 5, , , ,nE G p p p p pµ 的一个公式。为了方便后续的推导，我们定义一个映射 : Iϕ →  ，其中

{ }1,2,3, 4,5I = 是一个图末端五种不同连接情形的编号集合， { }, , , ,A B C D E= 是五类不同图形的标记集

合。进一步的对应关系是 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3 , 4 , 5A B C D Eϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = = 。在下面计算推导过程中会涉及

到末端不同的五类图形 , , , ,i i i i i
k k k k kA B C D E ，其中 i I∈ ， { }1,2, , 1k n∈ − ，如图 3 所示。 
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Figure 3. Five types of connection modes for terminal connections in the random regular decagon chain 
图 3. 随机正十边形链中末端连接的五类连接方式 

 
根据末端连接方式的不同，随机正十边形链共分为五类情形，分别记为 i

nG ， i I∈ ，如图 2 所示。对

于 i
nG ，在考虑它的 Hosoya 指数时先考虑 1, 1 ,1n i nx x− + 这条边，依据引理 1 和引理 2 得到相应的递推关系式，

然后考虑 2, 1 1,1n i nx x− + − 这条边，依据引理 1 和引理 2 得到相应的递推关系式，其中 i I∈ 。 
(1) 当 1i

n nG G= 时，根据引理 1 和引理 2 得 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1,2 ,1 1,2 ,1

10 1 9 2 1 2

,

123 55 .

n n n n n n n

i i
n n n n

G G x x G x x

C G P A G A

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

− −

− − − −

= − + −

= + = +
 

在图 3 中，根据引理 1 和引理 2 可得到 ( )2 ,i
nA i Iµ − ∈ 的值 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2, 1 1,1 2 2, 1 1,1

9 2 8 23 3

,

55 34 .

i i i
n n n i n n n i n

n nn n

A A x x A x x

P G P i G i

µ µ µ

µ µ µ µ ϕ µ µ ϕ

− − − + − − − + −

− −− −

= − + −

= + = +
 

(2) 当 2i
n nG G= 时，根据引理 1 和引理 2 得 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
1,3 ,1 1,3 ,1

10 1 9 2 1 2

,

123 55 .

n n n n n n n

i i
n n n n

G G x x G x x

C G P B G B

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

− −

− − − −

= − + −

= + = +
 

在图 3 中，根据引理 1 和引理 2 可得到 ( )2 ,i
nB i Iµ − ∈ 的值 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2, 1 1,1 2 2, 1 1,1

9 2 1 7 23 3

,

55 21 .

i i i
n n n i n n n i n

n nn n

B B x x B x x

P G P P i G i

µ µ µ

µ µ µ µ µ ϕ µ µ ϕ

− − − + − − − + −

− −− −

= − + −

= + = +
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(3) 当 3i
n nG G= 时，根据引理 1 和引理 2 得 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
1,4 ,1 1,4 ,1

10 1 9 2 1 2

,

123 55 .

n n n n n n n

i i
n n n n

G G x x G x x

C G P C G C

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

− −

− − − −

= − + −

= + = +
 

在图 3 中，根据引理 1 和引理 2 可得到 ( )2 ,i
nC i Iµ − ∈ 的值 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2, 1 1,1 2 2, 1 1,1

9 2 2 6 23 3

,

55 26 .

i i i
n n n i n n n i n

n nn n

C C x x C x x

P G P P i G i

µ µ µ

µ µ µ µ µ ϕ µ µ ϕ

− − − + − − − + −

− −− −

= − + −

= + = +
 

(4) 当 4i
n nG G= 时，根据引理 1 和引理 2 得 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4
1,5 ,1 1,5 ,1

10 1 9 2 1 2

,

123 55 .

n n n n n n n

i i
n n n n

G G x x G x x

C G P D G D

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

− −

− − − −

= − + −

= + = +
 

在图 3 中，根据引理 1 和引理 2 可得到 ( )2 ,i
nD i Iµ − ∈ 的值 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2, 1 1,1 2 2, 1 1,1

9 2 3 5 23 3

,

55 24 .

i i i
n n n i n n n i n

n nn n

D D x x D x x

P G P P i G i

µ µ µ

µ µ µ µ µ ϕ µ µ ϕ

− − − + − − − + −

− −− −

= − + −

= + = +
 

(5) 当 5i
n nG G= 时，根据引理 1 和引理 2 得 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 5 5
1,6 ,1 1,6 ,1

10 1 9 2 1 2

,

123 55 .

n n n n n n n

i i
n n n n

G G x x G x x

C G P E G E

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

− −

− − − −

= − + −

= + = +
 

在图 3 中，根据引理 1 和引理 2 可得到 ( )2 ,i
nE i Iµ − ∈ 的值 

( ) ( ) { }( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 2, 1 1,1 2 2, 1 1,1

9 2 4 4 23 3

,

55 25 .

i i i
n n n i n n n i n

n nn n

E E x x E x x

P G P P i G i

µ µ µ

µ µ µ µ µ ϕ µ µ ϕ

− − − + − − − + −

− −− −

= − + −

= + = +
 

基于上述五种情形的分析，将各类情形的 Hosoya 指数按其发生的概率 ip  ( i I∈ 且
5

1
1i

i
p

=

=∑ )进行加

权平均，得到随机正十边形链 Hosoya 指数的期望值： 

( )( ) ( )( )
5

1
.i

n i n
i

E G p E Gµ µ
=

= ∑  

其中，各类情形的期望 ( )( )i
nE Gµ  ( i I∈ )如下： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1
1 2

1 2 1 3

2 3 3 3 4 3 5 3

123 55

123 3025 1870

.

n n n

n n n

n n n n

E G E G E A

E G E G p E A

p E B p E C p E D p E E

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

− −

− − −

− − − −

= +

= + + 
+ + + + 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 2

1 2 1 3

2 3 3 3 4 3 5 3

123 55

123 3025 1155

.

n n n

n n n

n n n n

E G E G E B

E G E G p E A

p E B p E C p E D p E E

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

− −

− − −

− − − −

= +

= + + 
+ + + + 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

3
1 2

1 2 1 3

2 3 3 3 4 3 5 3

123 55

123 3025 1430

.

n n n

n n n

n n n n

E G E G E C

E G E G p E A

p E B p E C p E D p E E

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

− −

− − −

− − − −

= +

= + +

+ + + +





  

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

4
1 2

1 2 1 3

2 3 3 3 4 3 5 3

123 55

123 3025 1320

.

n n n

n n n

n n n n

E G E G E D

E G E G p E A

p E B p E C p E D p E E

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

− −

− − −

− − − −

= +

= + + 
+ + + + 

 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

5
1 2

1 2 1 3

2 3 3 3 4 3 5 3

123 55

123 3025 1375

.

n n n

n n n

n n n n

E G E G E E

E G E G p E A

p E B p E C p E D p E E

µ µ µ

µ µ µ

µ µ µ µ

− −

− − −

− − − −

= +

= + + 
+ + + + 

 

将上述五类情形的期望表达式 ( )( )i
nE Gµ 代入公式 ( )( ) ( )( )

5

1

i
n i n

i
E G p E Gµ µ

=

= ∑ 中，并合并同类项，可

得： 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 2 2 2

3 2 4 2 5 2

1 2

2
1 1 2 1 3 1 4 1 5 3

2
1 2 2 2 3 2 4 2 5 3

1 3

123 55 55

55 55 55

123 3025

1870 1155 1430 1320 1375

1870 1155 1430 1320 1375

1870

n n n n

n n n

n n

n

n

E G E G p E A p E B

p E C p E D p E E

E G E G

p p p p p p p p p E A

p p p p p p p p p E B

p p

µ µ µ µ

µ µ µ

µ µ

µ

µ

− − −

− − −

− −

−

−

= + +

+ + +

= +

+ + + + +

+ + + + +

+ +( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2
2 3 3 3 4 3 5 3

2
1 4 2 4 3 4 4 4 5 3

2
1 5 2 5 3 5 4 5 5 3

1155 1430 1320 1375

1870 1155 1430 1320 1375

1870 1155 1430 1320 1375 .

n

n

n

p p p p p p p E C

p p p p p p p p p E D

p p p p p p p p p E E

µ

µ

µ

−

−

−

+ + +

+ + + + +

+ + + + +

 

类似地，对末端子图 3 3 3 3 3, , , ,n n n n nA B C D E− − − − − 进行递推，并结合其末端连接的随机性，得到以下期望

表达式： 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

5

3 3
1

3 1 4 2 4

3 4 4 4 5 4

55 34

.

i
n i n

i

n n n

n n n

E A p E A

E G p E A p E B

p E C p E D p E E

µ µ

µ µ µ

µ µ µ

− −
=

− − −

− − −

=

= + +
+ + + 

∑

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

5

3 3
1

3 1 4 2 4

3 4 4 4 5 4

55 21

.

i
n i n

i

n n n

n n n

E B p E B

E G p E A p E B

p E C p E D p E E

µ µ

µ µ µ

µ µ µ

− −
=

− − −

− − −

=

= + +
+ + + 

∑

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

5

3 3
1

3 1 4 2 4

3 4 4 4 5 4

55 26

.

i
n i n

i

n n n

n n n

E C p E C

E G p E A p E B

p E C p E D p E E

µ µ

µ µ µ

µ µ µ

− −
=

− − −

− − −

=

= + +
+ + + 

∑
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

5

3 3
1

3 1 4 2 4

3 4 4 4 5 4

55 24

.

i
n i n

i

n n n

n n n

E D p E D

E G p E A p E B

p E C p E D p E E

µ µ

µ µ µ

µ µ µ

− −
=

− − −

− − −

=

= + +
+ + + 

∑

 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

5

3 3
1

3 1 4 2 4

3 4 4 4 5 4

55 25

.

i
n i n

i

n n n

n n n

E E p E E

E G p E A p E B

p E C p E D p E E

µ µ

µ µ µ

µ µ µ

− −
=

− − −

− − −

=

= + +
+ + + 

∑

 

根据上式，可分别得到： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 1 2 1 3 1 4 1 5 3

2
1 1 2 1 3 1 4 1 5 3

1 1 2 3

1870 1155 1430 1320 1375

55 1870 1155 1430 1320 1375

34 123 3025 .

n

n

n n n

p p p p p p p p p E A

p p p p p p p p p E G

p E G E G E G

µ

µ

µ µ µ

−

−

− − −

+ + + +

= + + + +

 + − − 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 2 2 2 3 2 4 2 5 3

2
1 2 2 2 3 2 4 2 5 3

2 1 2 3

1870 1155 1430 1320 1375

55 1870 1155 1430 1320 1375

21 123 3025 .

n

n

n n n

p p p p p p p p p E B

p p p p p p p p p E G

p E G E G E G

µ

µ

µ µ µ

−

−

− − −

+ + + +

= + + + +

 + − − 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 3 2 3 3 3 4 3 5 3

2
1 3 2 3 3 3 4 3 5 3

3 1 2 3

1870 1155 1430 1320 1375

55 1870 1155 1430 1320 1375

26 123 3025 .

n

n

n n n

p p p p p p p p p E C

p p p p p p p p p E G

p E G E G E G

µ

µ

µ µ µ

−

−

− − −

+ + + +

= + + + +

 + − − 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 4 2 4 3 4 4 4 5 3

2
1 4 2 4 3 4 4 4 5 3

4 1 2 3

1870 1155 1430 1320 1375

55 1870 1155 1430 1320 1375

24 123 3025 .

n

n

n n n

p p p p p p p p p E D

p p p p p p p p p E G

p E G E G E G

µ

µ

µ µ µ

−

−

− − −

+ + + +

= + + + +

 + − − 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

2
1 5 2 5 3 5 4 5 5 3

2
1 5 2 5 3 5 4 5 5 3

5 1 2 3

1870 1155 1430 1320 1375

55 1870 1155 1430 1320 1375

25 123 3025 .

n

n

n n n

p p p p p p p p p E E

p p p p p p p p p E G

p E G E G E G

µ

µ

µ µ µ

−

−

− − −

+ + + +

= + + + +

 + − − 

 

综上所述，根据
5

1
1i

i
p

=

=∑ 即得关于 nG 的 Hosoya 指数期望值的递推公式： 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2

1 2 3 4 5 1

1 2 3 4 5 2

1 2 3 4 1

1 2 3 4 2

123 3025

34 21 26 24 25

123 34 21 26 24 25

9 4 148

1053 492 123 123 50 .

n n n

n

n

n

n

E G E G E G

p p p p p E G

p p p p p E G

p p p p E G

p p p p E G

µ µ µ

µ

µ

µ

µ

− −

−

−

−

−

= +

+ + + + +

− + + + +

= − + − +

+ − + − + −

 

另外，期望值存在两个极限： 
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( )( ) ( )( )1 2123, 18154E G E Gµ µ= =  

利用上述递推关系和边界条件，我们可以得到： 
定理 在随机正十边形链 nG 中 Hosoya 指数的期望值 

( )( ) ( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

123 4 123 36308 4
24 4

123 4 123 36308 4
.

24 4

n

n

n

A B A A A B
E G

A A B A B

A B A A A B

A B A A B

µ
 + − + + +
 = ×
 + + +  

 − + − + − +
 + ×
 + − +  

 

其中 1 2 3 49 4 148A p p p p= − + − + ， 1 2 3 41053 492 123 123 50B p p p p= − + − + − 。 
分别令 1 2 3 4 51, 1, 1, 1, 1p p p p p= = = = = 我们可以从定理 1 中得到元链 nM ，正交链 1

nO ， 2
nO ， 3

nO 和对

链 nP 的 Hosoya 指数的推论： 
推论 在随机正十边形链中元链 nM ，正交链 1

nO ， 2
nO ， 3

nO 和对链 nP 的 Hosoya 指数 

( ) 89689 413 1157 7 413 157 89689 413 1157 157 7 413
6377546 2206 2 6377546 2206 2

n n

nMµ
     + −

= + − −          
     

 

( ) ( ) ( )1 51 5626 5626 51 5626 56265626 72 72 5626
11252 11252

n n

nOµ
   + −

= + − −      
   

 

( )2 97 21509 21509 21509 149 97 21509 21509 149 21509
43018 2 43018 2

n n

nOµ
     + + − −

= −          
     

 

( )3 9 181 181 11 181 147 9 181 181 147 11 181
362 2 362 2

n n

nOµ
     + + − −

= −          
     

 

( ) ( ) ( )49 5426 5426 49 5426 54265426 74 74 5426 .
10852 10852

n n

nPµ
   + −

= + − −      
   

 

4. 结语 

本文研究了随机正十边形链的 Hosoya 指数的期望，有助于深入理解分子结构的拓扑性质与物理化学

性质之间的内在关联。该研究可为新型化合物开发与药物分子设计提供理论支撑，借助拓扑指数的优化

筛选高活性结构，从而推动材料科学与药物化学的创新发展。 
本文的研究尚有若干重要问题亟待深入。首先，需进一步研究 Hosoya 指数的方差与渐近分布——本

文仅讨论了期望值，而方差反映的是不同随机实现之间的涨落幅度，对于评估拓扑指数的统计显著性至

关重要，基于鞅方法可证明该指数在适当标准化后收敛于正态分布。其次，应将模型推广至含支链结构

的随机十边形网络，引入三分支、四分支节点后，拓扑指数期望的递推关系将由线性递推扩展为非线性

系统，呈现出更复杂的动力学行为。最后，建议开展数值模拟与实验数据对比，将理论得到的 Hosoya 指

数期望值与实际十元环聚合物的物理化学性质(如热稳定性、玻璃化转变温度)进行关联分析，验证其在

QSAR/QSPR 模型中的预测能力，从而真正实现从理论到应用的跨越。 
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