
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2026, 15(6), 311-323 
Published Online June 2026 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2026.156289  

文章引用: 王泽如, 刘红霞. 基于 Hermite WENO 格式的双曲守恒律高精度数值方法研究[J]. 应用数学进展, 2026, 
15(6): 311-323. DOI: 10.12677/aam.2026.156289 

 
 

基于Hermite WENO格式的双曲守恒律高精度

数值方法研究 
王泽如，刘红霞 

太原理工大学数学学院，山西 太原 
 
收稿日期：2026年5月23日；录用日期：2026年6月17日；发布日期：2026年6月23日 

 
 

 
摘  要 

本文针对双曲守恒律方程，构造并系统研究了有限差分Hermite WENO (HWENO)格式，重点分析不同数

值通量对格式精度、计算效率与间断分辨率的影响。在格式构造上，将数值通量分解为低阶通量与高阶

修正项，采用HWENO重构得到半格点处的五阶精度近似，并对高分辨率项进行中心差分与迎风分裂处

理，保证格式稳定性与收敛性。数值实验选取一维Euler方程的精度验证、Lax黎曼问题、Shu-Osher问
题、双爆轰波相互作用等典型算例，对比LF、LLF、HLL、HLLC、FORCE、FLIC等通量的性能。结果表

明，HWENO格式具备良好的无振荡特性与激波分辨能力；LF通量计算成本最低但耗散最大、精度最差，

HLL与HLLC通量在精度、间断分辨率和计算耗时之间达到最优平衡。本文所构建的HWENO格式可为流

体力学问题提供高效可靠的数值模拟工具。 
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Abstract 
In this paper, a finite difference Hermite WENO (HWENO) scheme is constructed and systematically 
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investigated for hyperbolic conservation laws, with a focus on analyzing the effects of different nu-
merical fluxes on scheme accuracy, computational efficiency and discontinuity resolution. In the 
scheme construction, the numerical flux is decomposed into a low-order flux and a high-order cor-
rection term. Fifth-order accurate approximations at half-grid points are obtained via HWENO re-
construction, and central difference and upwind splitting are applied to high-resolution terms to 
ensure the stability and convergence of the scheme. Numerical experiments include typical cases 
such as accuracy test for one-dimensional Euler equations, Lax Riemann problem, Shu-Osher prob-
lem, double detonation wave interaction, where the performance of LF, LLF, HLL, HLLC, FORCE and 
FLIC fluxes is compared. The results demonstrate that the HWENO scheme exhibits excellent non-
oscillatory behavior and shock-capturing capability. The LF flux has the lowest computational cost 
but the largest dissipation and the worst accuracy, while HLL and HLLC fluxes achieve the best bal-
ance among accuracy, discontinuity resolution and CPU time. The HWENO scheme developed in this 
paper can provide an efficient and reliable numerical simulation tool for problems in fluid mechan-
ics. 
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Hyperbolic Conservation Laws, Hermite WENO Scheme, Numerical Flux, Euler Equations,  
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1. 引言 

双曲守恒律方程是计算流体力学中的核心控制方程，广泛应用于激波动力学、爆轰波传播、空气动

力学等复杂流动问题的数值模拟[1] [2]。为准确捕获解中的间断结构并在光滑区域保持高阶精度，Liu、
Osher 与 Chan [3]提出了加权本质无振荡(WENO)格式，随后 Jiang 与 Shu [4]发展了经典的五阶有限差分

WENO 格式，奠定了该领域的方法论基础[5]。在此基础上，Qiu 与 Shu [6] [7]提出了 Hermite WENO 
(HWENO)格式，通过同时重构函数值及其导数值，在更紧致的模板上实现了与传统 WENO 格式相当甚

至更高的精度阶数，有效降低了边界处理的复杂度，适合长时间、高分辨率数值模拟[8]。 
数值通量是有限差分格式的关键组成部分，直接影响格式的耗散性、稳定性、计算效率与收敛特性。

目前常用的数值通量包括：Lax 与 Friedrichs [9]提出的全局 Lax-Friedrichs (LF)通量及其局部变体(LLF)，
Harten、Lax 与 van Leer [10]提出的 HLL 通量，Toro、Spruce 与 Speares [11]发展的 HLLC 通量，以及 Toro
与 Titarev [12]提出的 FORCE 和 FLIC 通量等。上述通量在传统 WENO 格式和 Godunov 型格式中已被广

泛研究[2]，但在 HWENO 框架下，不同数值通量对格式精度、间断分辨率与计算成本的综合影响仍缺乏

系统的对比分析。 
为弥补上述不足，本文针对双曲守恒律方程构建五阶有限差分 HWENO 格式，将数值通量分解为低

阶通量与高阶修正项，采用 HWENO 重构获得半格点处的五阶近似，并结合迎风分裂与中心差分处理高

分辨率项，保证格式的稳定性与收敛性。时间推进采用三步 TVD Runge-Kutta 格式[13] [14]。通过一维

Euler 方程精度验证、Lax 黎曼问题[9]、Shu-Osher 问题[14]、双爆轰波相互作用等典型算例，系统对比

LF、LLF、HLL、HLLC、FORCE、FLIC 六种通量的性能表现。结果表明，HLL 与 HLLC 通量在精度、

耗散和计算效率之间达到最优平衡，适用于复杂流动的高精度模拟。本文的研究可为双曲守恒律方程高

精度数值方法的设计与通量选择提供理论与实践参考。 
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2. HWENO 格式的构造 

本节主要描述求解守恒律的 HWENO 方法，以及 HWENO 有限差分方法中所研究的数值通量。我们

将重点讨论一维情况下的 HWENO 方法。 
考虑如下标量非线性双曲守恒律： 

 ( ) 0t xu f u+ =  (1) 

其中 ( )f u 为凸光滑函数，满足 ( ) 0f u′′ ≥ 。将方程(1)对 x 求导，并记 xu v= ，得： 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

0, ,0 ,
, 0, ,0 ,

t x

t x

u f u u x u x
v h u v v x v x
+ = =

 + = =
 (2) 

其中 
 ( ) ( ) ( ), .xh u v f u u f u v′ ′= =  (3) 

由式(3)可知，导数方程的特征速度
h
v
∂
∂

即为 ( )f u′ 。因此，系统(2)中的两个方程具有相同的特征速度。

这一结论为构造求解系统(2)的近似 Riemann 求解器提供了依据。 

设定网格节点
1 Δ
2ix i x = − 

 
，其中 Δx 称为空间步长。定义离散单元 1 1

2 2

,i i i
I x x

− +

 
=  
 

，其中心为 ix 。

均匀网格的单元尺寸定义为 1 1
2 2

Δ
i i

x x x
+ −

= − 。守恒律(2)可写作如下格式： 

 

( )

( )

1 1
2 2

1 1
2 2

d 1
d

d

ˆ ˆ

ˆ1 ˆ
d

i

i i

i

i i

u t
f f

t x

v t
h h

t x

+ −

+ −

  
= − −   ∆  


  = − −   ∆  

 (4) 

其中， ( ) ( ),i iu t v t 是均匀网格上解(2)在节点值 ( ),iu x t 和 ( ),iv x t 的数值近似。数值通量 1
2

ˆ
i

f
+

和 1
2

ˆ
i

h
+

基于精

确或近似 Riemann 求解器，且要求它们是相邻网格值 ,i iu v 的 Lipschitz 连续函数，并与物理通量

( ) ( ), ,f u h u v 保持一致。 
具体而言，我们采用一种替代方法来构造通量框架下的高阶保守有限差分格式数值通量。设计数值

通量 1
2

ˆ
i

f
+

和 1
2

ˆ
i

h
+

满足： 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 2

1
1 1
2 2

ˆ ˆ

ˆ

1

ˆ ,1
i

i

r

i i
x x

r

i i
x x

f u
f f O x

x x

h u v
h h O x

x x

+ −
=

−

+ −
=

   ∂
− = + ∆   ∆ ∂  


  ∂ − = + ∆   ∆ ∂ 

 (5) 

则当解光滑时，保守差分格式(4)将是方程(2)的 r 阶近似。我们采用高阶通量，其形式为低阶通量与修正

项之和，即： 

 
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

L H

i i i

L H

i i i

f f f

h h h

+ + +

+ + +

 = +



= +


 (6) 

其中， ˆ Hf 和 ˆHh 由 Taylor 展开生成： 
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 ( )
2 4

2 4 6
1 2 4

1 12
2 2

1 7 ,
4 5760

ˆ
2

H

i
i i

f ff x x O x
x x+

+ +

∂ ∂
= − ∆ + ∆ + ∆

∂ ∂
 (7) 

 ( )
2 4

2 4 6
1 2 4

1 12
2 2

1 7 .
4 5760

ˆ
2

H

i
i i

h hh x x O x
x x+

+ +

∂ ∂
= − ∆ + ∆ + ∆

∂ ∂
 (8) 

我们可将守恒律(1)重写为(4)的半离散形式，并采用(6)形式的通量。若 1
2

i
u+

+
和 1

2
i

v+

+
分别是 u 和 v在 1

2
i

x
+

 

处的五阶近似，则带有通量(7)~(8)的公式(4)将是方程(2)的五阶近似(此时 5r = )。在本文中，半离散系统

(4)转化为常微分方程系统，因此时间积分通过三步 TVD Runge-Kutta 格式完成。 

2.1. 低阶通量项的构造 

为构造低阶通量项 1
2

ˆ L

i
f
+

与 1
2

ˆL

i
h
+

，需首先对单元界面处的变量值 1
2

i
u±

+
与 1

2
i

v±

+
进行重构。以下详细阐述由

单元节点值 ,i iu v 得到半格点处五阶精度 HWENO 插值结果的过程。变量 u 和 v在半格点 1
2

i
x x

+
= 处，可分

别通过左侧模板 { }1 1, ,i i iS x x x−
− += 和右侧模板 { }1 2, ,i i iS x x x+

+ += 进行加权重构，得到界面处的左右近似值

1
2

i
u±

+
与 1

2
i

v±

+
。以左侧近似值 1

2
i

u−

+
和 1

2
i

v−

+
为例说明构造方法，右侧近似值 1

2
i

u+

+
和 1

2
i

v+

+
可通过镜像对称方式获

得。 
完整的五阶 HWENO 重构过程可表示为： 

 
2

1 1
02 2

,j ji ij
U p xω±

+ +=

 
≈   

 
∑  (9) 

其中 ( )T,U u v= ， 1
2

j i
p x

+

 
  
 

为定义在半格点处的插值多项式，其根据重构对象的不同，在对应小模板上满

足特定的插值性质。此外， jω 为非线性权重，满足 0jω ≥ 且
2

0 1jj ω
=

=∑ 。 

非线性权重 jω 的具体表达式如下： 

 
( )2, , , 0,1, 2,j k

j k
kk k

j k
ω γω ω
ω β ε

= = =
+∑

 (10) 

其中 jγ 为线性权重，满足一致性条件
2

1 10
2 2

j jji i
q x p xγ

=+ +

   
=      

   
∑ 且

2
0 1jj γ

=
=∑ 。 1

2
i

q x
+

 
  
 

为在偏置大模板

上定义的插值多项式。ε 为任意可避免分母为零的正实数，本文中取 610ε −= 。 jβ 为光滑指示子，采用如

下定义： 

 ( )
2

2 1 d ,
i

lr
l

j jlI
l k

x p x x
x

β −

=

 ∂
= ∆  ∂ 
∑∫  (11) 

其中求和上限 r 为多项式 ( )jp x 的次数，下限 k 取决于重构对象：重构 1
2

i
u±

+
时取 1k = ，重构 1

2
i

v±

+
时取 2k = 。 

2.1.1. 1
2

i
u−

+
的构造 

各子模板插值多项式及大模板多项式在半格点处的函数值为： 
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( )

( )

( )

( )

0 1 1 1
2

1 1 1 1
2

2 1 1 1
2

1 1 1 1 1
2

1 5 9 3 ,
4

1 3 ,
4

1 6 3 ,
8

1 8 36 36 3 9 .
64

i i ii

i i ii

i i ii

i i i i ii

p x u u xv

p x u u xv

p x u u u

q x u u u xv xv

− −
+

+ +
+

− +
+

− + − +
+

  
= − + − ∆     

   = + −∆    


  = − + +   
 

  
 = − + + − ∆ − ∆    

 (12) 

对应的线性权重为 0 1 2
1 9 3, ,

16 16 8
γ γ γ= = = 。各子模板光滑指示子 jβ 的具体表达式可由式(11)直接计算得

到，详见文献[6]。 

2.1.2. 1
2

i
v−

+
的构造 

各子模板插值多项式及大模板多项式在半格点处的函数值为： 

 

( )

( )

( )

( )

0 1 1 1
2

1 1 1 1
2

2 1 1 1
2

1 1 1 1 1
2

1 18 18 7 15 ,
4

1 6 6 ,
4

1 8 7 2 ,
8

1 3 96 93 12 15 .
64

i i i ii

i i i ii

i i i ii

i i i i i ii

p x u u xv xv
x

p x u u xv xv
x

p x u u u xv
x

q x u u u xv xv xv
x

− −
+

+ +
+

− +
+

− + − +
+

  
= − + ∆ + ∆    ∆  

   = − + −∆ −∆   ∆  


 
= − + + ∆   ∆ 

 
= − + + ∆ − ∆ − ∆   ∆ 








 (13) 

对应的线性权重为 0 1 2
1 15 3, ,

112 16 56
γ γ γ= = = 。光滑指示子 jβ 的表达式同样由式(11)计算，详见文献[6]。 

至此，完成了 1
2

i
u±

+
和 1

2
i

v±

+
的 HWENO 重构过程。将重构得到的界面值代入第 2.3 节中相应的数值通

量公式，即可完成低阶通量项 1
2

ˆ L

i
f
+

和 1
2

ˆL

i
h
+

的计算。 

2.2. 高分辨率项的构造 

本文采用简单的中心差分或单点偏迎风近似来构造这些项，以保证精度的同时避免计算量较大的

HWENO 重构过程。 
接下来对高分辨率项 1

2

ˆ H

i
f
+

和 1
2

ˆH

i
h
+

进行离散。为保证格式稳定性，首先对通量 f 和 h 进行迎风分裂，令

f f f+ −= + 、 h h h+ −= + ，其中 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1, ,
2 2
1 1, , , ,
2 2

f f u u f f u u

h h u v v h h u v v

α α

α α

+ −

+ −

= + = −

= + = −
 

其中 ( )max f uα ′= 。由定义易知： 
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d d0, 0, 0, 0.
d d

f f h h
u u v v

+ − + −∂ ∂
≥ ≤ ≥ ≤

∂ ∂
 

定义节点值： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1, , , , , .
2 2 2 2i i i i i i i i i i i i i if f u u f f u u h h u v v h h u v vα α α α+ − + −= + = − = + = −  

此时，二阶导数项与四阶导数项可近似为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6
1 1 1 11 1 1 2 2
2 2 2 22

1 1 7 7 ,
24 24 5760 57

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
60

H

i i i ii
f f f f f O x+ − + −

+ + + ++
= − − + + + ∆  (14) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6
1 1 1 11 1 1 2 2
2 2 2 22

1 1 7 7 .
24 24 5760 57

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
60

H

i i i ii
h h h h h O x+ − + −

+ + + ++
= − − + + + ∆  (15) 

其中各分量的具体表达式为： 

 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

11 1 1 1 1
2

11 2 1 2
2

12 1 1 1 1
2

12 1 1 1 1
2

11 1 1
2

5 1 1ˆ ,
4 4 2
5 1 1ˆ ,
4 4 2

ˆ 12 2 6 ,

ˆ 12 2 6 ,

1ˆ 39 48 9
4

i i i i ii

i i i i ii

i i i i ii

i i i i ii

i i ii

f f f f h h

f f f f h h

f f f f h h

f f f f h h

h f f f

− + + + + +
− + − +

+

+ − − − − −
+ + +

+

− + + + + +
− + − +

+

+ − − − − −
− + − +

+

− + + +
− +

+

= − − + +

= − − − −

= − − + − −

= − − + − −

= − + +( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

11 1 1 1 1
2

12 1 1 1 1
2

12 1 1 1 1
2

21 12 3 ,

1ˆ 9 48 39 3 12 21 ,
4

ˆ 90 30 4 ,

ˆ 90 30 4 .

i i i

i i i i i ii

i i i i ii

i i i i ii

h h h

h f f f h h h

h f f h h h

h f f h h h

+ + +
− +

+ − − − − − −
− + − +

+

− + + + + +
− + − +

+

+ − − − − −
− + − +

+













 + −


 = − + − − + +

 = − + + +


 = − + + +


 (16) 

后续将列出本文所采用的数值通量形式，并在下一小节对不同通量的数值表现进行对比分析。 

2.3. 常用数值通量格式 

在式(6)所建立的通量分解框架下，低阶通量项可灵活选取任意单调数值通量。以下给出本文所考察

的几类典型数值通量。 

2.3.1. Lax-Friedrichs (LF)通量与局部 Lax-Friedrichs (LLF)通量 
LF 通量与 LLF 通量的表达式为： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )LF 1, ,
2

f̂ u u f u f u u uα− + − + + − = + − −   (17) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )LF 1, ; , ,ˆ , .
2

h u u v v h u v h u v v vα− + − + − − + + + − = + − −   (18) 

LF 通量中α 取 ( )f u′ 的全局上界，LLF 通量中α 仅取界面两侧的局部最大特征速度。导数方程沿用

相同的α 值。 
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2.3.2. Harten-Lax-Van Leer (HLL)通量 
HLL 通量假设 Riemann 问题的解仅包含两列波，将流场划分为三个常数状态区域。其定义为： 

 ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

HLL

, 0 ,

, , 0 ,

, 0,

ˆ

f u s

s f u s f u s s u uf u u s s
s s

f u s

− −

+ − − + + − + −
− + − +

+ −

+ +

 ≤

 − + −=  ≤ ≤

−
 ≤

 (19) 

 ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

HLL

, , 0 ,

, ,ˆ , ; , , 0 ,

, , 0.

h u v s

s h u v s h u v s s v vh u u v v s s
s s

h u v s

− − −

+ − − − + + + − + −
− + − + − +

+ −

+ + +

 ≤

 − + −=  ≤ ≤

−
 ≤

 (20) 

波速 s− 与 s+ 的估计采用文献[2]中基于压力–速度的方法。HLL 格式未考虑接触间断，对接触面的数

值耗散偏大。 

2.3.3. HLLC 通量 
HLLC 通量在 HLL 基础上引入中间波速 *s ，恢复了接触间断与剪切波。其定义为： 

 ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

* *

HLLC

* *

, 0 ,

, 0 ,
,

, 0 ,

, 0,

ˆ

f u s

f u s u u s s
f u u

f u s u u s s

f u s

− −

− − − − −

− +

+ + + + +

+ +

 ≤

 + − ≤ ≤= 

+ − ≤ ≤


≤

 (21) 

其中 K
xρ 、 K

xE 为密度和总能量关于 x 的导数在 K 侧的取值。波速估计同 HLL 通量[2]。 
导数方程通量 HLLCĥ 采用与 HLLCf̂ 相同的三波结构，代入 ( ),h u v 与半格点导数值 v−、 v+： 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

* *

HLLC

* *

, , 0 ,

, , 0 ,

, , 0 ,

,

ˆ

, 0.

h u v s

h u v s v v s s
h

h u v s v v s s

h u v s

− − −

− − − − − −

+ + + + + +

+ + +

 ≤

 + − ≤ ≤= 

+ − ≤ ≤


≤

 

中间导数状态 *Kv 与 *Ku 按相同 Riemann 结构定义，波速 *, ,s s s− + 与 HLLCf̂ 保持一致。 

2.3.4. FORCE 通量与 FLIC 通量 
FORCE 通量为 LF 通量与 Richtmyer 通量的算术平均：  

 ( ) ( ) ( )( )FORCE LF Rˆ 1, , , ,
2

ˆ ˆf u u f u u f u u− + − + − += +  (22) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )R * *ˆ 1, , .
2

tf u u f u u u u f u f u
x

− + − + + −∆ = = + − − ∆ 
 (23) 

导数方程通量 FORCEĥ 与 Rĥ 的构造方式完全类似： 

 ( ) ( ) ( )( )FORCE LF Rˆ ˆ1, ; , , ; , , ; , ,
2

ˆh u u v v h u u v v h u u v v− + − + − + − + − + − += +  (24) 

https://doi.org/10.12677/aam.2026.156289


王泽如，刘红霞 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.156289 318 应用数学进展 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )R * * * 1, ; , , , , , .ˆ
2

th u u v v h u v v v v h u v h u v
x

− + − + − + + + − −∆ = = + − − ∆ 
 (25) 

FLIC 通量通过限制器在 FORCE 通量与 Richtmyer 通量之间自适应切换： 

 ( ) ( ) ( ) ( )FLIC FORCE R FORCE
1 2, ,ˆ, ,ˆ ˆ ˆ ,if u u f u u f u u f u uφ− + − + − + − +
+

 = + −   (26) 

其中限制器 ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2min ,i i ir rφ φ φ− +
+ − += ， 1 2 1 2 1 2i i ir q q−

− − += ∆ ∆ ， 1 2 3 2 1 2i i ir q q+
+ + += ∆ ∆ ， 1 2 1i i iq q q− −∆ = − ，

q E= 。本文采用 minbee 限制器： 

( )
0, 0,
, 0 1,

1, 1.

r
r r r

r
φ

≤
= ≤ ≤
 ≥

 

导数方程采用相同的限制器。以上各类通量均可作为本文 HWENO 格式的低阶通量分量。 
FORCE 导数通量为 LFĥ 与 Richtmyer 通量 Rĥ 的平均值： 

( )FORCE LF R1 ,
2

ˆ ˆ ˆh h h= +  

其中 ( )R * *,ĥ h u v= ， *v 由一阶预测得到， v− 、 v+为 HWENO 重构值。FLIC 通量 FLICĥ 在 FORCEĥ 基础上加

入限制器修正， *, ,v v v− + 定义与 FORCE 一致。 

3. 数值结果 

本节通过若干典型数值算例，系统比较基于 HWENO 格式的不同数值通量在计算精度、CPU 耗时及

流动结构分辨能力方面的表现。首先采用本文构造的 HWENO 格式求解一维 Euler 方程。在笛卡尔坐标

系下，一维 Euler 方程的守恒形式为： 

 
( )

2 0,

t x

u
u u p

E u E p

ρ ρ
ρ ρ

  
   + + =  
   +   

 (27) 

其中， ρ 为密度， u 为 x 方向的速度， E 为总能量， p为压力。压力与总能量的关系为： 

21 ,
1 2

pE uρ
γ

= +
−

 

其中比热比 1.4γ = 。 

3.1. 格式精度验证算例 

第一个测试算例为格式的有效精度验证问题。我们对一维非线性 Euler 方程组(27)进行求解，初始条

件设置为 

( ) ( ) ( ) ( ),0 1 0.2sin , ,0 1, ,0 1,x x u x p xρ = + π = =  

并采用周期边界条件。该问题的精确解为 

( ) ( )( ) ( ) ( ), 1 0.2sin , , 1, , 1.x t x t u x t p x tρ = + π − = =  

数值计算推进至 2t = 。表 1 给出了不同通量的 CPU 耗时对比，表 2 展示了密度 ρ 的数值误差与收敛阶

数。LLF 通量的误差与 LF 基本一致，故表中省略。由表 1 和表 2 可知，所有通量均达到了五阶设计精

度。HWENO-LF 与 HWENO-LLF 格式耗时最低但误差最大；HWENO-HLL 与 HWENO-HLLC 格式误差
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约为HWENO-LF的 40%~55%，耗时仅略有增加；HWENO-FLIC格式在 1L 范数下误差最小，仅为HWENO-
LF 的 7%~10%，但耗时多约 9%。可见在光滑问题中，不同通量的耗散差异对误差水平有显著影响。 
 
Table 1. CPU time for HWENO methods with different fluxes 
表 1. 不同通量下 HWENO 方法的 CPU 时间比较 

LF LLF HLL HLLC FORCE FLIC 

61.7051 61.9344 62.9382 67.0252 66.5397 67.2668 

 
Table 2. Comparison of density errors and convergence orders for Euler equations with different fluxes 
表 2. 不同通量下 Euler 方程密度误差与收敛阶对比 

N  Flux 1L  error 1L  order error ratio L∞  error L∞  order Error ratio 

10 

LF 5.42E−03  1.0000 7.82E−03  1.0000 

HLL 3.06E−03  0.5646 4.25E−03  0.5434 

HLLC 2.73E−03  0.5037 3.89E−03  0.4974 

FORCE 1.92E−03  0.3542 2.99E−03  0.3824 

FLIC 1.81E−03  0.3339 2.70E−03  0.3453 

20 

LF 2.37E−04 4.52 1.0000 3.71E−04 4.40 1.0000 

HLL 1.17E−04 4.71 0.4937 2.11E−04 4.33 0.5687 

HLLC 1.00E−04 4.77 0.4219 1.78E−04 4.45 0.4798 

FORCE 5.86E−05 5.03 0.2473 1.13E−04 4.73 0.3046 

FLIC 3.86E−05 5.55 0.1629 9.56E−05 4.82 0.2577 

40 

LF 7.11E−06 5.06 1.0000 1.31E−05 4.82 1.0000 

HLL 3.48E−06 5.07 0.4895 6.87E−06 4.94 0.5244 

HLLC 2.95E−06 5.08 0.4149 5.48E−06 5.02 0.4183 

FORCE 1.69E−06 5.12 0.2377 3.44E−06 5.03 0.2626 

FLIC 6.72E−07 5.84 0.0945 2.57E−06 5.21 0.1962 

80 

LF 2.18E−07 5.03 1.0000 4.09E−07 5.00 1.0000 

HLL 1.07E−07 5.02 0.4908 2.18E−07 4.98 0.5330 

HLLC 9.08E−08 5.02 0.4165 1.71E−07 5.00 0.4181 

FORCE 5.17E−08 5.03 0.2372 9.99E−08 5.11 0.2443 

FLIC 1.61E−08 5.38 0.0739 8.40E−08 4.94 0.2054 

160 

LF 6.69E−09 5.02 1.0000 1.22E−08 5.07 1.0000 

HLL 3.30E−09 5.02 0.4933 6.47E−09 5.07 0.5303 

HLLC 2.80E−09 5.02 0.4185 5.01E−09 5.09 0.4107 

FORCE 1.59E−09 5.02 0.2377 2.84E−09 5.14 0.2328 

FLIC 4.59E−10 5.13 0.0686 2.65E−09 4.99 0.2172 

320 

LF 2.00E−10 5.06 1.0000 3.42E−10 5.16 1.0000 

HLL 9.89E−11 5.06 0.4945 1.82E−10 5.15 0.5322 

HLLC 8.41E−11 5.06 0.4205 1.43E−10 5.13 0.4181 

FORCE 4.80E−11 5.05 0.2400 8.11E−11 5.13 0.2371 

FLIC 1.38E−11 5.06 0.0690 9.17E−11 4.85 0.2681 
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3.2. Lax 黎曼问题 

第二个测试算例为 Lax 提出的经典黎曼问题，初始条件为： 

( ) ( )
( )
0.445,0.698,3.528 , 0,

, ,
0.5,0,0.571 , 0.

x
u p

x
ρ

 ≤=  >
 

本算例用于检验不同格式对非物理振荡的抑制能力。计算域为 [ ]5,5− ，单元数为 200，终止时间为 1.3t = 。

图 1 中绘制了密度 ρ 的计算结果与参考解的对比，并给出了包含接触间断和激波的 [ ]1,4− 区域的局部放

大图。结果表明，HWENO-HLL 与 HWENO-HLLC 格式对间断的分辨率略优于 HWENO-LF 格式，其余

格式的表现则与 HWENO-LF 格式相近。 
 

 
(a)                                                (b) 

 
(c)                                                (d) 

Figure 1. Comparison of density profiles for the Lax Riemann problem 
图 1. Lax 黎曼问题密度分布对比 

3.3. Shu-Osher 问题 

本算例求解 Euler 方程(27)，模拟马赫数为 3 的移动激波与密度正弦波的相互作用，即经典的 Shu-
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Osher 问题。该问题的解同时包含激波与复杂的光滑结构，能够有效检验不同高阶格式的高分辨率特性。

初始条件为： 

( ) ( )
( )
3.857143,2.629369,10.333333 , 4,

, ,
1 sin 5 ,0,1 , 4.

x
u p

x x
ρ

ε
 < −=  + ≥ −

 

其中 0.2ε = 。计算域为 [ ]5,5− ，单元数为 300。图 2 中绘制了 1.8t = 时刻的密度 ρ 分布，并与采用 2000
个网格点的五阶 WENO 格式计算得到的参考解进行对比，同时给出了光滑区域内复杂波形结构的

[ ]0.5,2.5 局部放大图。对比结果显示，其余五种通量对该算例中复杂波结构的分辨率均优于 HWENO-LF
格式，且彼此间表现相近。 

 

 
(a)                                                (b) 

 
(c)                                                (d) 

Figure 2. Comparison of density profiles for the Shu-Osher problem 
图 2. Shu-Osher 问题密度分布对比 

3.4. 双爆轰波相互作用问题 

本算例求解 Euler 方程(27)描述的双爆轰波相互作用黎曼问题，计算域为 [ ]0,1 ，初始条件为： 
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( )
( )
( )
( )

1,0,1000 , 0 0.1,
, , 1,0,0.01 , 0.1 0.9,

1,0,100 , 0.9 1.

x
u p x

x
ρ

≤ <
= ≤ <
 ≤ ≤

 

计算域两端均采用反射边界条件。在 0.038t = 时刻，绘制了采用 400 个单元的密度分布，并与采用 2000
个网格点的五阶 WENO 格式参考解进行对比，同时给出了包含接触间断和激波的 [ ]0.53,0.88 区域的局部

放大图。如图 3 所示，对比结果表明，HWENO-LF 格式的分辨率最差；HWENO-HLL 和 HWENO-HLLC
格式的表现相对更优。综合前述算例的分析，HWENO-HLL 和 HWENO-HLLC 格式在求解双曲守恒律方

程时表现更佳。 
 

 
(a)                                                (b) 

 
(c)                                                (d) 

Figure 3. Comparison of density profiles for the double detonation wave interaction 
图 3. 双爆轰波相互作用问题密度分布对比 

4. 结论 

本文构造了求解双曲守恒律方程的五阶有限差分 HWENO 格式，将数值通量分解为低阶通量与高阶
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修正项，并采用 HWENO 重构实现半格点处的高精度近似。通过多个典型算例，系统对比了 LF、LLF、
HLL、HLLC、FORCE、FLIC 六种数值通量的精度、耗散、间断分辨率与计算效率。数值结果表明，HWENO
格式具有优异的无振荡特性与激波捕获能力；LF 通量计算成本最低但耗散最大、精度较差；HLL 与 HLLC
通量在精度、间断分辨率和计算效率之间达到最优平衡，更适合复杂流动模拟。本文所构建的 HWENO
格式可为流体力学相关问题提供高效可靠的高精度数值模拟方法。本文结论主要基于一维问题，后续将

把所提方法推广至多维双曲守恒律问题。 
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