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摘  要 

为对比不同数值通量与HWENO格式结合的性能，本文以一维及二维双曲守恒律方程为研究对象，构造了

基于多种典型数值通量的有限差分HWENO格式，阐述了格式构造流程与各通量实现细节。通过多个经典

算例，从收敛阶数、计算效率与间断分辨率三方面定量对比了不同通量下的格式表现。结果表明，

Godunov和EO通量格式间断分辨率最优但计算成本较高，而LF通量格式成本最低但数值耗散最大。本文

研究为双曲守恒律高阶数值方法的通量选取提供了参考。 
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Abstract 
To compare the performance of HWENO schemes combined with different numerical fluxes, this 
paper takes one- and two-dimensional hyperbolic conservation laws as the research objects, con-
structs finite difference HWENO schemes based on several typical numerical fluxes, and elaborates 
the construction process of the schemes and the implementation details of each flux. Through sev-
eral classical numerical examples, the performance of the schemes with different fluxes is quantita-
tively compared from three aspects: convergence order, computational efficiency and discontinuity 
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resolution. The results show that the HWENO schemes with Godunov and EO fluxes have the best 
discontinuity resolution but high computational cost, while the LF flux scheme has the lowest cost 
but the largest numerical dissipation. This study provides a reference for the selection of numerical 
fluxes in high-order numerical methods for hyperbolic conservation laws. 
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1. 引言 

双曲守恒律方程在流体力学、空气动力学等领域应用广泛，其解常包含激波等间断结构，对数值格

式的精度和稳定性要求很高。高阶数值格式能在较少网格下获得高精度结果，是当前的研究热点，其中

WENO 格式因能稳定捕捉间断而被广泛使用。 
HWENO 格式是 WENO 的改进形式，它同时利用函数值和导数值进行重构，模板更紧凑、效率更高，

适合复杂流动问题。数值通量是这类格式的关键部分，不同通量[1]-[3] (如 LF、Godunov、EO、MUSTA
等)在耗散特性和计算效率上差异明显，对比它们与 HWENO 格式结合的性能，对提升求解效果很有意

义。 
本文以一维和二维双曲守恒律方程为研究对象，介绍了有限差分 HWENO 格式的构造方法，将多种

典型数值通量嵌入格式中，并扩展到二维问题。通过精度测试、黎曼问题等算例，对比了不同通量下格

式的收敛精度、计算效率和间断捕捉能力，验证了方法的有效性，为实际应用中选择合适的通量提供了

参考。 

2. 构造 HWENO 格式 

本节将重点阐述守恒律问题的 HWENO 方法，以及后续将与 HWENO 有限差分格式联合开展研究的

数值通量。我们首先针对一维情形下的 HWENO 方法展开讨论。 
考虑如下标量非线性双曲守恒律方程： 

 ( ) 0t xu f u+ =  (2.1) 

这里 ( )f u 是光滑的凸通量函数，且其二阶导数 ( ) 0f u′′ > 。对守恒律方程(2.1)关于空间坐标 x 求导，

并引入记号 xu v= ，可导出如下形式的耦合双曲方程组 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

0, ,0
, 0, ,0 .

t x

t x

u f u u x u x
v g u v v x v x
+ = =

 + = =
 (2.2) 

其中， 
 ( ) ( ) ( ), .xg u v f u u f u v′ ′= =  (2.3) 

根据式(2.3)，易知该导数方程的特征速度为 ( )f u′ 。因此，对于方程组(2.2)中的两个方程具有相同的

特征速度，这一结论将在后续用于构造求解方程组(2.2)的简单近似黎曼求解器[4] [5]。 
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定义网格为 ( )1 2ix i x= − ∆ ，其中， x∆ 为空间步长。记以 ix 为中心的离散单元为 1 2 1 2,i i iI x x− + =  ，

均匀单元尺寸由 x∆ 定义。守恒律方程组(2.2)可写为如下常微分方程组(ODE)： 

 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

d 1 ˆ ˆ
d

d 1 ˆ ˆ
d

i
i i

i
i i

u t
f f

t x
v t

g g
t y

+ −

+ −


= − − ∆


 = − −
 ∆

 (2.4) 

其中， ( )iu t  ( )iv t 是方程组(2.2)的解在均匀网格节点处 ( ),iu x t ， ( ),iv x t 的数值近似。数值通量 1 2îf + 和

1 2ˆig + 基于精确或近似黎曼求解器构造，需满足：为关于相邻 ( )iu t  ( )iv t 的 Lipschitz 连续函数，且与物

理通量 ( )f u 和 ( ),g u v 相容。 
具体而言，我们将采用文献[6]中通量框架下的另一种方法，构造高阶守恒型有限差分格式的数值通

量。数值通量 1 2îf + 和 1 2ˆig + 需满足 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 2

1
1 1
2 2

1 ˆ ˆ

1 ˆ ˆ ,

i

i

r
x x xi i

r
x x xi i

f f f u O x
x

g g g u v O x
x

=+ −

−

=+ −

  
− = + ∆   ∆  


  − = + ∆   ∆  

 (2.5) 

当解光滑时，守恒型差分格式(2.4)即为方程(2.2)的 r 阶近似。我们采用高阶通量的构造方式：由低阶

通量加上修正项构成[7]，形式如下： 

 
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

L H

i i i

L H

i i i

f f f

g g g

+ + +

+ + +

 = +



= +


 (2.6) 

其中，高阶修正项 1 2
ˆ H
if + 和 1 2ˆ H

ig + 通过泰勒展开得到： 

 ( )
2 4

2 4 2 1
1 2 42 4

1 12
2 2

ˆ ,H m

i
i i

f ff a x a x O x
x x

+

+
+ +

   ∂ ∂
= ∆ + ∆ + + ∆   ∂ ∂   

  (2.7) 

 ( )
2 4

2 4 2
1 2 42 4

1 12
2 2

ˆ ,H m

i
i i

g gg a x a x O x
x x+

+ +

   ∂ ∂
= ∆ + ∆ + + ∆   ∂ ∂   

  (2.8) 

常数 2 4 2 2, , , ,ma a a − 的选取需保证数值通量(2.6)在式(2.5)中达到 2 1m + 阶精度。下文将重点讨论低

阶通量项 1 2î
Lf + 和 1 2ˆi

Lg + 。 
具体而言，数值通量 1 2î

Lf + 和 1 2ˆi
Lg + 可采用任意形式的通量，其中， 1 2iu±

+ 与 1 2iv±
+ 分别为 u 与 v在界面 1 2ix +

处的近似值。该数值通量构造方式的核心优势之一在于，式(2.6)中的低分辨率数值通量 1 2î
Lf + 和 1 2ˆi

Lg + 可采

用任意单调通量，而非局限于某一特定数值通量(如 LF 数值通量)。 
我们可通过式(2.4)的半离散形式重写守恒律方程(2.1)，并采用式(2.6)的通量形式。若 1 2iu±

+ 与 1 2iv±
+ 分

别为 u 与 v 在界面 1 2ix + 处的五阶近似，则结合式(2.7)~(2.8)中通量的式(2.4)为方程(2.2)的五阶近似(此时

2r = )。在本文研究中，半离散系统(2.4)将转化为常微分方程组，因此采用文献[8]中的三阶 TVD 龙格–

库塔格式进行时间积分。 

2.1. HWENO 插值 

在本文中，前述高阶守恒型有限差分格式的替代构造方法中，核心组成部分是以下 HWENO 插值流
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程。给定分段光滑函数 ( )u x 与 ( )v x 的节点值 ( )i iu u x= ， ( )i iv v x= ，我们需要在半节点 1 2ix + 处对 ( )u x 与

( )v x 进行高精度近似。在(2.4)中的数值通量也可通过五阶有限差分HWENO格式计算。为保证内容完整，

下文给出该 HWENO 格式的具体形式。通过五阶 HWENO 插值构造 1 2iu±
+ 与 1 2iv±

+ 的步骤如下： 
HWENO 流程的第一步，是基于不同模板构造目标值的低阶近似，并基于所有小模板的并集构成的 

大模板构造目标值的高阶近似。在小模板 { }0 1,i is x x−= ， { }1 1,i is x x += ， { }2 1 1, ,i i is x x x− += 上分别构造三次

Hermite 多项式 ( ) ( ), 0,1,2rp x r = ，并在大模板 0 1 2T s s s= ∪ ∪ 上构造四次多项式 ( )q x ，即： 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( )

0

0 1 1 1

1 1 1 2

, 1, ,
, , , 1,
, , 1, , 1,

, 1, , 1,
, 1, 1.

k k

i i k k

i i k k

k k

k k

p x u k i i
p x v p x u k i i
p x v p x u k i i i
q x u k i i i
q x v k i i

′ − −

′ + +

= = −
= = = +
= = = − +

= = − +
′ = = − +

 

对函数 ( )u x 在半节点处进行插值。由于我们仅需这些多项式在单元边界(即 1 2ix + )处的值，因此可直

接将 ( )1 2r ip x + 与 ( )1 2iq x + 作为 ( )1 2iu x + 的近似值。 

 

( )

0 1 1 1
2

1 1 1 1
2

2 1 1 1
2

1 1 1 1 1
2

5 9 3 ,
4 4 4

1 3 1 ,
4 4 4

1 3 3 ,
8 4 8

1 9 9 3 3 .
8 16 16 64

i i ii

i i ii

i i ii

i i i i ii

p x u u xv

p x u u xv

p x u u u

q x u u u x v v

− −
+

+ +
+

− +
+

− + − +
+

 
 
 
 
 
 
 
 

= − + − ∆

= + − ∆

= − + +

= − + + − ∆ +

 
 
 
 

 (2.9) 

HWENO 方法流程的第二步，是确定一组常数 kγ ，这类常数在HWENO 方法中通常被称为线性权重。

这组常数的核心作用，是保证由低阶模板多项式线性组合得到的近似值，需要满足： 

 
2

1 1
02 2

k ki ik
q x p xγ

+ +=

  
=


 
 

 
 

∑  (2.10) 

满足这几个线性权重的和为 1。对于五阶 HWENO 来说，线性权重为： 

0 1 2
1 9 3, ,

16 16 8
γ γ γ= = =  

HWENO 方法流程的第三步，是将线性权重 kγ 转化为非线性权重 rw 。这一步的核心目的，是让格式

在函数光滑区域仍能保持高精度，同时当至少一个小模板包含函数 u(x)的间断时，能够实现无振荡的数

值表现。其中，非线性权重的定义方式为： 

 
( )2, , 0,1,2kr

r k
k k

k

ww w r
w

γ
β ε

= = =
+∑

 (2.11) 

这里取 610ε −= ，引入该参数是为了避免分母为零的情况。即 rβ 为模板 rs 的光滑度指标，用于衡量函

数 ( )u x 在对应模板上的光滑性。参照文献[8]中原始 HWENO 格式的定义，我们给出 

 ( )
22

2 1

1
d

i

k
k

r rkI
k

x p x x
x

β −

=

∂ 
 
 

= ∆
∂∑∫  (2.12) 
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满足 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 1 1

132 2 ,
3

132 2 ,
3

1 13 2 .
4 12

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i

u u xv u u xv

u u xv u u xv

u u u u u

β

β

β

− − − −

+ + + +

− + − +

= − + − ∆ + − + − ∆

= − + − ∆ + − + ∆

= − + + − +

 (2.13) 

那么，我们得到 HWENO 在 ( )1 2iu x + 处的多项式 

 
2

1 1
02 2

k ki ik
u w p x−

+ +=


≈


 
 

∑  (2.14) 

1 2iu +
+ 的重构过程与前文所述 1 2iu +

− 的重构过程关于界面 1 2ix + 镜像对称。 
接下来讨论导数值 1 2iv±

+ 的重构过程。导数值 1 2iv±
+ 的重构同样分为四步，但其关键区别在于重构所用

的模板不同。给定节点值 iu 与 iv ，我们分别在小模板在小模板 { }0 1,i is x x−= ， { }1 1,i is x x += ， { }2 1 1, ,i i is x x x− +=

上构造三次 Hermite 多项式 ( ) ( ), 0,1,2rp x r = ，并在大模板 0 1 2T s s s= ∪ ∪ 上构造四次多项式 ( )q x ，满足 

( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( )

0

0

1 1

2

2

,

, 1, ,

, , , 1,

, 1, , 1,

, ,

, 1, , 1.

k k

k k

k k k k

k k

i i k k

k k

p x u

p x v k i i

p x u p x v k i i

p x u k i i i

p x v q x u

q x v k i i i

′

′

′

=

= = −

= = = +

= = − +

= =

′ = = − +

 

经过重构计算得到 

 

( )

( )

( )

( )

0 1 1 1
2

1 1 1 1
2

2 1 1 1
2

1 1 1 1 1
2

9 7 15 ,
2 4 4

3 1 1 ,
2 4 4

1 17 ,
8 4

1 3 3 93 1 12 15 .
64 2 64 64

i i i ii

i i i ii

i i i ii

i i i i i ii

p x u u v v
x

p x u u v v
x

p x u u u v
x

q x u u u v v v
x

′ − −
+

′ + +
+

′ − +
+

− + − +
+

 
= − + + 

∆ 

 
= − + − − 

∆ 

 
= − + + 

∆ 

   ′ = − + + − −   ∆   

 (2.15) 

此时，线性权重满足 

 0 1 2
1 15 3, ,

112 16 56
γ γ γ= = =  (2.16) 

在这个过程中，非线性权重计算如下： 

( )2, , 0,1,2j k
j k

k k
k

w
w w k

w
γ

β ε
= = =

+∑
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定义此时的光滑指示子 

 ( )
23

2 1

2
d

i

k
k

j jkI
k

x p x x
x

β −

=

∂ 
 
 

= ∆
∂∑∫  (2.17) 

需要注意的是，光滑度指标的求和项从二阶导数项开始，而非一阶导数项，详见文献[8]。五阶 HWENO
格式的光滑度指标定义如下： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
0 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1

2 2
2 1 1 1 1

13 12 6 6 2 4 ,
12
13 12 6 6 4 2 ,
12
13 3 3 6 2 .
12

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i

u u x v v u u x v v

u u x v v u u x v v

u u xv u u u

β

β

β

− − − −

+ + − +

− + − +

= − + ∆ + + − + ∆ +

= − + ∆ + + − − − ∆ +

= − + − ∆ + − +

 

最终，计算得到的 1 2iv +
− 表示为 

2

1 1
02 2

k ki ik
v w p x−

′
+ +=

 
≈  

 
∑  

前文已详细阐述了五阶 HWENO 有限差分格式的重构过程。对于气体动力学欧拉方程等方程组问题，

为抑制数值振荡，需在局部特征方向上，基于节点值 iu 与 iv ，对界面值 1 2iu−
+ ， 1 2iv−

+ 进行重构。 

2.2. 高分辨率项的重构 

为达到式(2.5)中 5r = 的五阶精度，可采用式(2.7)~(2.8)中的前两项。式(2.7)~(2.8)中数值通量的高分

辨率项系数至少含 2x∆ ，因此仅需低阶近似，且对伪振荡的贡献较小。因此，我们可采用简单的中心近似

或具有合适精度的单点迎风偏置近似来近似这些剩余项，无须使用计算成本更高的 HWENO 方法。 
接下来对 1 2î

Hf + 与 1 2ˆi
Hg + 进行离散。考虑到格式稳定性，将通量 f 与 g 分别分解为两部分： f f f+ −= +

与 g g g+ −= + ，其中 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1, ,
2 2
1 1, , , .
2 2

f f u u f f u u

g g u v v g g u v v

α α

α α

+ −

+ −

= + = −

= + = −
 

满足 ( )max f uα ′= ，能够得到 

d d0, 0, 0, 0.
d d

f f g g
u u v v

+ − + −∂ ∂
≥ ≤ ≥ ≤

∂ ∂
 

点值满足 ( )( )1 2i i if f u uα+ = + ， ( )( )1 2i i if f u uα− = − ， ( )( )1 2i i ig g u vα+ = + ， ( )( )1 2i i ig g u vα− = − ，

令 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1
2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 11 1 1 1 1 2 2
2 2 2 22 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .

H

i i i i i i i

H

i i i ii i i

f f f f f f f

g g g g g g g

+ − + − + −

+ + + + + + +

+ − + − + −

+ + + ++ + +

= + = + + +

= + = + + +
 

那么， 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 2 1 1 2 1 12
1 2 2
2

4
4

4 4 2 1 4 2 14
1 2 2
2

2
2

1 12 2 1 2 12
1 2 2
2

4
4

1 14 4 2 4 24
1 2 2
2

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ .

i i
i

i i
i

i i
i

i i
i

fa x a f a f
x

fa x a f a f
x

ga x a g a g
x

ga x a g a g
x

+ −

+ +
+

+ −

+ +
+

+ −

+ +
+

+ −

+ +
+

 ∂
∆ ≈ + ∂ 

 ∂
∆ ≈ + ∂ 

 ∂
∆ ≈ + ∂ 

 ∂
∆ ≈ + ∂ 

 

此时，满足 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 1 1
2

1 1 2 1 2
2

2 1 1 1 1 1
2

2 1 1 1 1 1
2

11 1 1
2

5 1 1ˆ ,
4 4 2
5 1 1ˆ ,
4 4 2

ˆ 12 2 6 ,

ˆ 12 2 6 ,

1ˆ 39 48 9
4

i i i i ii

i i i i ii

i i i i ii

i i i i ii

i i ii

f f f f g g

f f f f g g

f f f f g g

f f f f g g

g f f f

− + + + + +
− + − +

+

+ − − − − −
+ + +

+

− + + + + +
− + − +

+

+ − − − − −
− + − +

+

− + + +
− ++

= − − + +

= − − − −

= − − + − −

= − − + − −

= − + +( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

11 1 1 1 1
2

12 1 1 1 1
2

12 1 1 1 1
2

21 12 3 ,

1ˆ 9 48 39 3 12 21 ,
4

ˆ 90 30 4 ,

ˆ 90 30 4 .

i i i

i i i i i ii

i i i i ii

i i i i ii

g g g

g f f f g g g

g f f g g g

g f f g g g

+ + +
− +

+ − − − − − −
− + − ++

− + + + + +
− + − ++

+ − − − − −
− + − ++

+ −

= − + − − + +

= − + + +

= − + + +

 

接下来，我们将列出本文所考虑的数值通量，并在下一小节中对它们的性能进行对比分析。 

2.3. 低分辨率项的通量形式 

本文采用式(2.6)的形式构造双曲型方程的数值通量。尽管该形式相比标准形式计算成本更高，但具

有多个显著优势：其中最重要的一点是，该框架下可兼容任意单调通量，而传统的通量重构方法仅适用

于光滑通量分裂情形。下文将列出文献中几种常用的数值通量形式。 

2.3.1. Lax-Friedrichs (LF)通量与局部 Lax-Friedrichs (LLF)通量 
LF 通量是文献中最简单、应用最广泛的数值通量之一。然而，在所有单调通量中，LF 通量的数值耗

散最大，随着时间推进，会抹平解中许多有用的细节信息。 
LF 或 LLF 通量的定义如下： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1ˆ ,
2

LFf u u f u f u u uα− + − + + − = + − −    (2.18) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )1, ; , , , .
2

LFg u u v v g u v g u v v vα− + − + − − + + + − = + − −   (2.19) 

其中，对于 LF 通量，标量情形下的取为 ( )max f uα ′= 在整个定义域上的上界，方程组情形下则取为雅
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可比矩阵特征值绝对值的上界；对于 LLF 通量，α 取为 u− 与 u+ 之间的局部上界。在 HWENO 格式求解

过程中，导数方程的数值通量与原方程取相同的α 值，这是因为二者具有相同的特征速度。 

2.3.2. Godunov 通量 
Godunov 通量基于精确黎曼求解器构造，在标量情形下，它是所有单调通量中数值耗散最小的；但

在方程组情形下，其计算成本通常很高，因为它往往缺乏显式公式，求解过程依赖迭代算法。Godunov 通

量的定义为： 

( ) ( )( )ˆ , 0Gf u u f u− + =  

其中， ( )0u 是局部黎曼问题在 x/t = 0 处的解(由于黎曼问题具有自相似性，其解仅为单变量 x/t 的函数)，
即守恒律方程(2.2)在以下初始条件下的精确解： 

( ) for 0,,0
for 0.

u xu x
u x

−

+

 <
= 

>
 

对于标量守恒律情形，Godunov 通量可表示为如下闭合形式： 

( ) ( )
( )

min if ,ˆ ,
max if .

G u u u

u u u

f u u u
f u u

f u u u
− +

+ −

− +
− + ≤ ≤

− +
≤ ≤

 ≤= 
≥

 

对于大多数非线性方程组，Godunov 通量不存在闭合形式，其求解通常需要迭代算法。因此，对于

导数方程中的数值通量 1 2ˆig ± ，我们采用冻结系数法和线性双曲系统理论来更新变量 v。 

2.3.3. Engquist-Osher (EO)通量与 Osher-Solomon 通量 
标量情形下的 Engquist-Osher(EO)通量及其在方程组情形下的推广(通常称为 Osher-Solomon 通量)，

相比 Godunov 通量更为平滑，数值耗散却与之几乎相当。同时，EO 通量的优势在于：标量情形以及可压

缩气体动力学欧拉方程等常见物理方程组情形下，均存在显式计算公式，因此计算成本远低于依赖迭代

求解的 Godunov 通量。 
标量情形下的 EO 通量定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )1ˆ , d
2

uEO
u

f u u f u f u f u u
+

−
− + − +  ′= + −  ∫  

一维方程组情形下，欧拉方程的 Osher-Solomon 通量存在显式公式，详见文献[9]，此处不再赘述。 
对于导数方程的数值通量 1 2ˆig ± ，由于原双曲方程与其导数方程具有相同的特征速度，因此同样采用

冻结系数法结合线性双曲系统理论进行求解。 

2.3.4. 多步预测–校正(MUSTA)通量 
MUSTA 通量是一种多步预测–校正型数值通量。本文采用文献[9]的方法，以 FORCE 通量作为预测

步通量。L 阶 MUSTA 通量的计算流程如下：初始步 0l = 时，设置 0u u− −= ， 0u u+ += 随后按以下步骤迭代： 
1) 基于第 l 步的数据，计算 FORCE 通量： 

( )ˆ ˆ ,FORCE FORCE
l l lf f u u− +=  

2) 若已达到目标总步数 L，则 MUSTA 通量计算完成，最终通量为： 

( )( ) ( )( )1 1
ˆ ˆ,FORCE FORCE

l l l l l l l l
t tu u f f u u u f u f
x x

− − − + + +
+ +

∆ ∆
= − − = − −

∆ ∆
 

否则，按以下公式更新下一步状态： 
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并返回步骤 1 继续迭代。 
本文采用文献[10]建议的步数 2L = 。 

2.4. 高维扩展 

为说明前述数值通量的高维推广，我们以二维守恒律为例进行讨论： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2
0

0, , , 0, ,

, ,0 , , , .
t x yu f u g u x y t

u x y u x y x y

 + + = ∈ ∈ ∞


= ∈





 

其中， ( )( ), ,f u x y t 与 ( )( ), ,g u x y t 分别为 x 方向和 y 方向的通量。定义 xv u= ， yw u= ，对二维耦合方程

组分别关于 ,x y 求导，可得： 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0,

, , 0,

, , 0.

t x y

t x y

t x y

u f u g u

v h u v r u v

w q u w s u w

 + + =
 + + =


+ + =

 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,h u v f u v r u v g u v q u w f u w s u w g u w′ ′ ′ ′= = = =  

使用均匀的网格，网格中心 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 22, ,1 1 2i i i i i ix y x x y y+ − + −= + + ，网格大小 1 2 1 2i ix x x+ −− = ∆ ，

1 2 1 2i iy y y+ −− = ∆ 。每一个单元记为 1 2 1 2 1 2 1 2, ,ij i i i iI x x y y− + − +   = ×   。我们将(2.19)重新写为离散形式： 

 

( )

( )

( )

,
1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

,
1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

,
1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

d 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ 0,
d

d 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ 0,
d

d 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ 0.
d

i j

i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j

u t
f f g g

t x y

v t
h h r r

t x y

w t
q q s s

t x y

+ − + −

+ − + −

+ − + −

    
+ − + − =    
∆ ∆    

    
+ − + − =    ∆ ∆   

   
+ − + − =   
∆ ∆   








  (2.20) 

二维情形下，我们采用逐维方法处理通量项 2,1î jf ± ， , 1 2ˆi jg + ， 2,1î jh ± ， , 1 2î js ± ；混合导数项 , 1 2î jr ± 和 , 1 2ˆi jq ±

则采用经典 WENO 格式。HWENO 格式的优势之一是具有紧致性，因此为了保持整体格式的紧致性，用

WENO 格式重构混合导数项时，所用节点数必须与前文 HWENO 格式的节点数保持一致。这导致我们的

格式相比标准 WENO 格式精度降了一阶，为四阶精度。 
混合导数项的通量重构 , 1 2ˆi jq ± 计算如下： 

2
2

1 1 1 1 1 1 1 2, , , , , , , 12 2 2 2 2 2 2 ,
2

1 1ˆ , ,
2 2 24i j i j i j i j i j i j i j

i j

qq q u w q u w w w x
x

α+ + − − + −

+ + + + + + +
+

      
            

 ∂
= + − − − ∆  ∂ 

 

其中， ( )max f uα ′= 。边界处的值 1 2iu±
+ 的重构方法已在 2.1 节给出。为保持格式的紧致性，我们采用三

阶 WENO 重构计算 ,1 2i jw±
+ ，这使得整体格式达到四阶精度。对于二阶导数项

1

2
2

2

2

,i j

qx
x

+

 ∂
∆  ∂ 

，我们采用与

2.2 节相同的方式进行离散。差分近似格式如下： 
2

2
1, , 1, , 1, 2,2

1,
2

2 2i j i j i j i j i j i j
i j

qx q q q q q q
x

+ + − −
− + + +

+

 ∂
∆ ≈ − + + − + ∂ 
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( )( ) ( )( ), , , , , , , ,
1 1, , ,
2 2i j i j i j i j i j i j i j i jq q u w w q q u w wα α+ −= + = −  

其中，α 的系数与 2.2 节中保持一致。 

3. 数值算例 

本节将通过多个算例，验证基于 HWENO 格式的不同数值通量在精度、CPU 耗时及分辨率方面的性

能表现。所有数值算例中，一维与二维问题的 CFL 数均取为 0.2。 
首先，我们采用本文 HWENO 格式求解一维欧拉方程。笛卡尔坐标系下，一维欧拉方程的控制方程

为： 

( )

2 0

t x

u
u u p

E u E p

ρ ρ
ρ ρ

  
   + + =  
   +   

 

其中， ρ 为密度， u 为 x 方向速度， E 为总能量， p 为压力。压力与总能量的关系为：

( ) ( ) 21 1 2E p uγ ρ= − + ，其中 1.4γ = 。 
算例 1 精度测试 
第一个测试问题用于验证格式的有效精度阶数。我们求解式上述欧拉所示的一维非线性欧拉方程。

初始条件设置为： 

( ) ( ) ( ) ( ),0 1 0.2sin ,   , 1,   , 1x x v x t p x tρ = + = =π  

并采用 2-周期边界条件。该问题的解析解为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ),0 1 0.2sin ,   , 1,   , 1x x t v x t p x tρ = + − = =π  

我们将解推进至 t = 2 时刻。可以看到，所有格式均达到了其设计的理论精度阶数(表 1)。 
 
Table 1. Accuracy analysis with different fluxes 
表 1. 不同通量下的精度分析 

(a) 
N (G) L1 误差 阶 L∞误差 阶 

10 5.42E−03 - 7.82E−03 - 
20 2.37E−04 4.52 3.71E−04 4.40 
40 9.11E−06 5.06 1.31E−05 4.82 
80 2.18E−07 5.03 4.09E−07 5.00 

160 6.69E−09 5.02 1.22E−08 5.07 
320 2.00E−10 5.06 3.42E−10 5.16 

(b) 
N (EO) L1 误差 阶 L∞误差 阶 

10 2.72E−03 - 3.86E−03 - 
20 9.98E−05 4.77 1.77E−04 4.44 
40 9.11E−06 5.08 5.48E−06 5.02 
80 9.08E−08 5.02 1.71E−07 5.00 

160 2.80E−09 5.02 5.01E−09 5.09 
320 8.41E−11 5.06 1.43E−10 5.13 
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续表 

(c) 
N (MUSTA) L1 误差 阶 L∞误差 阶 

10 3.38E−03 - 4.42E−03 - 
20 1.34E−04 4.66 2.27E−04 4.28 
40 3.99E−06 5.06 7.39E−05 4.94 
80 1.23E−07 5.02 2.30E−07 5.00 

160 3.78E−09 5.02 6.78E−09 5.09 
320 1.13E−10 5.06 1.93E−10 5.14 

 
算例 2 Lax 黎曼问题 
初始条件为： 

( ) ( )
( )
0.445,0.698,3.528 if 0

, ,
0.5,0,0.571 if 0

x
v p

x
ρ

 ≤=  ≥
 

本算例用于验证前述数值格式在捕捉间断时的伪振荡特性。计算域取[−5, 5]，划分 200 个网格，最终

计算时刻为 t = 1.3。在图 1 中，我们绘制密度的参考解，展示了接触间断激波的区域[−1, 4]。从结果可以

看出，在间断分辨率方面，其余所有格式的计算结果则与 HWENO-LF 格式的结果相近。 
算例 3 双激波相互作用问题 
我们求解式欧拉方程的双激波相互作用黎曼问题，计算域为[0, 1]，初始条件为： 

( )
( )
( )
( )

1,0,1000     0 0.1

, , 1,0,0.01      0 0.9

1,0,100       0.9

x

v p x

x

ρ

≤ ≤


= ≤ ≤
 ≤

 

采用反射边界条件。t = 0.038 时，在 400 网格下绘制密度场，并与 2000 网格的五阶 WENO 参考解

及同网格 HWENO-LF 解对比(图 2 中[0.53, 0.88]放大图展示间断结构)。相同硬件环境下统计 CPU 耗时，

以 LF 为基准(1.00)，Godunov、EO、MUSTA 相对耗时分别为 2.48、1.96、1.71。结果验证：LF 效率最高

但耗散最大；Godunov 成本最高(依赖迭代黎曼求解器)；EO 具显式公式，成本显著较低；MUSTA 介于

两者之间。 
 

 
(a) 
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(b)                                                (c) 

Figure 1. Comparison of numerical solutions and exact solutions at t = 1.3 
图 1. 在 t = 1.3 时数值解与精确解对比图 

 

 
(a) 

 
(b)                                          (c) 

Figure 2. Comparison of numerical solutions and exact solutions at t = 0.038 
图 2. 在 t = 0.038 时数值解与精确解对比图 
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4. 总结 

本文构建并对比了基于 LF、Godunov(G)、Engquist-Osher(EO)三种数值通量的 HWENO 格式。通过

精度验证、Lax 黎曼问题及双激波相互作用等经典算例测试。结果显示，HWENO-LF 格式的分辨率在所

有方案中最差。进一步对比高分辨率通量(Godunov 与 EO)：在 Lax 黎曼问题的接触间断区域，Godunov
通量数值解更贴近精确解，而在激波波前处 EO 通量略有过冲；在双激波相互作用问题的复杂波系结构

中，EO 通量在局部极值点处的耗散略低于 Godunov 通量，两者均明显优于 LF 通量。综合间断分辨率与

计算效率(Godunov、EO、MUSTA、LF 的相对 CPU 耗时分别为 2.48、1.96、1.71、1.00)，EO 通量在分

辨率和效率的平衡上最优；若追求极致间断分辨率且计算资源充足，Godunov 通量仍可作为首选；LF 通

量适用于效率优先、精度要求适中的问题；MUSTA 通量可作为折中方案。上述量化和细化结论为 HWENO
格式的工程应用提供了更全面的参考。 
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