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摘  要 

多项式理论是代数学的核心基础，其方法在初等数学问题的求解中具有广泛应用。本文以多项式整除、

辗转相除法及对称多项式等核心理论为依托，探究其在初等数学高次方程组求解与不等式证明中的具体

应用。通过典型例题的解析，展现多项式方法化繁为简、直击问题本质的解题优势，为高次方程组与不

等式的求解构建系统化思路，同时直观体现高等代数与初等数学的深度衔接及内在关联。 
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Abstract 
Polynomial theory serves as the fundamental cornerstone of algebra, with its methodologies widely 
applied in solving elementary mathematics problems. Building upon core concepts such as polyno-
mial divisibility, method of successive division, and symmetric polynomials, this study explores 
their practical applications in solving higher-order systems of equations and proving inequalities 
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in elementary mathematics. Through detailed analysis of representative examples, the research 
demonstrates the advantages of polynomial methods in simplifying complex problems and address-
ing core mathematical issues. It establishes a systematic approach for solving higher-order equa-
tions and inequalities while visually illustrating the profound connections and intrinsic relation-
ships between advanced algebra and elementary mathematics. 
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1. 引言 

在初等数学研究中，高次方程组与对称不等式的求解及证明一直是教学与解题的重点与难点。传统

方法多依赖代数变形、配方、换元等技巧，虽能解决部分问题，但面对结构复杂、次数较高的多元问题

时往往缺乏统一思路。近年来，不少学者尝试将高等代数理论下沉至初等数学应用场景，为相关问题提

供更具系统性的解法。 
在二元高次方程组解法研究中，李武保以结式理论为依据，建立多项式公根与方程组解的联系，给

出了二元高次方程组的一般代数解法，为初等数学中高次方程组求解提供了理论方法[1]。孟凡通、杜家

祥针对传统结式计算繁琐的问题，运用方程组同解原理、整系数多项式有理根定理与综合除法实现降次

消元，方法更简便，更贴合初等数学解题需求[2]。赵昌成提出将方程组转化为系数矩阵，通过拟初等变

换实现降次化简，把二元高次方程组求解转化为矩阵运算与单变量方程求解，步骤规范、可操作性强，

丰富了初等数学中高次方程组的解法体系[3]。 
在不等式方面，周根娇引入中学不等式证明，把约束条件下的最值问题转化为多元函数极值问题，

实现了从技巧依赖到系统建模的思维转型，为多元不等式的程序化证明提供了重要借鉴[4]。田彦武系统

研究了拉维换元法在三变量对称不等式中的应用，通过将三角形三边关系转化为对称代数结构，有效简

化了分式不等式、整式不等式与几何不等式的证明过程，凸显了对称变换在处理多元不等式中的优势[5]。 
上述研究分别从不同角度为高次方程组与不等式的求解提供了有效方法，极大拓展了初等数学的解

题路径。多项式理论作为代数学的核心内容，其整除性、辗转相除法、对称多项式等工具同样具备强大

的应用潜力。 
各类方法在求解二元高次方程组时各具特点，但在计算复杂度与理解难度方面存在明显差异。结式

方法基于消元理论，通过构造行列式形式的结式实现变量消去，具有严格的代数理论基础，但在实际运

算中往往涉及高阶行列式展开，计算量较大，对初学者而言理解门槛较高。矩阵方法则通过将方程组转

化为系数矩阵，借助拟初等变换实现降次与消元，步骤规范、形式统一，但其本质仍依赖线性代数框架，

对初等数学背景的学生而言抽象性较强。相比之下，辗转相除法以多项式带余除法为基础，通过反复消

元实现次数降低，其运算过程具有计算步骤清晰、操作性强的特点，更易于在初等数学层面推广应用。

同时，该方法能够直接体现多项式整除结构，使解题过程具有较强的直观性与可解释性。 
因此，从“计算效率–认知负担”的综合角度来看，辗转相除法在处理结构适当的二元高次方程组

时，更具初等化优势。以多项式理论为工具，可将高次方程组的消元、对称结构的化简转化为规范的代
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数运算，有效降低解题难度，凸显高等代数与初等数学之间的内在联系。 
为将高等代数中的多项式理论有效融入初等数学的解题实践，本文以多项式整除性、最大公因式、

对称多项式等核心概念为理论根基，综合运用辗转相除法、对称多项式换元法等经典方法，结合具体典

型例题，系统且深入地探究多项式理论在二元高次方程组求解、二元及三元对称不等式证明中的实际应

用路径与解题技巧。通过化繁为简、化难为易的解题思路，将抽象的高等代数理论与具体的初等数学问

题深度结合，搭建起高等代数与初等数学之间的衔接桥梁，不仅为初等数学中高次方程组与对称不等式

相关问题的解决提供了新颖的思路，也为初等数学解题方法的拓展与创新提供了有益的探索。 

2. 预备知识 

定义 1 [6] 设 ( )f x 与 ( )g x 是 [ ]x 中两个多项式，如果存在 [ ]x 中的多项式 ( )g x ，使

( ) ( ) ( )f x g x q x= ，即称 ( )g x 整除 ( )f x ，记为 ( ) ( )|g x f x ，并称 ( )g x 是 ( )f x 的一个因式， ( )f x 是 ( )g x
的倍式。 

定义 2 [6] 如果 ( )h x 既是 ( )f x 的因式，又是 ( )g x 的因式，则称 ( )h x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个公因式。 
零次多项式都是 ( )f x 与 ( )g x 的公因式。 
定义 3 [6] 设 ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个公因式，若是 ( )d x 能被 ( )f x 与 ( )g x 的每一个公因式整除，

则称 ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个最大公因式。用 ( ) ( )( ),f x g x 表示多项式 ( )f x 与 ( )g x 的首系数为 1 的

最大公因式。 
定义 4 [6] 辗转相除法求最大公因式 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 2 2

1 2 3 3

3 2 1 1

2 1

1 1

k k k k

k k k k

k k k

f x g x g x r x

g x r x g x r x

r x r x g x r x

r x r x q x r x

r x r x q x r x

r x r x q x

− − − −

− −

− +

= +

= +

= +

= +

= +

=

  

则 ( ) ( )( ) ( ), kf x g x cr x= ，其中 c是使 ( )kcr x 首系数为 1 的 F 中非零数。 

定义 5 [6] 设 ( )1 2, , , nf x x x 是数环 R 上的一个 n 元多项式，如果对于这 n 个文字 1 2, , , nx x x 的指标

集{ }1,2, , n 施行任意一个置换后， ( )1 2, , , nf x x x 都不改变，那么称 ( )1 2, , , nf x x x 是 R 上的一个 n 元对

称多项式。 
定义 6 [6] 称以下 n 个 n 元多项式 

1 1 2

2 1 2 1 3 1

1 1 2 1 1 2 2 2 3

1 2

n

n n

n n n n n

n n

s x x x
s x x x x x x

s x x x x x x x x x x
s x x x

−

− − −

= + + +

= + + +

= + +

=







  



 

为 n 元初等对称多项式。 
在多项式理论中，一元多项式是最基础的研究对象。设 F 为数域， [ ]F x 表示系数在中的 F 所有关于

文字 x 的一元多项式构成的集合。本文在处理二元高次方程组时，将二元多项式 ( ),f x y 视为以 y 为参数、

关于 x 的一元多项式，即把 ( ),f x y 写成： ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0, n n

n nf x y a y x a y x a y−
−= + + + ，其中系数 ( )ia y 是
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关于 y 的一元多项式。 
这样处理后，一元多项式的整除、带余除法、最大公因式、辗转相除法等定义与性质，可直接推广

应用到二元多项式，即可自然完成从一元到二元的概念过渡。 

3. 多项式在解高次方程组与不等式中的应用 

1、用辗转相除法解复函数二元高次方程组 
定理 1 [6] (多项式带余除法核心规则)对多项式 ( )f x 和 ( )g x  ( ( )g x 非零)，存在唯一的商 ( )q x 和余

式 ( )r x ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= + ，其中 ( ) ( )deg degr x g x< 或 ( ) 0r x = 。 

例 1 解方程组
2 2 25

7
x y
x y

 + =


+ =
. 

解：方程组看作关于 x 的多项式：
( )
( )

2 2 25 0

7 0

f x x y

g x x y

 = + − =


= + − =
. 

用辗转相除法消去 x ：按多项式带余除法规则，用 ( )f x 除以 ( )g x ，最终得到商为 7x y− + ，余式为
22 14 24y y− + ，余式为 0 时，即 

22 14 24 0y y− + =  

解得 3y = 或 4y = ，代入 ( ) 0g x = 得 4x = 或 3x = 。即方程组解为
4
3

x
y
=

 =
和

3
4

x
y
=

 =
.
 

评注：辗转相除法解二元高次方程组的核心为消元降次，将方程组视为关于某一变量的多项式，通

过带余除法消去高次项转化为低次方程求解，此方法适用于各类可整理为多项式形式的二元高次方程组，

具有较强普适性。 

例 2 解方程组
4 2 2 4

2 2

2 16
8

x x y y
x y

 − + =


+ =
. 

解：令 2 2,u x v y= = ，原方程组转化为变为关于 u 的一元多项式方程组
( )
( )

2 22 16 0

8 0

f u u uv v

g u u v

 = − + − =


= + − =
. 

用辗转相除法消去 u ，根据带余除法规则，用 ( )g u 除 ( )f u 得到余式 ( ) ( ) ( )( )2 16 3 8 8r u v v v= − + − − . 

令 ( ) 0r u = ，得 2v = 或 6v = (即 2 2y = 或 2 6y = )，回代求 u . 

由 ( ) 8 0g u u v= + − = ，得 8u v= − ；当 2v = 时， 6u = ，即 6, 2x y= ± = ± ，当 6v = 时， 2u = ，即

2, 6x y= ± = ± . 

综上，方程组解为
6

2

x

y

 = ±


= ±
或

2

6

x

y

 = ±


= ±
. 

2、用对称多项式基本定理解对称的二元方程组 
定理 2 [6] (对称多项式基本定理)任何一个多元对称多项式，都可以唯一地表示为初等对称多项式的

多项式。 

一个二元方程组
( )
( )

, 0

, 0

f x y

g x y

=


=
，若 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,f x y f y x g x y g y x= = ，则称它为关于 ,x y 对称的二元

方程组。 

例 3 解方程组 
2 2

2 2

18
19

x y x y
xy x y

 + + + =


+ + =
. 
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解：此方程组关于 ,x y 是对称的，根据对称多项式基本定理，令 ,s x y p xy= + = ，即 
2

2

2 18 (1)
19 (2)

s s p
s p
 + − =


− =
 

由(2)式， 2 19p s= − 代入(1)，即 2 20 0s s− − = ，解得 1 25, 4s s= = − . 
再将其代入(2)，解得 1 26, 3p p= = − . 

从而有
5

6
x y
xy
+ =

 =
 

4
3

x y
xy
+ = −

 = −
. 

解得方程组解为
2
3

x
y
=

 =
 

3
2

x
y
=

 =
 

2 7

2 7

x

y

 = − +


= − −
 

2 7

2 7

x

y

 = − −


= − +
. 

评注：对称多项式基本定理是解对称方程组的核心工具，通过将二元对称多项式转化为初等对称多

项式的运算，把复杂方程组求解转化为一元方程求解，体现了化繁为简的代数思想，是对称方程组的程

序化解法。 
对某些不对称的方程组，可经过适当变换，化为对称方程组。 

例 4 解方程组
4 4 17

3
x y
x y

 + =


− =
. 

解：原方程组关于 ,x y 不对称，但若令 1 1,y y x x= − = ，原方程变为
4 4
1 1

1 1

17
3

x y
x y

 + =


+ =
. 

此方程关于 1 1,x y 对称。设 1 1 1 1,s x y q x y= + = ；即 
4 2 24 2 17

3
s s q q
s
 − + =


=
. 

解得
3
2

s
q
=

 =
或

3
16

s
q
=

 =
. 从而

1 1

1 1

3

2

x y

x y

+ =


=
或

1 1

1 1

3

16

x y

x y

+ =


=
. 

解得 1

1

2
1

x
y
=

 =
 1

1

1
2

x
y
=

 =
 

1

1

3 55
2 2

3 55
2 2

x i

y i


= −


 = +

 
1

1

3 55
2 2
3 55
2 2

x i

y i


= +


 = −

. 

代入 1 1,y y x x= − = ， 

求得原方程组解为
2

1
x
y
=

 = −
 

1
2

x
y
=

 = −
 

3 55
2 2

3 55
2 2

x i

y i


= −


 = − −

 

3 55
2 2

3 55
2 2

x i

y i


= +


 = − +

. 

3、用初等对称多项式换元法解二元、三元对称不等式 
由均值不等式 2 2 2a b ab+ ≥ ，易推出不等式 ( )2 4a b ab+ ≥ ，其中 ,a b 是实数，当且仅当 a b= 时等号

成立。 
若令 1 2,s a b s ab= + = ，则 2

1 24s s≥ ，利用此关系可以解决一些有关二元对称不等式的问题。 

例 5 已知 , 0a b > ，且 1a b+ = ，求证 4 4 1
8

a b+ ≥ . 

解：设 ,s a b p ab= + = . 

则 ( ) ( )2 24 4 2 2 2 2 2 2 4 2 22 2 2 4 2a b a b a b s p p s s p p+ = + − = − − = − + . 
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代入 1s = ， 4 4 21 4 2a b p p+ = − + ，由于 2 4s p≥ ，则
10
4

p≤ ≤ . 

设 ( ) 21 4 2f p p p= − + ，在
1
4

p ≤ 时递减(因为 ( )f p 的导数 4 4 0p= − + < )，则最小值在
1
4

p = ，

1 1
4 8

f   = 
 

，即 4 4 1
8

a b+ ≥ 得证。 

对于三元对称不等式，设 1 2 3, ,s a b c s ab ac bc s abc= + + = + + = ，由 ( )2a b c+ + 展开可推得 2
1 23s s≥ ，

利用此关系可以解决一些有关三元对称不等式的问题。 
例 6 设 , , 0a b c > ，且 3ab ac bc+ + = ，求证： 3a b c+ + ≥ . 
解：设 1 2 3, ,s a b c s ab ac bc s abc= + + = + + = ，由于 2

1 23 9s s≥ = ，则 1 3s ≥ ，即 3a b c+ + ≥ 得证。 
评注：三元对称不等式的证明可类比二元思路，通过初等对称多项式换元将多元问题转化为已知条

件下的代数式推导，规避了多元不等式证明中变量交叉的繁琐性，体现了多项式理论在不等式证明中结

构化、系统化的解题优势，适用于各类齐次、对称的多元不等式证明。 

4. 结论与展望 

多项式理论为高次方程组的求解与对称不等式的证明提供了系统化的代数解决方法。本文通过具体

例题验证，辗转相除法可对高次方程组实现高效的消元降次，对称多项式基本定理则能将复杂的多项式

结构转化为初等对称多项式的简易处理，两种方法均凸显出程序化解题的显著优势，让高次、对称类数

学问题的求解更具规律性与可操作性。 
相较于初等数学中偏重技巧性的零散解法，基于多项式理论的解题方法更具一般性与普适性，能够

深入揭示问题求解过程的本质逻辑，同时直观展现出高等代数与初等数学之间一脉相承的内在衔接与知

识关联。在中学数学教学中渗透多项式的相关思想与方法，不仅能为学生解决高次方程组、对称不等式

等难点问题提供新的思路，更有助于逐步培养学生的代数抽象素养与逻辑推理能力，夯实其数学思维基

础。 
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