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摘  要 

本文在期望效用最大准则下研究保险公司与再保险公司间最优的主从再保险和投资博弈问题。假设保险

公司从事两类具有共同冲击相依的保险业务，再保险公司既从事再保险业务也从事保险业务。再保险双

方均投资于无风险资产和股票。其中，股票价格由Ornstein-Uhlenbeck (O-U)过程来描述。利用动态规

划原理，分别推导出再保险双方的最优再保险合同和投资策略以及对应的值函数。最后，通过数值分析

分析了模型参数对最优策略的影响。 
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Abstract 
This paper investigates the optimal Stackelberg reinsurance and investment game between an in-
surer and a reinsurer under the expected utility maximization criterion. It is assumed that the in-
surer operates two classes of insurance businesses with common shock dependence, while the re-
insurer engages in both reinsurance and direct insurance businesses. Both parties allocate their 
capital to risk-free assets and stocks, where the stock price dynamics are characterized by the 
Ornstein-Uhlenbeck (O-U) process. By using the dynamic programming principle, the optimal rein-
surance contracts, investment strategies, and corresponding value functions for both the insurer 
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and reinsurer are derived separately. Finally, numerical analyses are conducted to illustrate the 
impact of model parameters on the optimal strategies. 

 
Keywords 
Stackelberg Game, Common Shock Dependence, Dynamic Programming Principle 

 
 

Copyright © 2026 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

在现实生活中，人们总会面临一些不确定性事件，如地震，火灾或遭受自然灾害。为了减少这些不

确定性事件的发生，人们会购买一定数量的保险。使得保险业务的不断增加，保险公司所面临的风险也

在不断增加，保险公司为了减少索赔风险，与再保险公司进行签订合同来分散部分风险，再保险公司承

担这部分保险业务来提高收入。保险公司通过支付再保费来购买再保险，再保费价格的高低决定着保险

公司购买份额的多少，同时也决定着再保险双方面临的索赔风险的大小。因此一个关键的问题是如何在

保险公司与再保险公司之间寻求一个平衡的再保费价格与再保险策略。 
在生活中的保险业务中，一类业务的索赔可能会导致不同的业务的索赔同时发生，保险公司与再保

险公司在经营保险业务时一定也存在业务上的相依性。因此考虑多个险种之间的相关性也十分关键。谷

爱玲研究了风险相依模型中两类保险业务在均值–方差准则下的最优投资策略问题，由 Lévy 过程来描述

每个业务的盈余过程[1]。刘胜旺和李冰探究了在均值方差准则下，相依风险模型的框架中，得到了最优

时间一致的投资和再保险策略[2]。对于最优再保险与投资策略问题，大多学者都以保险公司的利益角度

出发，在多种优化准则下进行研究。Meng 等假设由带漂移项的布朗运动描述累计索赔过程，研究保险公

司最小化破产概率的超额损失再保险问题[3]。张燕和王正艳研究以最大化双曲绝对风险效用期望效用最

大化准则下，并考虑 O-U 风险模型的保险公司的再保险和投资策略问题[4]。杨志伟和张强引入 VaR 约

束条件研究期望效用最大化为准则下的最优投资和再保险策略选择问题[5]，假设通过比例再保险分散索

赔风险，股票服从 Heston 模型。 
除此之外，由于历史数据的缺失、滞后或信息不对称，导致再保险双方无法准确估计模型参数，使

得对模型保持模糊态度，以及历史数据与当前环境不匹配等原因会引发模型的不确定性。因此一些学者

对模型不确定性下的投资决策进行研究。Chang 等探讨了一个模糊厌恶的保险公司稳健的时间一致再保

险投资策略，以及超额损失再保险中的投资问题[6]。王雨薇等以破产概率最小化为目标，研究了模糊厌

恶保险人的最优鲁棒投资再保险问题[7]。张雨浓等研究了在模糊环境下保险公司经营两类保险业务，以

最大化平滑模糊效应为目标的最优再保险和投资策略问题[8]。其中金融市场存在违约债券和一个模糊资

产。Han 等在均值–方差准则下，根据随机差分博弈框架，将时滞和模型不确定性纳入研究的模型中，

从再保险双方共同利益中得到稳健的再保险合同[9]。 
值得注意的是，由于保险公司对再保险公司在分保方面有极大的依赖性，使得再保险公司在费率定

价上占主导地位，导致保险公司与再保险公司在金融市场上的地位不平等，因此保险公司有时不能接受

最优的再保险策略，为此，学者们针对主从博弈框架下的再保险和投资策略问题进行研究。Chen 等首次

提出了一种新的连续时间框架研究保险公司与再保险公司之间主从再保险博弈问题[10]，其中保险人和

再保险人是随机的领导者和跟随者。Yuan 等将模型不确定性纳入考虑范畴，基于均值–方差准则和保险
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公司采用损失相依保费原则研究了主从比例再保险博弈问题[11]。杨鹏和张晓燕假设金融市场存在一家

保险公司从事两类保险业务，一家再保险公司从事一类保险业务。在 stackelberg 框架下得到最优定价和

再保险合同[12]。然而，上述主从再保险和投资博弈模型均假设保险公司和再保险公司完全相信描述保险

市场和金融市场的概率测度，事实上，由于市场的异常波动，信息掌握的不足，再保险公司往往对真实

的概率测度持怀疑态度，认为模型存在不确定性。为此，本文将模糊厌恶纳入模型研究中，讨论再保险

双方的再保险和投资决策问题。 
基于目前的研究，本文考虑一家保险公司与一家再保险公司都经营保险业务，且这两类保险业务之

间存在相依性。其中模糊厌恶的再保险公司是引领者，保险公司是跟随者。两家公司都可以投资股票，

其中股票价格过程由 Ornstein-Uhlenbeck (O-U)过程描述。股票价格的瞬时收益率，采用反映市场状态的

O-U 过程，描述更为合理。O-U 过程具有均值回复特性，契合资本市场规律，而现实中股票收益与市场

状态直接相关，市场状态变化会直接影响股票瞬时收益波动。这种描述方式能更精准捕捉二者关联，减

少定价偏差，使股价刻画更贴近真实值。假设保险公司与再保险公司都可以投资股票，目的是最大化各

自最终财富的期望指数效用。利用随机控制理论与博弈论等方法来建立保险公司与再保险公司间的主从

再保险博弈模型，推导出各自的 HJB 方程，进一步求解获得再保险双方的最优策略，分析模型参数违约

风险与风险相依性对最优策略的影响。 
本文剩余部分：第 2 节介绍再保险双方在金融市场的盈余过程和财富过程，并构建最优主从再保险

投资博弈模型；第 3 节求解再保险双方最优策略问题。第 4 节数值计算分析模型参数对均衡策略的影响；

第 5 节总结。 

2. 模型建立 

假设研究中所有的随机过程都在 { } [ ]( )0,
, ,t t T

P
∈

Ω F 概率空间中，{ } [ ]0,t t T∈
F 表示保险公司在 0 到 t 时刻可 

观测到的所有信息的集合， 0T > 是交易的终止时间，P 是概率测度。本文假设保险公司与再保险公司都

可以在金融市场中进行无风险投资与风险投资。对于无风险利率 0r ≥ ，无风险资产投资的价格过程为： 

( ) ( )0 0d d .S t rS t t=  

通过购买股票进行风险资产投资，股票的价格变化假设服从 O–U 过程，由如下随机微分方程表示： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2

d d d ,

d d d .

S t S t v b t t W t

b t hb t t W t

σ

α

= + +  
= +

 

( )1S t 是风险资产股票， 0v r> > ，其中 v是风险资产的收益率， 1 0σ > 为风险资产的波动率， 0α >

为市场状态的波动率， h 为均值回归速度参数。 ( ) ( )1 2,W t W t 为布朗运动，它们之间具有一定的相关性且

相关系数为 ρ ，即 ( ) ( )1 2,E W t W t tρ=   。 

2.1. 盈余过程 

我们假设市场上保险公司从事两类保险业务，不考虑从事再保险业务，其盈余过程满足微分方程： 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 1 2
1 1

d d d d d d ,
N t N t N t N t

i j
i j

R t c t g t t g t t Q M
+ +

= =

= − − − −∑ ∑  (1) 

两类保险业务发生索赔的次数是 ( ) ( )1 2,N t N t 两个互相独立的泊松过程，强度分别为

1 20, 0, 0λ λ λ≥ ≥ ≥ 。两类业务相互依赖通过索赔过程 ( )N t 体现。
( ) ( )2

1

N t N t

i
i

Q
+

=
∑ ，

( ) ( )2

1

N t N t

j
j

M
+

=
∑ 为两类保险业务
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的累积索赔额。第一类保险业务的第 i 次索赔额 iQ 与第二类保险业务的第 j 次索赔 jM ，是独立同分布且

非负的随机变量序列，记 [ ] 1iE Q µ= ， 

2jE M µ  =  。则均值为
( ) ( )

( )
1

1 1
1

N t N t

i
i

E Q tλ λ µ
+

=

 
= + 

 
∑ ，

( ) ( )
( )

2

2 2
1

N t N t

j
j

E M tλ λ µ
+

=

 
= + 

 
∑ 。假设保险公司收取

的保费 c由期望原则确定 ( )( )1 1 1 11c θ λ λ µ= + + ， ( )( )2 2 2 21c θ λ λ µ= + + 。其中 1 0θ > 、 2 0θ > 是保险公司安

全负荷；保险公司为了转移风险向再保险公司购买 per-loss 再保险并支付再保费，我们用 ( )1 ,iI Q t ，

( )2 ,jI M t 表示保险公司对从事的两类保险业务自留的部分，再保险公司承担剩余的部分

( ) ( )1 2, , ,i i j jQ I Q t M I M t− − 。如果 ( ) ( )1 1,i iI Q t p t Q= ， ( ) ( )2 2,j jI M t p t M= ，则就是传统的比例再保险，

本文考虑更一般的模型，不限定再保险方式，进而讨论再保险双方再保险合同的定价问题。假设再保费

( )g t 通过方差保费原则确定，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )2
1 1 1 1 1, , ,i i i ig t E Q I Q t t E Q I Q tλ λ η   = + − + −    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2

2 2 2 2 2, , ,j j j jg t E M I M t t E M I M tλ λ η   = + − + −      
 

其中 ( )1 0tη > ， ( )2 0tη > 为再保险公司的安全负荷系数。此时保险公司的盈余过程为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1 2

1 1 2 1 2 1 2
1 1

d d d d d , d , ,
N t N t N t N t

i j
i j

R t c c t g t t g t t I Q t I M t
+ +

= =

= + − − − −∑ ∑  (2) 

根据 Chen 和 Yang 将离散的复合泊松过程转化为有布朗运动的连续项，使得盈余过程、财富过程成

为连续随机过程，因此用连续扩散近似逼近离散泊松过程： 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 1 1 1 1 3

1
d , , d , d ,

N t N t

i i i
i

I Q t E I Q t t E I Q t W tλ λ λ λ
+

=

  = + − +   ∑  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

2
2 2 2 2 4

1
d , , d , d .

N t N t

j j j
j

I M t E I M t t E I M t W tλ λ λ λ
+

=

   = + − +   ∑  

其中 ( ) ( )3 4,W t W t 是两个标准布朗运动，它们之间的相关系数为 1ρ ： 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 2
1

2 2
1 2 1 2

, ,
.

, ,

i j

i j

E I Q t E I M t

E I Q t E I M t

λ
ρ

λ λ λ λ

     =
  + +    

 

此时保险公司的盈余过程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1 2 2 2 1 1 1

2

2 2 2

2 2
1 1 3 2 2 4

d ,

, d

, d , d .

i i

j j

i j

R t t E Q I Q t

t E M I M t t

E I Q t W t E I M t W t

θ λ λ µ θ λ λ µ λ λ η

λ λ η

λ λ λ λ

  = + + + − + −   
 − + −    

  + + + +   

 

相应的再保险公司的盈余过程为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )1 2

1 2 1 2
1 1

d d d d , d , ,
N t N t N t N t

r i i j j
i j

R t g t t g t t Q I Q t M I M t
+ +

= =

= + − − − −∑ ∑  (3) 

类似于 Chen 和 Yang [13]将复合泊松过程可扩散近似为： 
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

1 1 1 1 1 3
1

d , , d , d ,
N t N t

i i i i i i
i

Q I Q t E Q I Q t t E Q I Q t W tλ λ λ λ
+

=

    − = + − − + −      ∑

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 4
1

d , , d , d .
N t N t

j j j j j j
i

M I M t E M I M t t E M I M t W tλ λ λ λ
+

=

    − = + − − + −      ∑  

其中 ( ) ( )3 4,W t W t 是两个标准布朗运动，相关系数为 2ρ ： 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

1 2
2 22

1 2 1 2

, ,
.

, ,

i i j j

i i j j

E Q I Q t E M I M t

E Q I Q t E M I M t

λ
ρ

λ λ λ λ

  − −   =
  + + − −      

 

此时再保险公司的盈余过程为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

22
1 1 1 2 2 2

22
1 1 3 2 2 4

d , , d

, d , d .

r i i j j

i i j j

R t t E Q I Q t t E M I M t t

E Q I Q t W t E M I M t W t

λ λ η λ λ η

λ λ λ λ

   = + − + + −        

  + + − + + −      

 

2.2. 财富过程 

假设保险公司原有 ( )IX t 的金额， ( )1a t 为保险公司投资股票的金额，保险公司剩余的金额

( ) ( )1IX t a t− 用于投资无风险资产。因此，在策略 ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2, , , ,i ju a t I Q t I M t= 下保险公司的财富过程为： 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0
1 1

1 0

1 1 1 1 2 2 2

22
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 3 2 2 4

d d
d d

, , d

d , d , d .

I I I

I

i i j j

i j

S t S t
X t a t X t a t R t

S t S t

a t v b t r rX t

t E Q I Q t t E M I M t t

a t W t E I Q t W t E I M t W t

θ λ λ µ θ λ λ µ

λ λ η λ λ η

σ λ λ λ λ

= + − +

= + − + + + + +

  − + − − + −        

  + + + + +   

 (4) 

假设再保险公司有 ( )rX t 的金额， ( )2a t 为再保险公司投资股票的金额，再保险公司剩余的金额

( ) ( )2rX t a t− 用于投资无风险资产。因此，在策略 ( ) ( ) ( )( )2 2 1 2, ,u a t t tη η= 下再保险公司的财富过程为： 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )(
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 0
2 2

1 0

2
2 2 1 1 1

2

2 2 2 2 1 1

22
1 1 3 2 2 4

d d
d

,

, d d

, d , d .

r r r

r i i

j j

i i j j

S t S t
dX t a t X t a t R t

S t S t

a t v b t r X t a t t E Q I Q t

t E M I M t t a t W t

E Q I Q t W t E M I M t W t

λ λ η

λ λ η σ

λ λ λ λ

= + − +

 = + + − + + −  

 + + − +   

  + + − + + −      

 (5) 

3. 模型建立与求解 

首先假设保险公司和再保险公司的指数效用函数分别为： 

 ( ) ( )1 2
1 2

1 2

1 1e , e .I rm x m x
I rU X U X

m m
− −= − = −  (6) 

其中 1 0m > 、 2 0m > 分别为保险公司和再保险公司的风险厌恶参数。 
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考虑两类业务间的相依性，我们构建保险公司与再保险公司的主从博弈模型，再保险公司作为领导

者，保险公司作为跟随者： 
step 1：通过再保险公司给定的 ( ) ( )( ) ( )1 2,t t tη η η∈ ，保险公司目的是确定最优风险承担策略

( ) ( )( ) ( )1 2, , ,i jI Q t I M t I t∗ ∗ ∈ 实现自身目标函数最大化： 

( ) ( )( )1 , 1, sup ,
I

P
I t X IJ t X E U X T =    

step 2：再保险公司针对保险公司选择的 ( ) ( )( ) ( )1 2, , ,i jI Q t I M t I t∗ ∗ ∈ ，寻找再保险定价策略

( ) ( )( ) ( )1 2,t t tη η η∗ ∗ ∈ ，使得目标函数最大化： 

( ) ( )( )2 , 2, sup .
r

P
r t X rJ t X E U X T =    

step 3：保险公司根据再保险公司的最优定价策略 ( ) ( )( ) ( )1 2,t t tη η η∗ ∗ ∈ ，调整自身风险承担策略，

( ) ( )( )1 1, ,iI Q t tη∗ ∗ ， ( ) ( )( )2 2, ,jI M t tη∗ ∗ 即为最优再保险合同。 

保险公司最优化问题：为获得均衡再保险，我们定义保险公司的值函数为： 

 ( ) ( )1

1
1 ,

1

1, sup e .I
I

m x TP
I t X

U
V t X E

mµ

−

∈

 
= − 

 
 (7) 

其中 , r

P
t XE 是概率测度 P 下计算的期望，根据动态规划原理值函数的变化需求，在 [ ]0,t T∀ ∈ 下，推导出保

险公司的 HJB 方程与值函数： 

 
( ){ }

( ) ( )

1

1
1

1 1

sup , 0,

, .

I
U

I I

V t X

V T X U X

µ

µ ∈

 =

 =

A
 (8) 

 

( ) ( )( ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ( ) )

1
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

22
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
2 2 1 2

, ,

1 1 ,
2 2

, 2 , , .

I

I I I

t x I

i i j j

x b b bb x x i

j i j

V V V a v b r rX

t E Q I Q t t E M I M t

a V hbV V V a E I Q t

E I M t E I Q t E I M t

µ θ λ λ µ θ λ λ µ

λ λ η λ λ η

σ αρ α σ λ λ

λ λ λ

= + + − + + + + +

  − + − − + −        

 + + + + + +  

    + + +     

A

 (9) 

其中 1 1 1 1 1 1, , , , ,t b x xx xb bbV V V V V V 是值函数的偏导数。 
再保险公司最优化问题：在现实生活中，再保险公司由于数据局限，不可测的复杂环境等各种因素

导致其对概率测度 P 空间下的决策模型并不完全信任，因此保持模糊谨慎态度，假设再保险公司是模糊

厌恶的，因此我们考虑替代概率测度空间下的决策模型。通过引入与概率测度 P 等价的其他概率测度 O
来定义替代模型，概率测度模型属于集合 Q ，其定义为 { }~ PQ = O O 。 

(1) 接下来我们定义一个过程， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,t t t t tφ φ φ φ φ= 满足： 
(2) 对于每个概率扭曲函数， ( )tφ 是 tF 可测的过程； 
(3) 对于 1,2,3,4i = ， ( ) 0i tφ > 必然成立； 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2 2
1 2 3 40

exp d
TPE s s s s sφ φ φ φ + + + < ∞  ∫ 。我们定义再保险公司的指数过程 ( ){ }tφΛ ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1 2 2 20 0 0 0

2 2
3 3 3 4 4 40 0 0 0

1 1exp d d d d
2 2

1 1d d d d .
2 2

t t t t

t t t t

t s W s s s s W s s s

s W s s s s W s s s

φ φ φ φ φ

φ φ φ φ

Λ = − + −


+ − + − 


∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
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因为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3 4, , ,W t W t W t W t W t= 是一个标准四维布朗运动，根据 Girsonva 定理，我们构建合

适的概率测度下的布朗运动，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 2

3 3 3 4 4 4

d d d , d d d ,
d d d , d d d .

W t W t t t W t W t t t
W t W t t t W t W t t t

φ φ
φ φ

= − = −

= − = −

O O

O O  

概率测度 O 下，再保险公司的财富过程为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
2 2 2 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 1 1 3

2

2 2 4 2 1 1

22
1 1 3 2 2 4

d ,

, ,

, d d

, d , d

r r i i

j j i i

j j

i i j j

X t a t v b t r X t a t a t t t E Q I Q t

t E M I M t E Q I Q t t

E M I M t t t a t W t

E Q I Q t W t E M I M t W

σ φ λ λ η

λ λ η λ λ φ

λ λ φ σ

λ λ λ λ

 = + + − + + + −  
   + + − + + −     

 + + − +   
  + + − + + −      

O

O

O O ( ).t

 

相应的： 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2d d d .b t hb t t t W tαφ α= + +O O  

定义 3.1 令 ( ) ( )1 2 .U t tµ µ= × 如果 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }1 2 1 1 2 2 1 2, , , , , ,i jt t a t I Q t I M t a t t tµ µ η η× = × 为可

接受策略，则满足条件： 
(1) ( ) ( )1 2,t tµ µ 是 tF 可测的，对于任意的 [ ]0,t T∈ ； 

(2) 决策周期 [ ]0,t T∈ 内， ( ) ( ) ( )( )2 2 2
, 2 1 20

d
r

T
t XE a s s s sη η + + < ∞  ∫O ； 

(3) ( ) [ ], 0,It X T R∀ ∈ × ， ( ) [ ], 0,rt X T R∀ ∈ × ，对于 ( )d IX t ， ( )d rX tO 有唯一的强解。 

由于 ( ) ( )1 2t tµ µ× 为可接受策略，根据已知再保险策略 ( )2 tµ ，可得到再保险公司的目标函数为： 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )2

2
2 , 0

2

1, , , sup inf e , , d .r
r

Tm X T
r rt X

U
J t X I E s X s s s

mµ
η φ−

∈∈

 
= − + Φ 

 
∫O

O Q
 (10) 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
1 2 3 4

1 2 3 4

, , .
2 2 2 2r

t t t t
t X t t

t t t t
φ φ φ φ

φ
ψ ψ ψ ψ

Φ = + + +  

用来衡量 P 与 O 的偏离程度， ( ) ( ) ( ) ( )31 2 4
1 2 3 4

2 2 2 2 2 2 2 2

, , ,t t t t
m V m V m V m V

ϕϕ ϕ ϕψ ψ ψ ψ= − = − = − = − 。 ( ) 0i tϕ ≥ ， 

反映了再保险公司对模型的不确定程度， ( ) 0i tψ ≥ ， ( )1,2,3,4,5i = 为扩散风险与跳跃风险的模糊厌恶系

数。若 ( )i tϕ 越大，函数值就越大，使得再保险公司对模型越不信任，厌恶程度越高；反之厌恶程度越小。 
为获得均衡再保险，我们将模糊厌恶的再保险公司的值函数定义为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2

2
2 , 0

2

1, sup inf e , , d .r
r

Tm x T
r t X r

U
V t X E s X s s s

mµ
φ−

∈∈

 
= − + Φ 

 
∫0

O Q
 (11) 

其中 , rt XEO 是替代测度 O 下计算的期望，根据动态规划原理值函数的变化需求，对于 [ ]0,t T∀ ∈ ，我们推导

出模糊厌恶的再保险公司的 HJB 方程和值函数： 

 
( ) ( ) ( )( ){ }

( ) ( )

2,

2
2

2 2

sup inf , , , 0,

, .

r r
U

r r

V t X t X t t

V T X U X

µ φ

µ
φ

Φ∈

 +Φ =

 =

A
 (12) 
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( ) ( )( ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2, 2
2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 1 1 3

2 2
2 2 4 2 2 1 2

22 2
2 2 1 1 1

,

, ,

1,
2

1 ,
2

r

r

r r

t b X r i i

j j i i

j j bb X b

X X i i

V V hb V V a v b r rX a t E Q I Q t

t E M I M t E Q I Q t

E M I M t V a V

V a E Q I Q t

µ φ αφ σ φ λ λ η

λ λ η λ λ φ

λ λ φ α σ αρ

σ λ λ

 = + + + + − + + + + −  
   + + − + + −     

 + + − + +   
+ + + −

A

( ) ( )( )
( ) ( ) )

2

2 2

1 2

,

2 , , ,

j j

i i j j

E M I M t

E Q I Q t E M I M t

λ λ

λ

   + + −     
  + − −   

 (13) 

其中 2 2 2 2 2 2, , , , ,t b x xx xb bbV V V V V V 是值函数的偏导数。 

3.1. 保险公司最优再保险投资策略 

本节运用动态规划原理，保险公司的 HJB 方程由(8)得到： 

 

( ) ( )( ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )

1

2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

22
1 1 1 2 2 2 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 1 2

10 sup
2

, ,

1 , , 2 , ,
2

I

I

I I

t b bb x I
U

i i j j x b

x x i j i j

V hbV V V a v b r rx

t E Q I Q t t E M I M t a V

V a E I Q t E I M t E I Q t E I M t

µ
α θ λ λ µ θ λ λ µ

λ λ η λ λ η σ αρ

σ λ λ λ λ λ

∈

= + + + + − + + + + +


  − + − − + − +       

     + + + + + +     

( ) 1
1

1

,

1, ,1 e .Im x
IV T x

m
−






     

 = −


 (14) 

为了求解 HJB 方程，我们假设保险公司的值函数是以下形式： 

( )
( ) ( )1 1e ,

1
1

1, e .
r T t

Im x f t b

IV t x
m

− − +  = −  

满足边界条件 ( )1 , 0f T b = 且 ( )1 , ,1IV t x 的各阶偏导数 1 1 1 1 1 1, , , , ,t b x xx xb bbV V V V V V 带入(14)对 ( )1a t 进行求导

得： 

 ( ) ( )1 1 1
1 2

1 1

e .r T tbv b r m fa t
m

σ αρ
σ

− −∗ + − −
=  (15) 

将 ( )1a t∗ 带入上式得： 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2
1 1 1

1 2 2
1 1

1 e
2

, 0,
2

r T t
t b b bb

b

f hbf m f f

v b r m f
L I I

m

α θ λ λ µ θ λ λ µ

σ αρ
σ

−− − + − − + + +

+ − −
+ − =

 (16) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

22
1 2 1 1 1 1 1 2 2 2

22 2 2
1 1 1 2 2 1 2

, e , e ,

1 e , , 2 , , ,
2

r T t r T t
i i j j

r T t
i j i j

L I I m t E Q I Q t m t E M I M t

m E I Q t E I M t E I Q t E I M t

λ λ η λ λ η

λ λ λ λ λ

− −

−

  = + − + + −      

      + + + + +       

 

采用点点优化的方式将公式转化并积分内部进行求导，对 ( )1 ,iI Q t 和 ( )2 ,jI M t 进行求解，计算得到策

略： 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2 1 1 1
1

1 1 1

, e 2
,

2 e

r T t
j i

r T t

E I M t m t Q
I q

t m

λ λ λ η

λ λ η

−

∗
−

 − + + = ∧
+ +

 (17) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 2 2
2

2 2 1

, e 2
.

2 e

r T t
i j

r T t

E I Q t m t M
I m

t m

λ λ λ η

λ λ η

−
∗

−

 − + + = ∧
+ +

 (18) 

( ) ( ) ( )1 1 2, ,a t I t I t∗ ∗ ∗ 分别带入 HJB 方程中整理后，接下来我们推测 ( )1 ,f t b 是关于 b 的二次函数，假设

其为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 3

1

1, .f t b N t b N t b N t
m

= − + +  

将 ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 1 1 2 2 2 1 22
1

e ,
2

r T t v r
G t m L I Iθ λ λ µ θ λ λ µ

σ
− ∗ ∗−
 = − + + + − +  与相应的偏导数 

1 1 2
1 1

2 1
bf N b N

m m
= − − ， 

( )2
1 1 2 3

1

1
tf N b N b N

m
′ ′ ′= − + + ， 1 1

1

2
bbf N

m
= − 。带入 HJB 方程中，并将含有与常数项变量的式子分别分

离出来： 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
1 1 1 12

1 1

2 2
2 1 2 1 22

1 1 1

2 2 2 2
3 2 2 1 1 3

1

12 1 2 0, 0,
2

2
2 1 0, 0,

1 1 0, 0.
2

N N h N N T

v r v rN h N N N N T

v r
N N N N G t N T

αρα ρ
σ σ

αραρ α ρ
σ σ σ

αρ
α ρ α

σ

 
′ + − + − − = = 

 
−  −′ + − + − − − = = 

 
−

′ + − − + + = =

 (19) 

令 ( )2 2 2 2
2

1 1

12 1 , 2 , , 4
2

A B h C D B ACαρα ρ
σ σ

 
= − = − = − = − 

 
。可得 

 ( )
( )

1
e .22 e e e

tD

tD TD TD

B DN t A AA
D B D

− −
= +

− −
− −

 (20) 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2 2 2
1 1

1 1
2 1 d 2 1 d

2 1 2
1 1

2
e e d .

T T
t sh N s s h N u uT

t

v r v rN t N s s
αρ αρα ρ α ρ
σ σαρ

σ σ

   
− + − − − + −   

   
∫ ∫ ∫ − − = − −    

∫  (21) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
3 2 2 1 1

1

1 1 d .
2

T

t

v r
N t N s N s N s G s s

αρ
α ρ α

σ
− 

= − − + + 
 

∫  (22) 

通过求解保险公司的 HJB 方程，我们将结果总结为如下定理。 
定理 3.1.1 保险公司的再保险合同和投资策略为： 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2
1 1

1 2
1 1

1 1 2 1
1

1 1 1

2 2 1 1
2

2 2 1

2 1

e ,

2 , e
,

2 e

2 , e
.

2 e

r T t

r T t
i j

r T t

r T t
j i

r T t

v b r m N b N
m m

a t
m

t Q E I M t m
I q

t m

t M E I Q t m
I m

t m

σ αρ

σ
λ λ η λ

λ λ η

λ λ η λ

λ λ η

− −∗

−

∗
−

−
∗

−

  
+ − − − −  

  =



 + −  = ∧
+ +


 + −  = ∧

+ +


 (23) 
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保险公司的价值函数为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2

1 1 2 3
1

1e

1
1

1, e .
r T t

Im x N t b N t b N t
m

IV t x
m

− 
− − + + 

 = −  

其中 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,N t N t N t 分别由(20) (21) (22)式给出。 

3.2. 再保险公司最优再保费投资策略 

接下来，再保险公司的 HJB 方程由(12)变为： 

 

( ) ( )(

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 1 1

22

1 1 1 2 2 2

22

1 1 3 2 2 4 2 1 2

2 2
2 2 1 1

10 sup inf
2

, ,

, ,

1
2

r

r

r r

t b bb x r
U

i i j j

i i j j x b

x x

V hb V V V a v b r rx a

t E Q I Q t t E M I M t

E Q I Q t E M I M t a V

V a E

µ
αφ α σ φ

λ λ η λ λ η

λ λ φ λ λ φ σ αρ

σ λ λ

Φ∈

∗ ∗

∗ ∗

= + + + + + − + +


  + + − + + −     
  + + − + + − +      

+ + + ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) )
( ) 2

22

1 2 2

22 2 2
31 2 4

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4

2
2

, ,

2 , , ,
2 2 2 2

1, ,1 e .r

i i j j

i i j j

m x
r

Q I Q t E M I M t

E Q I Q t E M I M t m V m V m V m V

V T x
m

λ λ

φφ φ φ
λ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∗ ∗

∗ ∗

−











    − + + −      
    + − − − − − −     

 = −


 (24) 

求解再保险公司的 HJB 方程，我们假设再保险公司的值函数是： 

( )
( ) ( )2 2e ,

2
2

1, e .
r T t

rm x f t b

rV t x
m

− − +  = −  

其中 ( )2 ,f t b 是有关 b 的二次函数且满足 ( )2 , 0f T b = ， ( )2 , ,1rV t x 的偏导数 2 2 2 2 2 2, , , , ,t b x xx xb bbV V V V V V 带入

HJB 方程中并化简整理得： 

 

( ) ( ) ( ) ( )(

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 1 1

22

1 1 1 2 2 2

22

1 1 1 3 2 2 2 4

2 2 2
2 1 2 2 2 2 1 1

1 e
2

, ,

, ,

1e e
2

r T t
t b b bb

i i j j

i i j j

r T t r T t
b

f hb f m f f a v b r a

t E Q I Q t t E M I M t

t E Q I Q t t E M I M t

a m f m a

αφ α σ φ

λ λ η λ λ η

λ λ η φ λ λ η φ

σ αρ σ λ λ

−

∗ ∗

∗ ∗

− −

− − + + − − + − +

  + + − + + −     
  + + − + + −       

+ + + + ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2

1

2

2 2 1 2

22 2 2
31 2 4

1 2 3 4

,

, 2 , ,

0,
2 2 2 2

i i

j j i i j j

E Q I Q t

E M I M t E Q I Q t E M I M tλ λ λ

φφ φ φ
ϕ ϕ ϕ ϕ

∗

∗ ∗ ∗

  −   
    + + − + − −       

− − − − =

 (25) 

对其求偏导后得最优解 1 2 3 4, , ,φ φ φ φ∗ ∗ ∗ ∗。 
( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 2 1 1 2 2 2

2

3 1 1 3

2

4 2 2 4

e , ,

e , ,

e , .

r T t
b

r T t
i i

r T t
j j

a f

E Q I Q t

E M I M t

φ σ ϕ φ ϕ α

φ λ λ ϕ

φ λ λ ϕ

−∗ ∗

−∗ ∗

−∗ ∗

= − = −

 = − + −  

 = − + −  
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将得到的最优解带入 HJB 方程中，并整理得到： 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 2

1 1 e , 0,
2 2

r T t
t b b bb bf hbf f m f a v b r m f Rα ϕ α σ αρ η η−− − + + − − + − − + =  (26) 

其中： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

1 2 2 1 1 1

2

2 2 2 2

22
2 1 1 2 3

22
2 2 2 2 4

22
2 1 2

, e ,

e ,

1 e ,
2
1 e ,
2

e , , ,

r T t
i i

r T t
j j

r T t
i i

r T t
j j

r T t
i i j j

R m t E Q I Q t

m t E M I M t

m E Q I Q t m

m E M I M t m

m E Q I Q t E M I M t

η η λ λ η

λ λ η

λ λ ϕ

λ λ ϕ

λ

− ∗

− ∗

− ∗

− ∗

− ∗ ∗

 = − + −  
 − + −  

 + + − +  
 + + − +  

  + − −   

 

对 ( )2a t 进行求导， ( ) ( )1 2,t tη η 取最大值得： 

 ( ) ( )
( )2 1 2

2 2
2 1 1

e .r T tbv b r m fa t
m

σ αρ
ϕ σ

− −∗ + − −
=

+
 (27) 

 ( ) ( )( )
( )

( )
1 2

1 2 1 2,
, max , .t t R

η η
η η η η∗ ∗ =  (28) 

将 ( ) ( ) ( )2 1 2, ,a t t tη η∗ ∗ ∗ 分别带入 HJB 方程中整理后，我们推测 ( )2 ,f t b 是关于 b 的二次函数，假设其为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 1 2 3

2

1, .f t b N t b N t b N t
m

= − + +  

相应的偏导数为： ( )2
2 1 2 3

2

1
tf N b N b N

m
′ ′ ′= − + + ， 2 1 2

2 2

2 1
bf N b N

m m
= − − ， 2 1

2

2
bbf N

m
= − 。将其带入 HJB

方程中，并将含有 2 ,b b与常数项变量的式子分别分离出来，令 ( ) ( ) ( )2
2 1 22

1 2 1

,
2

mG t R
m

η η
σ ϕ

∗ ∗= − +
+

。因此有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

2 22
22 2 2

1 2 2 1 1 12
2 2 1 1 2 1 2 1 1

2 22
2 22 2

2 2 2 1 2 1 22
1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2 1

2 22
2

3 2 1
2 2

2 2 0, 0,
2

22 0, 0,

2

m m mN m N h N N T
m m m m

m v r v r mm mN h m N N N N T
m m m m m

mN m
m m

ρ αρα ϕ
ϕ σ ϕ ϕ σ

αραρ ρα ϕ
σ ϕ ϕ σ ϕ σ ϕ

ρα ϕ

  
′ + + − + − − = =    + + +   

  − − 
′ + − + + − − − = =   + + + +  

′ + + −
( )

( ) ( ) ( )22 2
2 2 1 2 3

1 1 2 1

0, 0.
m v r

N N N G t N T
m

αρ
α

ϕ σ ϕ
− 

− + + = = + + 
 (29) 

类似 3.1.节相同的方法。令 ( )
2 22

2
2 2

2 2 1

2 mA m
m m

ρα ϕ
ϕ

 
= + − + 

，
( )

2

1 2 1

2 mB h
m
αρ

σ ϕ
 

= −  + 
，

( )
2

2
2 1 12
mC

m ϕ σ
= −

+
。 

2 2 4D B AC= − 。 ( ) ( ) ( ) ( )
2 22

2 2
1 2 2 1

1 2 1 2 2 1

2m mP t h m N t
m m m
αρ ρα ϕ

σ ϕ ϕ
 

= − + + − + + 
， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2

1 1 2
1 2 1 1 2 1

2 m v r v r m
W t N t

m m
αρ
σ ϕ σ ϕ

− −
= − −

+ +
。可直接推导出解为： 

 ( )
( )

1
e .

22 e e e

tD

tD TD TD

B DN t
A AA
D B D

− −
= +

− −
− −

 (30) 
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 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1d d
2 1e e d .

T T
t s

TP s s P u u

t
N t W s s−∫ ∫= −∫  (31) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 22
22 22

3 2 2 2 2 1 2
2 2 1 1 2 1

d .
2

T

t

m v rmN t m N s N N G s s
m m m

αρρα ϕ α
ϕ σ ϕ

   −
= + − − + +    + +    
∫  (32) 

通过求解保险公司的 HJB 方程，我们将结果总结为如下定理。 
定理 3.2.2 再保险公司的再保费和投资策略为： 

 ( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )

( )
1 2

2 1 1 2
2 2

2 2
2 1 1

1 2 1 2,

2 1

e ,

, max , .

r T t
v b r m N b N

m m
a t

m
t t R

η η

σ αρ

ϕ σ

η η η η

− −∗

∗ ∗

  
+ − − − −  

  = +

 =


 (33) 

再保险公司的价值函数为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2

2 1 2 3
2

1e

2
2

1, e .
r T t

rm x N t b N t b N t
m

rV t x
m

− 
− − + + 

 = −  

其中 ( ) ( ) ( )1 2 3, ,N t N t N t 分别由(30) (31) (32)式给出。 

4. 数值分析 

为验证前文推导的带 Ornstein-Uhlenbeck 过程股票及可违约证券的最优再保险–投资策略的合理性，

本节开展数值实验分析。我们分别对的参数取值： 1 2 3 4 5 0.5ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = = ， 0.03r = ， 1 2 0.5m m= = ，

0.1v = ， 1λ = ， 1 1λ = ， 2 2λ = ， 0.2b = ， 1 0.5σ = ， 0.1h = ， 0.2α = ， 10T = ， 0.3ρ = ，MATLAB 作图

得到以下结论： 
如图 1 表示不同风险资产波动率对最优投资策略的影。风险资产的波动越大，市场不确定性与潜在

风险越大，保险公司和再保险公司为了减少投资的风险，均会降低对风险资产的投资。 
 

 
(a)                                                (b) 

Figure 1. The impact of 1σ  on ( )*
1a t  and ( )*

2a t  

图 1. 1σ 对 ( ) ( )* *
1 2,a t a t 的影响 

 
如图 2 表示不同的市场状态对最优投资策略的影响。市场状态越好，越容易获得风险资产与无风险
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资产的超额收益，使得保险公司与再保险公司会更积极地增加股票的投资，让最优策略随时间的趋势上

升更明显。 
 

 
(a)                                                (b) 

Figure 2. The impact of b  on ( )*
1a t  and ( )*

2a t  

图 2. b 对 ( ) ( )* *
1 2,a t a t 的影响 

 
如图 3 中可以看出， 1m 越大， ( )*

1I t ， ( )*
2I t 越低。说明保险公司越厌恶风险，它们就更倾向于通过

再保险等分保方式转移风险，因此自留的意愿更低。这与“风险厌恶越高，越倾向于分散风险”市场规

律符合。 
 

 
(a)                                                (b) 

Figure 3. The impact of 1m  on ( )*
1I t  and ( )*

2I t  

图 3. 1m 对 ( ) ( )* *
1 2,I t I t 的影响 

 
如图 4 从整体来看，在再保险双方的风险厌恶系数不变的情况下，再保险定价策略 ( )1 2,R η η∗ ∗ 随时间

逐步降低。同时当 2 0.5m = 时，不同 λ 对保险公司与再保险公司的再保险定价策略的影响。两类业务的共

同相依性越强，再保费定价就越高。说明两类保险业务之间的相依性越大，再保险承担的风险越高，因
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此再保费定价越高；当 0.5λ = 时，不同 2m 对保险公司与再保险公司的再保险定价策略的影响是，当再保

险公司的风险厌恶系数越大时，再保险公司要求要有更高的风险溢价，保险公司愿意支付更高的价格，

这也符合金融市场规律。 
 

 
(a)                                                (b) 

Figure 4. The impact of λ  and 2m  on ( )* *
1 2,R η η  

图 4. λ和 2m 对 ( )* *
1 2,R η η 的影响 

5. 总结 

本文用随机控制理论和博弈论的方法建立主从博弈模型，优化投资与再保险策略。其中保险公司为

跟随者，再保险公司为领导者，通过利用动态规划原理获取并求解最优再保险比例与投资组合策略。最

后对关键参数的选取，分析其对最优策略的影响，并得到相应的结论：风险厌恶程度，风险利率以及资

产波动率的提升，均会会使得保险公司与再保险公司降低风险资产的投资；市场状态越好，再保险双方

对风险资产投资会增加；当风险厌恶程度越高，再保费定价策略也会越高。 
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