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摘  要 

本文研究以下分数阶拉普拉斯方程的周期解 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ,s u x F u u x u x T′− ∆ + = = + 其中 :F → 

是充分光滑的函数。当函数 F 满足恰当条件，我们利用变分方法与截断技巧，证明对于任意周期 0T > ，

上述方程均有无穷多周期为T 的周期解。 
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Abstract 
We consider the periodic solutions of the following fractional Laplacian equation  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, ,s u x F u u x u x T′− ∆ + = = +  where :F →   is smooth enough function. Under 

suitable condition of F , by employing variational method and truncation method, we prove for 
any periodic 0T > , the above equation has infinity periodic solutions with period T . 
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1. 引言 

本文研究如下非局部方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , .s u x F u u x u x T x′− ∆ + = = + ∈  (1) 

其中 F 是充分光滑的函数，0 1s< < ，( )s−∆ 为分数阶拉普拉斯算子。涉及分数阶拉普拉斯算子的微分方

程出现在很多领域，例如量子力学，种群动态及博弈论[1] [2]。 
2007 年，Caffarelli 和 Silvestre [3]借助局部化方法定义分数阶拉普拉斯算子。给定函数φ ，考虑如下

方程 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

21 2div 0 , , : , 0 ,

,0 ,0 ,

sy x y x y x y

x x x

φ

φ φ
+

− ∇ = ∈ = ∈ >


= ∈



 





 

Caffarelli 和 Silvestre 得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

1 2
2 2 2

, , d , , ,
s

s s s s

yx y p x z y z z p x y C
x y

φ φ += − =

+
∫


  (2) 

其中常数 0sC > ，满足 ( ), d 1sp x y x =∫


。进一步，他们证明 

( ) ( ) 1 2
1 02 lim , .s

s
s

y
x y x

yv
φ φφ −

→−

∂ ∂
−∆ = = − ∀ ∈

∂∂

 

  

由式(2)，当 ( )xφ 为周期函数时， ( ),x yφ 关于 x 呈周期性。因而方程(1)可通过如下问题求解 

 
( ) ( ) ( ){ }

( )( ) ( )

1 2 2div 0 , , : , 0 ,

,0 ,0 .

s

a

y U x y x y x y

U F U x x
ν

−
+

 ∇ = ∈ = ∈ >

 ∂ ′= − ∈
∂

 



 (3) 

确切而言，若 ( ),U x y 是方程(3)的周期解，那么 ( ),0U x 一定满足方程(1)。 
近年来，许多学者借助上述局部化方法研究了方程(1)的周期解。Gui 等[4]假设 

( ) ( ) ( ) ( )0, 1,0 , 0, 0,1 .F u u F u u′ ′> ∈ − < ∈  

当上式成立时，他们证明对于存在 0 0T > ，当周期 0T T> 时，方程(1)都存在一个周期为T 的周期解。进一

步，Du 等[5]给出 0T 的上界估计。Feng 等[6]给出 0T 的精确值。此外，Cui 等[7]证明对于任何整数 k ，都

存在 0kT > ，当周期 kT T> 时，方程(1)都有 k 对周期解。Feng 等[8]也将文献[4]的结论推广到非自治的问

题。最近，文献[9]-[11]也将这些结果推广到了分数阶周期系统。 
以上文献均对函数 ( )F u 在原点邻域做出一些假设。特别地，他们均假设 ( ) ( )0, 1,0F u u′ > ∈ − 及
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( ) ( )0, 0,1F u u′ < ∈ 。根据此条件，当 0< 1u < 时， ( ) ( )0F u F< ，即 ( )0F 为函数 ( )F u 的局部极大值且

( )0 0F ′ = 。如果 ( )0F 不是 ( )F u 的局部极大值时，是否有类似结论？基于此，本文将去掉 ( )0F 为局部极

大值约束，证明当对函数 ( )F u 在无穷远处做出一些假设时，方程(1-1)也有周期解的多重性。 

2. 主要结果 

本文假设： 
(H1)假设存在序列{ } 1n nb ∞

=
使得 

( ) 0, lim + .n nn
F b b

→∞
′ = = ∞  

(H2)假设存在 0 0l > 使得 

( ) ( )
02 2liminf limsup .

u u

F u F u
l

u u→∞ →∞
−∞ = ≤ = < +∞  

本文主要结果为： 
定理 1 假设 ( )F u 为可微函数， ( )0 0F ′ = 且满足条件(H1)和(H2)，则给定周期 0T > ，方程(1)都有无

穷多周期为T 的周期解。 

3. 预备知识 

定义 Hilbert 空间 

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) }2 22 1 2

0

: , , , 0, , 0,

, d d ,0 d ,
T

Ts

U U x T y U x y U y U T y

U y U x y x y U x x
Ω

−

= + = = =

= ∇ + < ∞∫ ∫


 

其中 [ ] [ )0, 0,T TΩ = × +∞ 。 

引理 1 [12] (嵌入定理)设 0 1s< < ，则 Hilbert 空间紧嵌入 ( )2 0,L T 。 
引理 2 [13] 设 E 是一个实 Hilbert 空间， ( )1 ,I C E∈  且下方有界且满足 PS 条件。则存在集合 0x E∈

满足 ( ) ( )0 inf
x E

I x I x
∈

= ，且 ( )0 0I x′ = 。 

4. 主要结果的证明 

下面完成定理 1 的证明，证明分为两步： 
第一步：证明方程(1)存在周期解。 
定义截断函数 

( )

( )

( )

( ) ( )

2

2

0 , 0,
2

, 0 ,

, .
2

n n

n
n n

uF u

F u F u u b

u b
F b u b


+ ≤

= ≤ ≤


− + ≥

 

考虑如下泛函 

( ) ( ) ( )( )21 2

0

1 , d d ,0 d ,
2

.
T

T

n n
sJ U y U x y x y F U x x U

Ω

−= ∇ + ∀ ∈∫ ∫   

由于函数 ( )F u 为可微函数，则由 nF 的构造， ( )nF u 为可微函数且存在常数 0 0C > 使得 
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 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 01 , 1 .n nF u C u F u C u u′≤ + ≤ + ∀ ∈  (4) 

根据引理 1，可知 ( )1 ,nJ C∈  。由 nF 的构造，存在常数 1 0C > 使得 

( ) ( ) ( )2
10

21 21 , d 1d ,0 d ,
2 2T

Ts
nJ U y U x y x Uy x x C−

Ω
≥ ∇ + −∫ ∫  

从而 nJ 下方有界且强制。下面证明泛函 nJ 满足 PS 条件。假设{ } 1k kU
≥
⊆ 为 PS 序列，即当 k →∞时，

( )n kJ U C→ ， ( ) 0n kJ U′ → 。由于 nJ 是强制的，可知 kU 在中有界。因此，存在U ∈，使得 kU 在

中弱收敛于U 。下证 kU 在中强收敛于U 。注意到 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

21 2

0

, , d d

, ,0 ,0 ,0 ,0 d .

T
k

n k n k n k n k

s

T

y U x y U x y x y

J U J U U U F U x F U x U x U x x

Ω

− ∇ −

 ′ ′ ′ ′= − − − − −   

∫

∫
 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2

0
, , , d d ,0 ,0 d .

T
n

Ts
nJ U V y U x y V x y x y F U x V x x

Ω

−′ ′= ∇ ∇ +∫∫ ∫  

由于 kU 在中弱收敛于U ， 

( ) ( ) , 0, .n k n kJ U J U U U k′ ′− − → →∞  

根据 nF 的构造，由式(4)，引理 1 以及 Hölder 不等式 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0

0

0, 00 , 0,

0

,0 ,0 ,0 ,0 d

2 ,0 ,0 ,1

0,

0 ,0 d

2 1 ,0 ,0 ,0 ,0

n k n k

k k

k kL L L

T

T

T T T

F U x F U x U x U x x

C U x U x U x U x x

C U x U x U x U x

 ′ ′− −   

≤ −

≤ + × −

+ +

+ →

∫
∫  

因此， 

 ( ) ( )( )1 2 2
, , d d 0, .

T
k

sy U x y U x y x y k
Ω

− ∇ − → →∞∫  (5) 

又根据引理 1， 

( ) ( ) ( )2,0 ,0 0, , ,kU x U x L T k→ ∈ →∞  

因此由式(5)， kU 在中强收敛于U 。从而证得 nJ 满足 PS 条件。 
综上，引理 2 的所有条件均满足，因此泛函 nJ 存在临界点 nU ∈满足 

( ) ( ) ( )inf , 0,n n n n nU
J U J U J U

∈
′= =


 

且 nU ∈为以下方程的周期解 

( ) ( ) ( ){ }

( )( ) ( )

1 2 2div 0 , , : , 0 ,

,0 .,0

s

n

n

n
na

y U x y x y

U

x y

U
F x x

ν

−
+

 ∇ = ∈ = ∈ >

∂ ′= − ∈
∂

 



 

下证 nU ∈也是方程(3)的周期解。首先证明 0 n nU b≤ ≤ 。令 { }max ,0n nU U± = ± 。由 nF 的构造，当

nu b≥ 时 ( )n nF u u b′ = − 。由于 ( ) 0n nJ U′ = ，则 
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因此， ( )( ), 0n nU x y b
+

− = ，即 n nU b≤ 。因为 0u ≤ 时， ( )nF u u′ = 。同理可得 0nU ≥ 。现将 nU 沿 x 方向从

[ ] [ )0, 0,T × +∞ 周期延拓至 2
+ ，类似文献[4]定理 1.1 与[9]定理 1.1 的证明， nU 也是方程(3)的周期解，仍

然记为 nU 。因而 ( ) ( ),0n nu x U x= 是方程(1)的周期解。 

第二步：证明方程(1)有无穷多周期解。 
记 

( ) ( ) ( )inf .n n n n nU
c J U J U J U

∈
= = =


 

由假设条件(H2)右半部分，存在常数 0M > ，使得  

 ( ) 2
0 , .F u l u u M≤ ≥  (6) 

令 0L > 为足够大的常数，使得 

 ( ) 02

42 2 2 1 .L s l
T

+ > Γ − + 
 

 (7) 

其中 ( )2 2sΓ − 为经典 Gamma 函数。由条件(H1)，有 lim +nn
b

→∞
= ∞。由条件(H2)左半部分，根据下极限的定

义，对满足式(7)的常数 0L > ，存在序列{ } 1n nα ∞

=
使得 

( )
2 , lim .n

nn
n

F
L

α
α

α →∞
≤ − = +∞  

由于 lim +nn
b

→∞
= ∞，对于任意正整数 1k ≥ ，存在常数 0kN > ，当 kn N≥ 时， n kb α≥ ，定义{ } 1n nb ∞

=
子列为

kk Nbβ = ，满足 

( ) 2 , lim , .k k k k kk
F Lα α α α β

→∞
≤ − = +∞ ≤  

为叙述方便，我们将子列{ } 1n nβ ∞

=
仍记为{ } 1n nb ∞

=
。因此，由条件(H2)左半部分，存在序列{ } 1n nα ∞

=
使得 

 ( ) 2 , lim , .n n n n nn
F L bα α α α

→∞
≤ − = +∞ ≤  (8) 

定义二元函数 

( ) ( )2, e ,
y

n nx y xϕ φ
−

= ∈  

其中 ( )n xφ 是周期为T 的周期函数且 
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TT x x T
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容易计算 

 ( ) ( )
2

21 2 1
2

2 2

0

2

0

4
, d d 2

4
e d 2 ,d

T

T ns s y n
n nnyy x y x y y x s T
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φ
∞

Ω

− − −  
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

′
+
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∫ ∫ ∫  (9) 

另一方面，由于函数 ( )F u 为可微函数，因此存在常数 0MC > 使得 

( ) , .MF u C u M≤ ≤  

因而，由式(6)和式(8)， 

( )( ) ( )( )
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( )( )
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T
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C T T T
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ϕ φ φ α

α α
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= + +
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因此，由式(9)，有 

( ) ( ) ( )( )

( )

1 2 2

2
0 2

0
, d d ,0 d

1 42 2 2 1 .
2

T
n n n

n

Ts
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J y x y x y F x x

l s L T C T
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−
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= ∇ +

  ≤ + Γ − + − +  
  

∫ ∫
 

由于 ( )n n nx bφ α≤ ≤ 。由式(8)， lim nn
α

→∞
= +∞，因此，由式(7) 

( ) ( ) ( )lim lim inf lim lim .n n n n nn n U n n
c J U J Jϕ ϕ

→∞ →∞ ∈ →∞ →∞
= ≤ = = −∞


 

由于 ( )n nc J U= 且 nU 也是方程(3)的周期解，根据上式，存在无穷多互不相同的 nU 。因此方程(1)有

无穷多互不相同周期解 ( ) ( ),0n nu x U x= 。 
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