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摘 要 

若一个图G的顶点集可划分为两个部分，其中一个部分为独立集而另一部分的诱导子图为森林，则称G是
(I, F)-可分解的。本文证明了任意不含4至7-圈且不含相交三角形的平面图是(I, F)-可分解的。 
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Abstract 
A graph is (I, F)-partitionable if its vertex set can be divided into two subsets such that one is an 
independent set and the other induces a forest. This paper proves that every planar graph having 
neither cycles of lengths from 4 to 7 nor intersecting triangles is (I, F)-partitionable. 
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1. 引言 

本文所讨论的图均为有限简单图。长度为 k 的圈称为 k-圈。若两个三角形恰好共用一个顶点，则称

为相交三角形。 
若一个图 G 的顶点集可划分为两个部分，其中一个为独立集而另一个的诱导子图为森林，则称 G 是

(I, F)-可分解的。图 G 是 3-色可染是指其顶点集可划分为三个独立集。由定义可知，任意(I, F)-可分解图

必定是 3-色可染的。因此，研究哪些平面图是(I, F)-可分解具有重要意义。 
2001 年，Borodin 与 Glebov [1]证明了任意围长至少为 5 的平面图是(I, F)-可分解的。随后，Kawa-

rabayashi 与 Thomassen [2]加强了该结果并提出如下猜想： 
猜想 1：任意不含三角形的平面图是(I, F)-可分解的。 
该猜想至今仍未被解决。2020 年，Liu 与 Yu [3]证明了任意不含 4、6、8-圈的平面图是(I, F)-可分解

的。2025 年，Kang、Lu 和 Jin [4]加强了该结论，证明了任意不含 4-圈、6-圈和特殊 9-圈的平面图是(I, F)-
可分解的。另一方面，2005 年 Borodin 等人[5]围绕 Steinberg 猜想证明了一个重要的平面图 3 色定理，即

任意不含 4 至 7-圈的平面图是 3 色可染的。但该结论能否加强为(I, F)-可分解目前尚未可知，该问题受到

学者们的广泛关注。 
猜想 2：任意不含 4 至 7-圈的平面图是(I, F)-可分解的。 
本文围绕猜想 2 进行研究，证明了如下结论： 
定理 1：任意不含 4 至 7-圈且不含相交三角形的平面图是(I, F)-可分解的。 

2. 超延拓定理及相关术语 

图 G 的(I, F)-着色是指从顶点集 V(G)到颜色集合{I, F}的一个映射，需满足：染颜色 I 的顶点构成独

立集，染颜色 F 的顶点诱导出一个森林。因此，图的(I, F)-可着色与(I, F)-可分解具有相同的含义。染颜

色 F 的顶点称为 F-顶点，仅由 F-顶点构成的路或圈分别称为 F-路或 F-圈。 
给定平面图 G，在未定界面的边界上的顶点称为外顶点，其他顶点称为内顶点。给定 G 的一个(I, F)-

染色，若顶点 u 和 v 满足如下条件之一，则称{u, v}是 F-连通的。 
(1) 存在 u 和 v之间的 F-路； 
(2) 存在外顶点 u′和 v′  (允许 u v′ ′= )，使得 u 和 u′之间存在 F-路， v和 v′之间存在 F-路，且这两条

F-路是点不交的。 
设 H 是图 G 的子图，φ 是 H 的一个(I, F)-着色。若 G 的一个(I, F)-着色在 H 上的限制恰好为φ ，且

G-E(H)中不存在连接 H 中两个顶点的 F-路，则称该着色为φ 到 G 的超延拓。对于 ( )S V G⊆ 或 ( )S E G⊆ ，

用 G[S]表示 S 在 G 中的诱导子图。 
定理 2 (超延拓定理)：设 G 是一个不含 4 至 7-圈且不含相交三角形的平面图，若 G 的未定界面的边

界 D 是长度不超过 11 的圈，则 G [V(D)]的任意(I, F)-着色均可超延拓至整个图 G。 
本文将证明定理 2。定理 2 强于定理 1，原因如下：对于任意不含 4 至 7-圈且不含相交三角形的平面

图 G，若 G 不含三角形，则 G 的围长至少为 5，由已知结论可知 G 是(I, F)-可分解的。下设 G 含有一个

三角形 T，可将 G 重新嵌入平面使得 G 的未定界面的边界恰好为 T。则由定理 2 可知，任意 T 的(I, F)-着
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色均可超延拓至图 G，得到 G 的(I, F)-着色。 
接下来介绍本文需要的一些其他术语。给定一个平面图。3-面上的内 3-点称为坏 3-点。设 k 是一个

正整数。 8+ -面边界上由 k 个连续的坏 3-点组合的一条路称为坏 k-路。若一条坏 4-路 1 2 3 4v v v v 上的边 1 2v v
和 3 4v v 均关联一个 3-面，则称 1 2 3 4v v v v 为串。对于圈 C，用 int(C)和 ext(C)分别表示 C 内部与外部的顶点

集合。若 int(C)与 ext(C)均非空，则称 C 为分离圈。分别用 ( )d v 、 ( )d f 、 C 表示顶点 v 的度数、面 f 的
边界圈长和圈 C 的长度。一个 k-点、 k + -点和 k − -点分别指度数为 k、度数至少为 k 和度数至多为 k 的顶

点，关于圈和面作类似定义。 

3. 定理 2 的证明 

定理 2 的证明采用反证法。设 G 是定理 2 的一个极小反例，满足 ( ) ( )V G E G+ 极小，则存在 G[V(D)]
的一个(I, F)-着色φ ，使得φ 不能超延拓至 G。记 D 为 G 的未定界面 0f 的边界。接下来证明图 G 的一些

结构性质。 
引理 1：D 无弦。 
证明：若 D 有一条弦 e，则 e 将图 G 划分成两个子图(均含 e)。由 G 的极小性，φ 可分别超延拓至这

两个子图，从而形成φ 到 G 的一个超延拓，矛盾。                                               ■ 
引理 2：G 的任意内顶点的度数至少为 3。 
证明：若 G 含有一个度数至多为 2 的内顶点 v，则φ 可超延拓至 G-v。然后，若 v 没有已染颜色 I 的

邻点，则给 v染颜色 I；否则，给 v染颜色F。由此可得φ 在G的一个超延拓，矛盾。                     ■ 
引理 3：G 不含有可分离的11− -圈。 
证明：假设 G 含有可分离的11− -圈 C。则φ 可超延拓至 G-int(C)。然后，C 上的染色可超延拓至 G-

ext(C)，从而得到φ 在 G 上的一个超延拓，矛盾。                                                ■ 
引理 4：G 是 2-连通的。特别地，G 上所有面的边界均为圈。 
证明：假设 G 不是 2-连通的，则 G 含有割点 v 及悬挂块 B，使得 B-v 与 D 点不交。首先，将φ 超延

拓至 G-(B-v)。接下来将说明 v 的颜色可延拓为 B 的(I, F)-染色，从而得到φ 在 G 上的一个超延拓，矛盾。 
仅考虑平面图 B。设 2D 是 B 的未定界面 2f 的边界， 1v 和 2v 是 v 在 2D 上的两个邻点。首先，若 v 不

与任何11− -圈相关联，则在 1v 和 2v 之间往 2f 内添加一条长为 6 的路 P。则 1 2vv v 与 P 形成一个 8-圈 C。容

易验证，B + P 是不含 4 至 7-圈且不含相交三角形的平面图。因此，v 上的颜色可延拓为 C 的(I, F)-染色，

然后进一步超延拓至 B + P，得到 B 上的(I, F)-染色。其次，若 v 与某个11− -圈 C 相关联，则 v 上的颜色

可延拓为 B[V(C)]的(I, F)-染色，然后分别进一步超延拓至 B-int(C)和 B-ext(C)，得到 B 上的(I, F)-染色。 
■ 

引理 5：G 不含有串。 
证明：假设 G 含有串 1 2 3 4v v v v 。不妨假设 G 中存在 8+ -面 f ，其边界上含有路 0 1 2 3 4 5v v v v v v ，且存在 3-

面 [ ]1 12 2v t v 和 [ ]3 34 4v t v 。在 G 中进行如下操作，所得图记作 H：删除顶点 1 2 3 4, , ,v v v v ，并将 0v 与 34t 粘合。 
首先，将说明 H 是不含 4 至 7-圈且不含相交三角形的平面图(采用反证法)。如若不然，因为 G 是不

含 4 至 7-圈且不含相交三角形的平面图，则上述图操作产生新的 4 至 7-圈或者产生新的相交三角形。接

下来分两种情况讨论： 
情况 1：假设上述图操作产生新的 4 至 7-圈。则在 G 中， 0 1 2 3 34v v v v t 包含在某个11− -圈 C 上。若 12t 不

在 C 上，则 C 是一个分离11− -圈(分离了 12t 和 4v )，与引理 3 矛盾。因此， 12t 必在 C 上。因为 G 不含 4 至

7-圈，故圈 C 被两条弦 12 1t v 和 12 2t v 划分成一个 3-面和两个 8+ -圈。由此可得，C 的圈长至少为 15，矛盾。 
情况 2：假设上述图操作产生新的相交三角形。类似于情况 1，可以证明上述图操作不会产生新的三

https://doi.org/10.12677/aam.2026.156278


亢莹利 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2026.156278 207 应用数学进展 
 

角形。因此，新的相交三角形的交点必是由 0v 与 34t 粘合而来。则在 G 中，[ ]3 34 4v t v 相交于另一个三角形，

与 G 不含相交三角形这一已知条件矛盾。 
其次，将说明 D 是 H 的未定面的边界且φ 是图 H 中 D 上的正常的(I, F)-染色。为此，只需验证对于

两个粘点 0v 与 34t ，若其中一个为外顶点，则另一个既不为外顶点，也不相邻于外顶点(反证法)。如若不

然，G 必含有一条路 P 使得 P 的两端点均为外顶点，P 上边数为 4 或 5，且 P 包含 0 1 2 3 34v v v v t 。则 P 将 D 

分成两个圈，记 C 为其中较小圈。因为 11D ≤ ，故 ( )1 5 2 11
2

C D≤ + × ≤ 。类似于情况 1 的证明过程，

无论 12t 是否在 C 上，均能导出矛盾。 

由 G 的极小性，φ 可超延拓至 H (所得染色仍记作φ )。接下来进行染色的调整和补染，得到φ 在 G
上的超延拓。根据 12t 和 34t 的染色分以下四种情况讨论： 

情况 1：假设 ( ) ( )0 34v t Iφ φ= = 且 ( )12t Iφ = 。则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 均用颜色 F 补染即可。 
情况 2：假设 ( ) ( )0 34v t Iφ φ= = 且 ( )12t Fφ = 。则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 分别用颜色 , , ,F I F F 补染即可。 
情况 3：假设 ( ) ( )0 34v t Fφ φ= = 且 ( )12t Iφ = 。若 ( )5v Iφ = ，则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 分别用颜色 , , ,F F I F

补染即可。若 ( )5v Fφ = ，则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 分别用颜色 , , ,F F F I 补染即可。 
情况 4：假设 ( ) ( )0 34v t Fφ φ= = 且 ( )12t Fφ = 。若 ( )5v Iφ = ，则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 分别用颜色 , , ,I F I F

补染即可。因此，不妨假设 ( )5v Fφ = 。若对于染色φ 和图 G，顶点对{ }0 12, v t 和{ }12 34,t t 均是 F-连通的，

则形成φ 下图 H 的一个 F-圈，与φ 是图 H 的(I, F)-染色矛盾。因此，{ }0 12, v t 和{ }12 34,t t 中至少有一个顶点

对不是 F-连通的。若{ }0 12, v t 不是 F-连通的，则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 分别用颜色 , , ,F I F I 补染即可。若{ }12 34,t t
不是 F-连通的，则将顶点 1 2 3 4, , ,v v v v 分别用颜色 , , ,I F F I 补染即可。                               ■ 

G 中顶点和面的初始权值函数 ch 的定义如下： 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( )

0

0

4, ;

4, \ ;

4, .

d v v V G

f x d f f F G f

d f f f

− ∈


= − ∈
 + =

 

由欧拉公式 ( ) ( ) ( ) 2V G E G F G− + = 及握手定理 ( )( ) ( )( ) ( )2v V G f F Gd v d f E G
∈ ∈

= =∑ ∑ ，可得： 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )4 4 8 0.x V G F G v V G f F Gch x d v d f
∈ ∪ ∈ ∈

= − + − + =∑ ∑ ∑  

让权值按如下规则进行转移： 
R1：未定界面 0f 给每个关联顶点转权 4/3。 
R2：设 f 是一个 8+ -面且 0f f≠ ， v是 f 关联的一个顶点。 
(1) 若 ( ) 2d v = ，则 f 给 v转权 2。 
(2) 若 v是一个内 3-点且关联一个 3-面，则 f 给 v转权 2/3。 
(3) 若 v是一个内 3-点且不关联任何 3-面，则 f 给 v转权 1/3。 
(4) 若 v是一个内 4-点且关联一个 3-面，且该 3-面不与 f 相邻，则 f 给 v转权 1/3。 
R3：任意 3+ -点给每个关联的 3-面转权 1/3。 
记 ch为权值转移完成后 G 中顶点和面的最终权值函数。因为权值仅进行转移，权值总和并未增加或 

减少。故， ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) 0x V G F G x V G F Gch x ch x
∈ ∪ ∈ ∪

′ = =∑ ∑ 。 

而另一方面，我们将通过以下 3个论断说明对于任意 ( ) ( )x V G F G∈ ∪ ，有 ( ) 0ch x′ ≥ 并且 ( )0 0ch f′ > ，

矛盾。故而定理 2 得证。 
论断 1：对于任意 ( )v V G∈ ，有 ( ) 0ch v′ ≥ 。 
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证明：由引理 3，G 中所有三角形均为 3-面。设 k 为 v所关联的 3-面个数。因为 G 不含相交三角形，

1k ≤ 。因为 G 不含 4 至 7-圈， v所关联的其他面均为 8+ -面。 
假设 ( ) 2d v = 。由引理 2，v为外顶点。由引理 1 知 D 无弦，因此 v关联的另一个面(非 0f )不是 3-面。 

因此，根据 R1 和 R2(1)， v从两个关联的面分别得权
4
3
和

2
3
。故， ( ) ( ) 4 24 0

3 3
ch v d v′ = − + + = 。 

假设 v为外 3+ -点。则根据 R1 和 R3， v从 0f 得权
4
3
，且 v给每个关联的 3-面转权

1
3
。故 

( ) ( ) 4 14 0
3 3

ch v d v k′ = − + − ≥ 。 

假设 v为内 3-点。若 0k = ，则根据 R2(1)，v从每个关联的面得权
1
3
。故， ( ) ( ) 14 3 0

3
ch v d v′ = − + × = 。

若 1k = ，则根据 R2(2)和 R3， v 从两个关联的 8+ -面各得权
2
3
，且 v 给关联的那个 3-面转权

1
3
。故，

( ) ( ) 2 14 2 0
3 3

ch v d v′ = − + × − = 。 

假设 v为内 4-点。若 0k = ，则 v没有任何权值转入或者转出。故， ( ) ( ) 4 0ch v d v′ = − = 。若 1k = ，则

根据 R2(4)和 R3， v从关联的一个 8+ -面得权
1
3
，而 v给关联的那个 3-面转权

1
3
。故， 

( ) ( ) 1 14 0
3 3

ch v d v′ = − + − = 。 

假设 v为内 5+ -点。则 v仅给关联的 3-面转权。根据R3， ( ) ( ) 14 0
3

ch v d v k′ ≥ − − > 。                ■ 

论断 2：对于任意 ( ) 0\f F G f∈ ，有 ( ) 0ch f′ ≥ 。 

证明：若 ( ) 3d f = ，则根据 R3， f 从每个关联的顶点得权
1
3
。故， ( ) ( ) 14 3 0

3
ch f d f′ ≥ − + × = 。因

为 G 不含 4 至 7-圈，接下来不妨设 ( ) 8d f ≥ 。 

对于 { }0,1,2i∈ ，设 ia 为 f 所关联的顶点中会从 f 得权
3
i
的顶点个数。由权转移规则可知，

( ) 0 1 2d f a a a= + + ，且 

( ) ( ) ( )1 2 0 1
1 2 1 2 14 4 .
3 3 3 3 3

ch f d f a a d f a a′ ≥ − − − ≥ − + +  

因此，若 ( )0 12 12a a d f+ ≥ − ，则 ( ) 0ch f′ ≥ ，得证。接下来只需验证 ( )0 12 12a a d f+ ≥ − 成立即可。 

若 ( ) ( ) 2V f V D∩ ≥ ，则 f 含有至少 2 个外 3+ -点，故 0 2a ≥ 。又因为 ( ) 8d f ≥ ，故 ( )0 12 12a a d f+ ≥ − ，

得证。接下来不妨设 ( ) ( ) 1V f V D∩ ≤ 。 

在此情况下， f 没有 2-点。因此， 2a 即为 f 上坏 3-点的顶点个数。记 [ ]1 2 kf u u u=  。由引理 5 可

知：(1) f 不含坏 5-路；(2) 若 f 含坏 4-路 2 3 4 5u u u u ，则 f 均不给 1u 和 6u 转权，故 0 2a ≥ ，得证。因此，

接下来不妨设 f  不含坏 4-路。 

在此情况下， f 含有至少
( )
4

d f
个非坏 3-点，即

( )
0 1 4

d f
a a+ ≥ 。因此，若 ( ) 9d f ≥ ，则

( ) ( )0 12 12
4

d f
a a d f+ ≥ ≥ − ，得证。因此，接下来不妨设 ( ) 8d f = 。 

在此情况下， f 含有至多两条坏 3-路。若 f 含有两条坏 3-路，不妨设为 1 2 3u u u 和 5 6 7u u u ，则 f 均不

给 4u 和 8u 转权，故 0 2a ≥ ，得证。若 f 含有恰好一条坏 3-路，不妨设为 1 2 3u u u ，则 4u 和 8u 中至少有一个

顶点不从 f 得权，并且 f 含有至少 3 个非坏 3-点，故 0 12 4a a+ ≥ ，得证。                            ■ 
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论断 3： ( )0 0ch f′ > 。 

证明：根据 R1，面 0f 给每个关联的顶点转权
4
3
，故 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0

4 14 12
3 3

ch f d f d f d f′ ≥ + − × = − 。因

为 ( )0 11d f ≤ ，代入上式可得 ( )0 0ch f′ > 。                                                     ■ 

定理 2 证毕。 

4. 总结与展望 

本文探讨平面图的(I, F)-分解问题。受 Steinberg 猜想相关研究的驱动，本文证明了任意不含 4 至 7-
圈且不含相交三角形的平面图是(I, F)-可分解。本文在证明方法上首先建立合适的延拓定理，然后探讨定

理的极小反例的结构性质，特别是关于三角形和小度点的可约构型，最后采用权转移方法完成证明。后

续研究可进一步探讨是否任意不含 4 至 7-圈的平面图是(I, F)-可分解。关于该问题，研究的关键点在于探

寻有关相交三角形的可约构型，建立相应的结构性质。此外，发展(I, F)-染色的补染技巧和优化权转移策

略也将为问题的解决提供有效思路。 
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